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PROLOGO.

Para ofrecer al publico de habla espanola esta nueva obra, los
autores se han esforzado por poner al dia el contenido de los cursos
tradicionales del Algebra elemental y por mejorar en varios aspec-
tos su presentacion didactica.

En particular, se ha procurado hacer una exposicion metddica,
clara y bien ordenada, con suficientes explicaciones al alcance del
estudiante, pero con exclusion del verbalismo excesivo y de reite-
raciones ampulosas que tienden mas bien a confundir que a aclarar.

Se ha puesto particular empeno en que las ilustraciones sean
adecuadas y en que, por medio de ejemplos y ejercicios, el alumno
pueda advertir la conexion del Algebra con situaciones de la vida
ordinaria, con la Fisica, la Estadistica y otras disciplinas.

Nos hemos esforzado también por que las definiciones sean
apropiadas y correctas y por mantener el rigor 16gico en los fun-
damentos y a través de la obra, sin dejar de dar, no obstante, la
debida importancia pedagogica a los procedimientos intuitivos e
inductivos. Es increiblemente grande el numero de definiciones
incorrectas y de términos equivocadamente usados en muchos libros
de Algebra. Basta examinar, por ejemplo, las definiciones de suce-
sion, serie, términos semejantes, radicales semejantes, descompo-
sicion en factores, fraccion algebraica, numero imaginario y mu-
chas oftras.

El avance considerable que en los altimos tiempos han experi-
mentado la Fisica, la Quimica, la Biologia, la Psicologia, la Economia
y ofras ciencias exige imperiosamente una revision de los cursos
actuales del Algebra. Es inexplicable, por ejemplo, que se definan
las potencias con exponentes negativos, y que no se trate en parte
alguna de la llamada notacion cientifica ni de las operaciones con
numeros expresados en esa notacion, a pesar de su frecuente empleo
en Biologia y en Fisica.

He aqui algunos otros temas que el lector hallara suficiente-
mente desarrollados en esta obra: funciones y graficos, nociones de
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estadistica, elementos de &lgebra financiera, principios {fundamen-
tales de Ia regla de céalculo, papel logaritmico, aplicaciones varias
de los logaritmos (aparte de su uso como auxiliar del calculo).
aplicaciones del Algebra a la Geomelria.

Ofras muchas innovaciones y mejoras, que seria largo enumerar,
no escaparan seguramente a la atencion de los senores prefeso-
res, a los cuales agradecemos por anticipado las observaciones y
comentarios que nuestra obra les merezca.

Page 5 of 479



www.opentor.com

INDICE.

PEBIDBO. -5 e e e e o 605 S0 W 6 0 SO (W I O S S0 o SR e B
CarpiTUuLo 1
Ntumeros naturales, racionales y reales.
1. NGmeros naturales ............ceveeeeenuesoossssssnscnnnnssns
2. NGmeros fraccionarions ... ivvieaaueaaaiio gl vie T osjsiae s einieemasse
3. NOmeros irracionales .............ceeeemuossnssancnsosnnanaas
#: Notacion: HEeral: ..cuvimsss sianive nsav ol e s sio sl s rosiena e
5. Representacién geométrica de los nimeros reales ...............
6. Operaciones fundamentales con nimeros reales. Leyes formales de

~

10.
11.
12.
13.
14,
15,
16.
17.
18.
19.

OStas OPeraciONeS .. wccoecoon ool oo o v s 0000 0ns0esesslsnsess
Algunas consecuencias sencillas de los axiomas precedentes ......
TORE 1. .o vfesorive ornimminmimmin auave e ol G Mo o s o:0r 0.5 0, 010,0 90050; 00 10.90 0 0. p 0.8 8 {u:ofs

CapiTUuLO 2

Narm :ro. .IVOS 0 nameros con Signos .

Magnitudes--relQBNEE . oo ciiesicsieiiie slesisisiesiisiansiaeaeselawiaiieealile
NOMeros relativos .......ceeeeeesesesscconsessssssassssnnsssss
Valor absoluto de un niimero relativo. Igualdad de niimeros relativos
Representacién geométrica de los nlimeros relativos .............
Sums de " BGMeros TelativVos ... ..o ivesiiionseiasinseicdle s daieiss
Sustraccién de niimeros relativos ..:.......ccieeereierannanens
Multiplicacién de nlimeros relativos ..........cocvviininnnnneans
Potenciacién de niimeros relativos ........ccovvvevenanrsensans
Divisién de nlimeros relativos ...........coiiiiiiiiiiiirenenens
Desigualdad de nlimeros relativos ........ccoevueneennanaraansss
Uniformidad de las operaciones con nimeros relativos ...........
Promedio de varios niimeros relativos .........ovvuvrennnnnns
Moot B oininvh i doariaian sn o eiimesviemiis sl gdeene ek

Page 6 of 479

PAG.
IX

14
16
21
22
24
31
35
40

49
53
54
58



20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27 .
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.

45.
46.
47.

49.

www.opentor.com
CarpiTuLO 3

Tecnicismo algebraico .

PAa.
DVIOTOTDROR | corvomo e s 1awsiariod o 5 R a0 P S G e e T s 59
Coeficientes O T 0T L0140 B LB 058737 BB PR M7 59
EXponentes .-  coesadsesiiesenensanaesairai s i s 60
BINOMUIOS 7 iic -5 iiv e iiiioseicsosenasssesesssemnssssesedi .. 61
TInOMI08 s oo mimmeswensbstyasaesieenewsrasvne s e W 50 61
Polinomios .. .iiiisicscessonsssoeeensssssoosesodii W, oo 62
TOMMINOS. nuowsemssmsns s manmer s S I s 62
Terminos SCMEJANTES . ... ..o vvdo s ionoiovinse sl e eess ooons 63
Reduccion de términos semejantes ..............c.cvvuviuunnnnn. 64
Polinomio reducido ... ..ccveeeeeesoneeasdioalysesoeocssesoes 65
Grado de'un MONOMIO - wuwimaaes vyl s s bisarl; 67
Grado de un poHhOMIO ... .ccceoenoeos olline T e o o coonsnseesss 68
Polinomio: Homogenen: uuiivaiananes B S i s itadnsras 69
Polinomio ordenado ' .. ..o sisloncs M i L T i et e ee 69
Expresiones algebraicas ... ..... ! yee ol . e isshasessiive s 70
g1 RSNy o RSN 550 i | 151, Lo 2O LI e 71
Valor numérico de una expresién algebraica ................... 73
Orden de las operaciones indicadas en una expresién algebraica ... 74
Valor numeérico de las formuleg ™% . . . .. i ccvviiionssnssnseniies 76
Expresiones algebraicas equivalentes. Ecuaciones ............... 77
PO I unvoscmi i a8 o b oo e e e AT e e e 84

CarPpiTUuLO 4

Adicion y sustraccion de expresiones algebraicas enteras.

Suma de WO « o i dak SV TG s aRE TR v R S i 85
BUrna AR TTOMPORMNOR . o v-a:xi0 0 e owarees snonss ) o S s SRS e ozt v 86
Reosta SQMonomion: 5% venie s e edathtitbs e Wiy sna 90
RO POINOMION . oo o vivriosm viwle 80 48 s/ ohe 2o Tel0T0:0 816 nte o5 ol avihs e 016 47 dxe ot 91
Sumas o diferencias indicadas. Uso del paréntesis. Supresién de pa-

FORERRES  orovisesovssiones i TSR AP i atiers e te e S R e T 020 95
Introduccion de ParSntesis . .. .. il dalssieis s visieidie sletvive eelarese.s 97
Otras formng 'de  Pardntosin. | i) o ot sie s s ers slen e siste b e ons EEE 99
Supresion de paréntesis SUPErpuestos . ..........c.oeeeusrnnnienns 99
Suma y resta de expresiones algebraicas enteras con términos com-

PLOIOE i o R R R S R R s A R R R R SR R RS 101
Suma y resta de polinomios por el método de los coeficientes se-

PRFAAOS iis i s e e R e S SR e AR e R R SRR 104
TTMOBE W o0 0000007000700 0505 8 O 0 691 050 0 4 G R0 WM O 08 107

Page 7 of 479



www.opentor.com ¥

CarpiTULO 5

Multiplicacion y division de expresiones algebraicas enteras.

50.
S1.
52.
53.

54.
55.
56.
57
58.

59.
60.
al.,
62.
63.

64.
65.

66.

PAg.
Multiplicacion do MONOMAMOS: | s:..q s ssie e seremwinae ee s soy pieterasem . 109
Producto de un monomio por un polinoOmMio .........cvvusnense 111
Producto de un polinomio por otro polinomio ................. 111
Multiplicacion de polinomios por el método de los coeficientes sepa-
ERAOS .vvaiisisimen areaieaieieraiane s e e aTere d Bt Yo e i e sl NS asiisiete 116
Division de un mMonomio POr Otr0 ... ... vervnennsnneennnnns 118
Division de un polinomio por un MONOMIO ... vvv v v enneunnnnan 120
Division de un polinomio por otro polinomio .................. 121
Division por el método de coeficientes separados ............... 129
COtIENtE RODIEED = ., B B i e a o v I v o L ore: abice 16187 8305019187 ¥k 133
OBt 5 vvunm e s e s WO 1 S A e e s 137
CAPETULOND
Ecuaciones algebraicas sencillas. Problemas .
FCUACIONES ..o ccoooncsoofilille tTecsconsosssesssssssssessssssss 139
Ecuaciones equivalentes. Transposicion de términos ............ 140
Resolucion de ecuaciones sencillas ..............c.ciiviinnnnn.. 143
Traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico ........... 146
Resolucion de problemas .........coviiiininernnrcacannsoneans 148
TOBE: B ..o s wiinesa mrMBRat o I Ay o dcagel soalos wrmSTRISII & o W/R1 SR e R A PR 163
CarpiTuLO 7
Productos y cocientes notables .
ProiRs , Notables: .« 106 silie saiaslen s Gslsidesis sl natele s woioreiore o 164
Cociantes NOTABIOR! s i st snsiomieme s sysmwiatosiorsia ke sxemieiems S arates 175
TROAE 0. T, & o woons slianimas s 9514 15 lvass PO A8 » NS 0 DRSS S e S e e e 178
CarpiTuLO 8
Descomposicion en factores
Introduccion ........... R R e R A e e e R 179

Page 8 of 479



Vi

67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.

81.

82.
83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

www.opentor.com

PAG.
TRCLOT COMMUIM 2o vassicnaay s oot ot A e R S oY e e s oD o 181
P T U TR R G S Rk S S R R A R P A e e 182
Trinomios: cuadrados POrfecton: ... .iiiwiedeee s saiie saea'aresis 184
Diferenicia de dos cUABERdon i iasiteiy oaid et v o sl ss sinida e isie 186
Combinacién de cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados ..... 188
Cuadrados perfectos incompletos .........ccoiiiiinnvernnnnnss 190
Trinomios de la forma X2 4 PX 4 @ ..vvevrnrnrnnnnnnnnnaenns 191
Trinomios de la forma mx? < PX + @ ..vvvvinnennnnncnnnnns 194
Suma de potencias de exponente IMPAr ..........ccouontrneenns 197
Diferencia de potencias de exponente impar ............e00ce0. 198
Suma o diferencia de potencias de exponente par ............... 200
Polinomios que contienen factores de la forma x 4+ & ........... 201
Teorema del resto. Aplicaciones ............ooeveevvereneenns 204
Descomposicién general en factores de un trinomio de segundo grado
de la forma ax* 4- bx + ¢ .....: N O N AR PR 210
Toet 8 Lininaaininsencsivares oy« s s idatee T R S RO ST 215

CApiTULO 9

Maéximo comun divisor y minimo comin multiplo
de expresiones algebraicas enteras.

Divisor comin y méximo comin divisor de expresiones algebraicas
ONLOTRR: .7ii s TR o oaiss v niets e e e e a e e e e e el e a8 e E (0 e e 216
Determinacién del méximo comin divisor de varios monomios .... 217
Determinacién del méaximo comin divisor de varios polinomios por

descompolliti) en fACtOPeN i ivivvcaionesveivesineyisesinenssiisaite 218
Determinacién del méaximo comiin divisor de dos polinomios por
AivISONBUCORIVAS o ¢ s 560096 0500605058808 80 aasssokniveeenns 219
Determinacién del maximo com(n divisor de dos polinomios por
DINA. Y TEBR. co:0i0renre srsioreminivureina sresmnerswiarmmmn.nd ol ose atiidle F RSN 20 222
Com@n miiltiplo y minimo comin maltiplo de expresiones algebrai-
CRE OUYCBTRS ™ 6 rairava:50:0 505 00w o500 1001 U6 0 A O T o 0T 90700917 80 wmzy 223
Determinaciéon del minimo comi(in miultiplo de varios monomios . 224
Determinacion del minimo comfin miltiplo de varios polinomios por
dOsCODONCION G0 TACEOTOB o +:u: o vin0m0)6:0r015 05058, 3 W, 8808wy 6 B8 SO W8 225
Método general para hallar el minimo conmriin multiplo de dos expre-
gsiones algebraicas enteras .........ciccievavessessscosansnaas 226
OB D oeovnooenssesosssnesssmsssssessessensssssssIe v 228

Page 9 of 479



90.
91.
92.
93.
94.
95.

96.
97.
98.
99.
100.

101.
102.

103.
104.
1G5.
106.
107.

108.
109.
110.
111.

www.opentor.com vl

CapiTuLO 10

Fracciones algebraicas .

EYSEIRICIONION. 50000 0r010:i0i 00070 msim iy e 0008, 9 W PO R B RTRR A aed 230
Principios- fundamentales ioivivsivivensasm e iesiades sasiies 231
Simplificacion de fracCiones 'v.. .. ccleediessssoeses s et Ml s 232
Reduccion de fracciones al minimo comin denominador .......... 235
Adicion y sustraccion de fracciones ............cevuvennnenennn 238
Expresiones mixtas. Reduccion de expresiones mixtas a fracciones

A g1 T L ey, — 243
Multiplicacion de fracciones .....:.aeeccssoodlle e oo enioios 246
Potenciacion de fracciones . ........ s veseeio oo TP o o' s o/e s sss 249
Division de fracciones ... iviiiioviviialh @ ciiven cotainicids o 249
Eracciones COmMPIOIRS .« ... ovvonpavmmmnio:s s W s /a i aiaaisisiaia anianys 251
Evaluacion de fracciones. Casos singulares .................... 257
ROt AQ .oovmvanapeion saseese s TN i e R e e 267
Ejercicios de repasode los capitulos 1 a 10 .................... 268

CarpiTUuLO 11
Ecuaciones fraccionarias .

QanerRHdadas ;oo l e v aver s s o S R R A S e s 272
Principios fundamentales para la resolucion de las ecuaciones frac-

CIONATIRS ooninvtain M o W asa oiik ol rae B d e o e A S e R e e et 272
Resolucion de ecuaciones fraccionarias ...........c.uvvvunneunnnn 274
Problomas - W oo s b S ore s A e S R e e s 281
BB OB R 1wcvrso0e oo ooy o M 6 D S RN T N R SN BRI 293
Problemas WEMEEI08 i aii s s ey s o o e I R 297
S TR I I I L g s RN LR A A G S A TR AT 302
ant RN o A R S e e e R e e e e R T e S G 310

CarpiTuLo 12
Funciones y graficos.

Valores correspondientes. Coordenadas rectangulares ............ 312
Constantes: ¥ VAFIADIes 2 iwiwuime vassemsmvisevesa e e ehe sviammese 319
FUNCIONES i vttt ieeineeeesssonssssssnssssssssnssssssssnssss 319
Algunas funciones sencillas y sus graficos ....... e s 323

Page 10 of 479



Vil

www.opentor.com
PAG.

112. Variacion conjunta. Estudio de la proporcionalidad entre los ele-
mentos de una formula ...........0iitirtt et 330
T13e: OFAfIcon eStadiftiCOR . i srsmsm s s o o e i e i oS Vs 336
1T S 352
CarpiTuLo 13
Sistemas de ecuaciones de primer grado.
14 : ‘Definiciones =i e dns s e e T s e 355
115. Meétodo de adicién y sustraccion .............00eeeuenrnnnnnn. 357
116 ‘Método de-sustitucion i vsuinvnienaiae . - ool ity 361
DI, MIMGH- TN  Joemmssescrrvadoneniaiie B e e 363
118. Sistemas de ecuaciones fraccionarias ..............c.0iuieuiennnn 368
119. Sistemas de ecuaciones con coeficientes literales ................ 372
120. Sistemas de tres ecuaciones con'tres incognitas ................ 375
121. Resolucién por el método de los determinantes ................. 381
1225 Problemas i s S inrsd G < s i s e R 391
2 b ) i B SRR OO SO OUDINUNRR . L RO PO 407
Ejercicios de repaso de los capitulos 11a 13 ................... 409
ROSPUCIIAS & IOB GJOITICIOB s i o oo oo U e oo w0 vioiaisiais sie e oissin o s sieiiess 412

Page 11 of 479



www.opentor.com

CariTUuLO 1.

NOMEROS NATURALES RACIONALES
Y REALES.

En este capitulo intentaremos precisar los conceptos del nimero
que sucesivamente son objeto de estudio en la Aritmética elemen-
tal, y resumiremos las propiedades fundamentales de las operaciones
a que estos numeros se someten. Esas propiedades, que son, en su
mayoria, comunes a los distintos tipos de niimeros, adquieren una
importancia de primer orden en el Algebra. En esta rama de la
Matematica se desarrolla un céilculo de validez general, aplicable
a cualquier tipo especial de namero, (entero, fraccionario, etc.).
S6lo en ciertos asuntos interesa la naturaleza del nimero que se
utiliza, como veremos oportunamente.

1. Nimeros naturales.

Cuando una persona advierte que un conjunto de naranjas,
un conjunto de libros y un conjunto de lapices, como los represen-
tados en la figura, a pesar de sus diferencias fisicas, tienen algo en

G e ()
Noab R 3 S8
/

=t
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comGn, adquiere el concepto fundamental del nimero natural o
nimero entero * (del nimero fres en €l caso del ejemplo 1).

Conjuntos ccmo los que hemos mencionado, cuycs elementos
se pueden poner en correspondencia simple, como muestra la figura,
esto es, de niode que a cada elemento de un conjunto ccrresponda
un solo elemento en el otro y viceversa, se llaman equivalentes
(o coordinables).

La nocion de nimero natural resulta de la consideracion de
conjuntos equivalentes; en otros términos, el nimero es el concepto
que se adquiere cuando en los conjuntos equivalentes se prescinde
de la naturaleza de sus objetos, de su orden, etc.

La mente humana ha creado simbolos para representar la
caracteristica comun de distintas clases de conjuntos equivalentes.
Asi el simbolo 1 (uno) representa el namero que corresponde a
tcdos los conjuntos equivalentes al conjunto tipico (A); el sim-
bolo 2 (dos) representa el nimero que corresponde a todos los
conjuntos equivalentes al (A, B); el simbolo 3 (tres) representa
el nimero que corresponde a todos los conjuntos equivalentes al
(A. B, C,) y asi sucesivamente. Ocasionalmente, se usan otros
simbolos para representar los mismos nGmeros como I, II, III,
IV,... de la numeracién romana.

2. Nuameros fraccionarios.

: A 2 3 9
Los nimeros fraccionarios, tales como —, — y — — 0,9,

5 7 10
fueron introducidos desde tiempos remotos** con el propésito de
medir, o sea, de representar numéricamente las cantidades de mag-
nitudes continuas diversas, tales como longitudes, areas, volimenes,
pesos, tiempos, etc.

Dada una longitud cualquiera, por ejemplo, la altura de la
pagina de este libro. el proceso de obtener su medida consiste en
compararla con una longitud tomada convencionalmente como uni-
dad, por ejemplo, el centimetro, y averiguar cuantas veces se
halla contenida ésta en aquélla. Sélo excepcionalmente resulta
que la unidad escogida se halla contenida un namero exacto
(entero) de veces en la cantidad que se trata de medir. En los
demas casos, no se renuncia a la medida o representacién numeérica

* Preferiremos, en lo sucesivo, usar la denominacién de numern natural ya que mas
adelante emplearemos la de nimero entero en una acepcion nds amplia (véase paragrafo 9).

** Los numeros fraccionarios aparecen ya en las tablillas babilénicas (2000-1800 a.C.)
vy en los papiros egipcios (1650 a.C.).
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de la cantidad, sino que subdividiendo convenientemente la unidad
elegida se investiga si una de estas subunidades se halla contenida
exactamente en la cantidad. Esto se logra en la practica escogiendo
una subunidad suficientemente pequefna. Sin embargo, como vere-
mos en el parrafo siguiente, no siempre es ello posible teéricamente
cuando se trata de magnitudes geométricas. La medida o represen-
tacion de las cantidades exige (desde el punto de vista practico)
el conocimiento de dos nimeros enteros: uno que indique las par-
tes en que se ha subdividido la unidad fundamental (denominador)
y otro que indique las veces que esta subunidad cabe en la cantidad
que se trata de representar (numerador). El conjunto de estos
dos nimeros enteros constituye el nimero fraccionario. Se conser-
va la denominacién de nimero para estos pares de enteros porque,
como ya se ha visto en Aritmética, con estos pares se pueden
definir operaciones de suma, multiplicacién, etc., con propiedades
enteramente analogas a las de las operaciones correspondientes

con numeros naturales, las cuales incluyen a éstas como casos
particulares,

Ejemplo. El nimero fraccionario de numerador 3 y denomi-

nador 4 se puede representar por medio de una cualquiera de las
notaciones siguientes:

3
(3,4), S, 3/4.

Desde el punto de vista puramente aritmético (sin hacer refe-
rencia al problema de la medida de las magnitudes), se puede
corgsiderar el nimero fraccionario como un ente aritmético que
se introduce con el propésito de hacer posible la operacién de divi-
sién en todos los casos (excepto cuando el divisor es cero).

Ejemplo.

2.
2:5=—.
5

Se usa la denominacién de nimero racional para designar indis-
tintamente un nimero natural o un nimero fraccionario.

3. Ndmeros irracionales.

Se debe a los griegos (Pitagoras, 540 a. C.; Euclides, 300 a. C.),
la introduccién de los niimeros irracionales, tales como /2, V3,
/5, m=3,14159...
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La existencia de ciertas longitudes geomeétricas llamadas incon-
mensurables condujo a la consideracion de los nimeros irracionales
(o inconmensurables). Dos segmentos de recta se llaman incon-
mensurables entre si cuando no existe ningin nimero natural o
D c fraccionario que exprese exactamente la
P medida de uno de ellos cuando se toma

N el otro por unidad.

\ Tal es el caso de la diagonal AC del
cuadrado con respecto al lado AB de la
4 \  figura. AB no se halla contenida un name-
. ro entero de veces en AC, y se puede pro-
| bar que ninguna subunidad de AB (una
A N mitad, una tercera, una décima, etc.) cabe

un nimero exacto de veces en AC. Na
existe, pues, ningin nGmero racional que exprese la medida de AC
cuando se toma el lado AB por unidad.

La introduccién del nimero irracional \/2 resuelve en este caso
la dificultad, pues se tiene

AC =\/2 AB
de modo que \/-2 expresa la medida de AC cuando se toma el lado
AB por unidad.
Los nimeros racionales y los irracionales se designan conjun-
tamente con la denominacion de niimeros reales.

Tanto los numeros racionales como los irracionales pueden ser

representados por medio de expresiones decimales con infinitas
cifras.

Ejemplos.
L 0333s... A=20000%s
3 V2 = 14142...
% — 0,8333. .. V. 3= 17320,
> W5 = 1,7099. ..
5 = 0,4000. .. x=3,1415...

Se puede hacer uso de la representacion decimal para introdu-
©ir aritmeticamente los numeros reales, utilizando la periodicidad

0 n° eriodicidad de las cifras decimales para clasificarlos en
racic : e Iirracionales.
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Diremos pues:

Todo ntmero decimal con infinitas cifras define un naGmero
real. Si estas cifras son periédicas el nimero es racional, si no son
periédicas el nimero es irracional.”

Observaremos, por ltimo, que todo nimero irracional puede
ser aproximado tanto como se quiera por un namero racional.
Asi, por ejemplo, 1,41 difiere de 1/ 2 en menos de una centésima y
1,4142 difiere de \/2 en menos de una diezmilésima; 3,1416 es

una aproximacién por exceso de it que se diferencia de este nimero
en 0,00000734. .., es decir, en menos de una cienmilésima.

4. Notacién literal,

Hay multitud de propiedades numéricas que son siempre vali-
das, cualesquiera sean los nimeros a que se apliquen. Se tiene,
por ejemplo,

imY 2 4
24+3=3+2, -5—+7=-7—+—5—,
V3I4+V5=VvV5+4+V3, etc

Esto ilustra la conocida ley conmutativa de la suma, a saber:
la suma de dos nimeros es independiente del orden en que se
consideren los sumandos. Si el primer sumando se representa por
la letra a y el segundo por la letra b, dicha propiedad puede
expresarse de una manera muy concisa y general escribiendo

a+b=b+a.

El empleo de las letras para representar niimeros es frecuente

en la Aritmética, v. gr., cuando se escribe una proporcién en la
forma

a_ ¢
b d’
o se expresa la regla del interés simple mediante la fé6rmula
crt
1=,
100

* Para que esta definicién comprenda todos los nimeros es necesario expresar los niimeros
enteros, y low decimales exactos, con infinitas cifras, agregando infinitos ceros decimales, como
hemos indicado en algunos ejemplos anteriores.
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pero en el Algebra el uso de los simbolos literales es mucho mas
importante y caracteristico. Esto ha dado lugar al desarrollo del
llamado calculo algebraico, cuyas férmulas literales tienen validez
general, esto es, se cumplen cualesquiera sean los niimeros parti-
culares con que se sustituyan esas letras.* En este sentido el
Algebra (elemental) se confunde con la Aritmética universal, esto
es, con el estudio de las propiedades generales de los nameros
y de sus operaciones.

Observacion. Por brevedad, en lo sucesivo diremos frecuente-
mente el numero a, en vez de el simbolo numérico a, o de el
numero representado por a.

En el Algebra llamada moderna o abstracta se estudia la teoria general
de las operaciones y en ella los simbolos literales no representan nimeros
necesariamente, pudiendo representar también movimientos, sustituciones,
transformaciones, etc. En general, la naturaleza de los elementos represen-
tados no interesa en el Algebra moderna sino las relaciones que se establecen
entre ellos, y de ahi el calificativo de abstracta.

5. Representacion geométrica de los numeros reales.

Los numeros reales se pueden representar geométricamente
mediante los puntos de una semirrecta. Para ello se toma sobre
una recta cualquiera AB (v. fig.), un punto O arbitrario (llamado
en lo sucesivo el origen), y con un segmento u, elegido también

A @) U P M B
1 i 1 :

1 i L R |
0 Y 2SIV x 4

W

arbitrariamente como unidad de medida, se marca, en cualquiera
de las dos porciones en que el punto O divide la recta AB (es
decir, en cualquiera de las dos semirrectas de origen O), el punto
U situado a la unidad de distancia del origen (o sea, tal que
OU = u). A este punto U se le asigna el nimero 1 y al origen O
el nimero 0. A cualquier otro punto P de la semirrecta OB se
asocia la medida del segmento OP con la unidad u. Por ejemplo,
si OP = 2.5u, se asigna al punto P el nimero 2,5. Y se dice
que este namero es la abscisa del punto P.

Si x es la abscisa del punto M, este numero representa la
medida del segmento OM en relacion con la umdad escogida u.

* Con determninadas excepciones en ciertos casos. Por ejemplo, no se puede atribuir
valores a las letras que anulen algGia dennominador.
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En la figura estan marcadas también las abscisas de otros
puntos de la semirrecta OB.

Admitiremos que a fodo punto M de OB corresponde un nime-
ro real (racional o irracional) y sélo uno. Y que, reciprocamente.
a cada numero real corresponde un punto y soélo uno de la
semurrecta OB.

EJERCICIO 1.

1°) Marcar arbitrariamente sobre una recta los puntos correspondientes
a los nimeros 0 y 1. A continuacion senalar sobre la misma recta los puntos
correspondientes a los siguientes numeros:

7
a) 3 d) 243 g) S
10 Toee
b) 5 ) — h) V5
3
—- 14
c) 1,5 f) V3 i) ——3—
2°) En la semirrecta de la figura se ha tomado OU = 1 cm. Utilizando
1 | 1 1 1 | - .
O U A ) CcC D E

una regla graduada en centimetros y milimetros determinar aproximadamente
las abscisas de los puntos A, B, C, D y E.

3?) Dar varios procedimientos que permitan determinar una infinidad
de nimeros reales tan proximos como se quiera a un numero real dado, v.gr.,
el nimero 5. (Por ejemplo, la expresion 5 4- (0,1)" para n=1, 2, 3,...
proporcionaria los numeros 5,1; 501; 5001 ;... etc.)

Escoger una unidad apropiada, y senalar algunos de los valores hallados
sobre la recta.

6. Operaciones fundamentales con nimeros reales. Leyes
formales de estas operaciones.

Las operaciones fundamentales con nGmeros reales son las
de suma y multiplicacion. Se llaman asi porque todas las demas
operaciones (sustraccion, division, potenciacion, etc.) pueden defi-
nirse facilmente en términos de la suma y de la multiplicacién.
No trataremos de definir estas operaciones fundamentales, ni tam-
poco nos ocuparemos de como se efectuan en la practica, o sea,
como se obtiene el nimero suma o el producto, que son cuestiones
ya tratadas mas o menos ampliamente en Aritmética, sino que
estudiaremos las leyes o propiedades de esas operaciones que son
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independientes de los nimeros particulares que en ellas se consi-
deren y que, por tal motivo, se llaman formales. Enunciaremos
esas propiedades en calidad de axiomas, esto es, como principios
no demostrables, y consideraremos el conjunto de ellos como una
definicién indirecfa de los nimeros reales y de las operaciones

fundamentales con estos numeros.

Las leyes formales son de fundamental importancia en el

desarrollo del Algebra.

La notacién a == b significa que los simbolos a y b representan
el mismo nimero real; a 54 b significa que a y b representan nu-

meros reales distintos.

I. AXIOMAS DE LA IGUALDAD.

6-1. Caracter idéntico.
a=1a.

6-2. Carécter reciproco.

Si a = b, entonces b = a.

6-3. Caracter transitivo.

Si a=byb=c, entonces a = c.

II. AXIOMAS DE LA SUMA O ADICION.

6-4.

De los niimeros a y b re-
sulta por adiciébn un ndimero s
(llamado suma), lo cusal se ex-
presa asi:

s—=a-+b.

6-5. Ley uniforme.

El nimero suma de otros
dos es tnico; esto es, si a—b
y ¢c=d, entonces

at+c=b+4d.
6-6. Ley conmutativa.
a4+b=b+4a.

6-7. Ley asociativa.
(a4-b)+c=a+(b+c).
6-8. Ley de la identidad o

del modulo.

Existe un nimero y sodlo
uno, el cero (0), tal que:

at+0=04a=a
cualquiera sea a.

El 0 recibe el nombre de
elemento idéntico o modulo
de la suma.
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III. AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION.

6-9.

De los nimeros a y b re-
sulta por multiplicacion un nu-
mero p (llamado producto), lo
cual se expresa asi:

p—ab o bien p—=a-.b.
6-10. Ley uniforme.

El producto de dos nume-
ros es unico; esto es, si a=—=»>-b
y c=d, entonces

ac = bd.

6-11. Ley conmutativa.
ab = ba.
6-12. Ley asociativa.
(ab)c=a(bc).
6-13. Ley de la identidad

o del maodulo.

IV. AXIOMAS DF 0l

Existe un namero y solo
uno, el uno (1), tal que:

a. 1 =1 a=—'a
cualquiera sea a.

El 1 recibe el nombre de
elemento idéntico o modulo
del producto.

6-14. Ley distributiva.
a(b-+c¢) = ab -} ac.
6-15. Existencia del inverso.

A todo numero real a #0
corresponde un numero real
anico x tal que

axr='1.

Este nimero x se llama el
inverso o reciproco de a y sue-
le representarse por l/a.

Definicion. Si a y b son dos numeros reales tales que a es
la suma b -+ d, formada por los sumandos b y un nimero natural
d % 0, se dice que a es mayor que b y se escribe

a>b.

También se dice que b es menor que a, y se escribe

b < a.

6-16. Ley de tricotomia.

Dados dos ntmeros reales a y b una y sélo una de las rela-

ciones siguientes tiene lugar

a>bhb,

a=bhb,

a<h.

por lo cual se dice que !as relaciones simbolizadas por =, >, <

se completan y se excluyen.,
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6-17. Ley de monotonia de la suma.
Si a > b se tiene a4+ c > b+ c.

6-18. Ley de monotonia de la multiplicacion.
Si a>b y ¢c>0 se tiene ac > bc.

V. AXIOMA DE CONTINUIDAD.

6-19,

Si A y B son dos conjuntos de nimeros reales tales que todo
nimero de A sea menor que todo nimero de B, existe un naimero
real c tal que

a=c=hb

para todo nimero a contenido en A y todo nlimero b contenido
en B. El simbolo = significa: menor o igual que. Anéalogamente,
= significa: mayor o igual que.

7. Algunas consecuencias sencillas de los axiomas precedentes,

7-1. Ley de cancelacion de la suma.
Si at+c=b-+c resulta a=»>H..

En efecto, si fuese, por ejemplo, a > b, sumando ¢ en ambos
miembros obtendriamos, segin 6-17, a + ¢ > b 4+ ¢, en contradic-
cién con la hipétesis.

7-2. Ley de cancelacion del producto.
Si ac=bc y c5%0, resulta a=>n.
La demostracién es andloga a la anterior.
7-3.

Si a+d=>b, se llama d la diferencia entre b y a y se escri-
bed:b—a.

Sélo hay un nimero d que cumple la condicién a 4+ d = b,
pues si hubiera otro d’ tal que a + d’ = b, resultaria a+4+d=a + d’
y, en virtud de 7-1, se deduce d = d'.

Como consecuencia de 6-8 se tiene 0 — a — a.

7-4.
Teniendo en cuenta 6-10 y 6-14 se obtiene:
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(a 4- d)x = bx,

ax +-dx = bx,
luego dx = bx -— ax,
o bien (b — a)x = bx — ax.

Esta es la ley distributiva para la diferencia.

7-5.
C:b=—=0,

En efecto, 0.t = (a — a)b = ab —ab =0, en virtud de
7-3 y 7-4.

7-6.
Si ab=0 y as£0, entonces b=0.

En efecto, ab == 0 se puede cscribir
ab=—=—a.0,
y aplicando la ley de cancelacién 7-2 resulta
— |

Por tanto, el producto de dos niimeros reales no puede ser nulo
sin serlo al menos uno de los factores.

7-7.
Si a>b y b>c, entonces a > c (caracter transitivo de
la desigualdad).

En efecto, a > b significa
a=b-+ h
siendo h un ntmero real diferente de cero. Analogamente, b > ¢
significa
b =c + k, k50,
a=(c+k)+h=c+H (k+ h)

en virtud de 6-7. Esta Gltima igualdad nos dice que

Por tanto,

&> ¢,

Notese que siendo h =0 4- h resulta h > 0; analogamente,
k > 0. En virtud de 6-17 se tiene, pues, h 4- kK > k; luego h 4- k
no puede ser cero, ya que resultaria 0 > k que contradice k > 0.
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Es decir, la suma de dos niimeros reales diferentes de cero es un
numero real diferente de cero.

7-8.
Si a0 s6lo hay un niimero x tal que ax = b.
Este namero x recibe el nombre de cociente de b por a.

En efecto, multiplicando ambos miembros por el reciproco

1/a de a (6-15) se obtiene

1 1
—ax —=—>5 o x=—25.
a a a

El cociente de b por a suele indicarse escribiendo —b; 6 b/a.

Si b0, la divisién por 0 es imposible, ya que 0. x = b im-
plica b = 0, que contradice el supuesto b= 0.

No puede haber otro nimero x’ 5% x tal que ax’ = b pues
comparando con ax = b resultaria ax — ax’ y, en virtud de 7-2,

r=x.

Todas las propiedades anteriores son conocidas de la Aritmética
vulgar, pero hemos querido mostrar en algunos casos sencillos
cdmo pueden deducirse facilmente de los axiomas enumerados en 6.

EjeRrCICIO 2.

Utilizando los axiomas y las propiedades establecidas en 7, demostrar
las siguientes igualdades:

1°) (b+4cl)a=ba-+ca

2°) (a+b)(c+d)=ac+bc+ad+bd

3°) (a+b)2=a?+2ab+ b?

4°) (a+b)(a—b) =a?-—b2

5°) Si a>b y c>d demostrar que a+c>b+d y que ac > bd.

TEST 1

V2

1°) Si m=—2——docir si m es:

a) racional b) irracional c) natural
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2°) Si m=3,27272.... decir si m es:

a) racional b) irracional ¢) natural

3?) La igualdad (ab)c = a(bc) expresa una de las leyes formales de la
multiplicacion. Diga cual de las siguientes es:

a) conmutativa b) distributiva ¢) asociativa d) monotonia
4°) Diga qué leyes formales se utilizan en las igualdades siguientes:
(b4-c)a=a(b-+4 c)=ab-+ ac.

59) Si a<b y b< c demostrar que a< c.
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CarpiTULO 2.

NUMEROS RELATIVOS
O NUMEROS CON SIGNOS.

La consideracion de los niimeros relativos o con signos ha sur-
gido como una cuestién de conveniencia, principalmente con objeto
de poder representar adecuadamente las magnitudes cuyas canti-
dades son susceptibles de agruparse en dos categorias, o de ser consi-
deradas en sentidos opuestos. Son muchas las magnitudes de este
tipo, llamadas magnitudes relativas, que se presentan en la vida
corriente, en el campo de la Fisica y en otras disciplinas cientificas.

Por otra parte, en el conjunto de los axiomas que caracterizan
los numeros reales, paragrafo 6, hay una evidente falta de simetria,
pues no existe en el grupo II ningun axioma correspondiente al 6-15
del grupo III (existencia del inverso). Este axioma conduce a la
posibilidad de la division en todos los casos, excepto cuando el divi-
sor es cero, como vimos en 7-8. Bastaria introducir en el grupo II
(axiomas de la suma) el analogo de 6-15 para definir un contrario
u opuesto de cada numero real a, lo que conduciria inmediata-
mente a la posibilidad de efectuar la sustracciéon en todos los casos
(no solamente cuando el minuendo es mayor o igual que el sus-
traendo), como veremos en este capitulo.

8. Magnitudes relativas.”

Como ya hemos indicado, se llaman magnitudes relativas aqué-
llas cuyas cantidades o estados particulares se clasifican en dos
categorias distintas, las cuales se dicen opuestas, o de sentidos
opuestos.

* Rcecordaremos que, ¢n su acepeion mas general, se llaman magnitedes aquélles con-
ceptos abstractos (como la longitud, ¢l &rea, la temperatura, el peso) entre cuyos ostados
particulares o cantidades pueden definirse la igualdad y la desigual iad. En cambio so sen
magnitudes, segun la definicion anterior, la boadad, la inteligencida, €l amor, etc.
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Ejemplos.

1) Las fuerzas opuestas que actian en un punto se clasifican
en acciones y reacciones.

2) Las temperaturas centigradas se clasifican en femperaturas
sobre cero y temperaturas bajo cero, segiin que
la columna de mercurio esté por arriba o por
debajo de la marca que indica la temperatura

del hielo fundente (la cual se ha tomado conven- 1o |z
cionalmente como cero de la escala). — 100
Asi, por ejemplo, se habla de 15° de tempe- 29 n : 80
ratura sobre cero; de 4° de temperatura bajo 70" |-
cero, etc. — 40
50"H |-
3) Las latitudes geograficas se clasifican en .L— —40°
norte y sur. Cuando se da la latitud de un barco i E(E 20°
en alta mar, no basta decir que esta a 10° de 10" I
latitud sino que hay que especificar si se trata HIHO
de latitud norte o de latitud sur. 1074 :2 o
4) Las longitudes geograficas se clasifican 30"

en este y oeste. Asi, por ejemplo, la longitud
de Paris (con respecto al meridiano de Green-
wich) es 2°20'14” E y la de Chicago es 87°
37/. 37" 0.

C

5) En las cuentas corrientes los

saldos se clasifican en deudor y
acreedor.

6) Las horas del dia en algunos
paises es frecuente el dividirlas en
antes del meridiano y pasado el me-
ridiano. Asi, por ejemplo, se dice
l1lam.y 1p.m. en vez de las 13 h.

7) Las fechas, seglin la cronolo-
gia cristiana, se dividen en anfes de
Cristo (a.C.) y después de Cristo
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(d.C.). Asi, por ejemplo, decimos que la erupcién del Vesubio que
sepulté a Pompeya ocurrié en el afio 79 d.C.

Para las magnitudes relativas se ha generalizado una termino-
logia uniforme, segiin la cual se llaman positivas las cantidades
agrupadas en una cualquiera de las clases (elegida arbitrariamente),
y negativas las agrupadas en la otra. La cantidad nula se consi-
dera como frontera de separacién entre ambas clases.

Las cantidades pertenecientes a clases distintas se dicen
opuestas.

Las latitudes norte se consideran positivas; las latitudes sur,
negativas.

Las longitudes este se consideran positivas; las longitudes oeste,
negativas. Es frecuente, sin embargo, que se adopte el convenio
contrario.

Se consideran como positivas las temperaturas sobre cero;
y como negativas las temperaturas bajo cero.

Las magnitudes cuyas cantidades no se clasifican en grupos o
categorias se llaman absolutas. Ejemplos: los volimenes, las masas.

9. Numeros relativos,

Para distinguir las medidas de cantidades positivas de las
medidas de cantidades negativas, cualquiera que sea la magnitud
a que pertenezcan, es conveniente utilizar un distintivo Gnico y
sencillo que sustituya los varios signos N, S, E, O, a. m,, p. m,, a. C,,
d. C, y las frases: deudor, acreedor, sobre cero, bajo cero, etc.

Con este propdsito se han elegido los signos + y —, y asi se
dice, por ejemplo, latitud 4 20°, longitud — 50°, saldo + 300 pesos,
temperatura — 6°, afio + 79.

Todo niimero real precedido del signo -+ se llama ndmero real
positivo. Si tiene antepuesto el signo — se llama negativo. El na-
mero 0 se considera como un elemento de separacion entre los
nimeros positivos y negativos y no se le atribuye signo alguno.

Ejemplos.
Son nimeros positivos: +3; +25; + \,/7 5

Son nGmeros negativos: —5; —33; —V 2 ;
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Véase el ejemplo grafico de las figuras siguientes:

+ 500
+ 400

+300
- 200

100

LINEA CERO| (NIVEL MEDIO DEL MAR)

—-100
-200
=300
— 400

- 500

50

; 2 ]
-m,: Coe— & INEA CERO

e e e e e e IVEL DEL M
e —— - 50

—100

== — 150

—200
| —250

Un submarino a 150 pies bajo el nivel del mar
(— 150 pies).

Esta justificado llamar nimeros a estos nuevos simbolos, pues,
como veremos en seguida, es posible definir con ellos la suma,
multiplicacién y demas operaciones aritméticas, de modo que la
mayor parte de las leyes formales de las operaciones continten
verificandose.

Con objeto de que los niimeros reales sin signo queden incluidos
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en el sistema de los nimeros relativos, convendremos en equiparar-
los a los positivos. Asi, escribiremos indistintamente

5 6 A
2 " 2
3 F3

etc.

Este convenio obliga, para que el calculo que se desarrolle
no sea contradictorio, a que las operaciones con numeros positivos
se definan de modo que correspondan los resultados con los de
las operaciones ya conocidas sobre nimeros sin signo (llamados
también numeros absolutos). Asi, por ejemplo, puesto que

34+5=38
definiremos la suma de nimeros positivos de modo que

(+3) + (+5) =+ 8;

y puesto que

2 % 3 N 1
3 3V 2
pondremos
(+ 2)><'+3 == et
3 ] e '
Obsérvese que en la operacion

(+3)+(+5)

el signo 4 intermedio (el no incluido en paréntesis) se usa con el significado
usual de adicidén, en tanto que los incluidos en paréntesis y que preceden a los
nimeros 3 y 5 son un mero distintivo para indicar la naturaleza especial de
estos numeros. Este doble uso del signo 4 (y andalogamente del signo —),
no produce confusiéon ni dificultad real alguna, como se podra comprobar en
todo lo que sigue.

Ademas, el doble uso de los signos 4+ y — puede justificarse considerando
que el nimero positivo (4 3) es susceptible de ser interpretado como ope-
raciéon de sumar al cero el nimero absoluto 3; y el nimero negativo (—3)
como operacion de restar el nimero absoluto 3 ‘de cero, es decir,

(+3)=0+3

(—3)=0-3
o bien

(+3)=+43

(=3)=-3

omitiendo la escritura del cero por brevedad.
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Convendremos en ampliar el significado de los términos nimero
real, namero irracional, nimero racional y nimero fraccionario de
modo que estas denominaciones incluyan, indistintamente, los
correspondientes niimeros positivos y negativos. Asi, por ejemplo,
diremos que -+ %3 es un namero fraccionario positivo, en tanto que
— % es un ndmero fraccionario negativo. Analogamente, diremos
que + \/ 2 es un numero irracional positivo, en tanto que — \/ 2
es un namero irracional negativo.

En cuanto a la denominacién de numero natural no se sigue
la misma regla, sino que se dird ahora nimero entero, positivo o
negativo, segin el signo que le preceda. Por ejemplo, - 8 es un
namero entero positivo, y — 5 es un niimero entero negativo.

La denominacién de niimero natural se reserva exclusivamente
para los enteros desprovistos de signo o absolutos. Ejemplo: el
namero 4.

He aqui un cuadro que aclara las relaciones entre los distintos
tipos de nimeros que hemos considerado:

( nimeros enteros
nimeros numeros racionales positivos
re-al.es Rositivos numeros fraccionarios
positiyos positivos
8 n o nimeros irracionales positivos
%A S ;
Ej gol numeros enteros
5] A ) :
g@ nimeros numeros racionales negativos
g = reales negativos nameros fraccjonarios
negativos negativos
nimeros irracionales negativos
\ cero
E JERCICIO 3.

1?) Decir qué clase de nimeros son los siguientes. Indiquese solamente

la categoria menos amplia a que pertenece el numero. Ejemplo: — 2/3 es
fraccionario negativo y, por tanto, racional negativo y real negativo. De acuer-
do con lo que se advierte, la respuesta correcta en este ejemplo es: — 2/3
es un namero fraccionario negativo.
1 '3 d 5
a) +3 b) — ? c) — \/-2— h) 1
1 s V2
e) +2— f) +V6 ) —4,1
3 % g ’ By —7
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2°) En el cuadro siguiente se dan las latitudes y longitudes aproximadas
en grados de algunas ciudades importantes. Copiar de nuevo este cuadro usando
el signo <4 para indicar las latitudes norte, el signo — para las latitudes sur; el
signo - para las longitudes este y el signo — para las longitudes oeste.

CIUDAD LATITUD LONGITUD
Boston 42° N 71° O
Buenos Aires 35° S 58° O
El Cabo 34° S 18° E
El Cairo 30° N 32° E
Estocolmo 59° N 18° E
Lima 12° S 77° O
Madras 13° N 80° E
Melbourne 38° S 145° E
Paris 49° N 2° E
San Francisco 38° N 122° O

3°) El termdémetro representado en la figura marca
una temperatura de 30° sobre cero 6 4 30°. ;Cual seré la
lectura si la temperatura

a)
b)
c)

baja 15°?
sube 5°?
baja 30°?

d)
e)

baja 40°?
baja 50°?

4°) La figura de la pagina siguiente representa los
movimientos efectuados en un determinado periodo de tiem-
po por el ascensor de un edificio de 20 pisos. Expresar los movimientos realiza-
dos, considerando como positivos los movimientos de ascenso, y como negativos
los de descenso, utilizando como unidad el piso; asi, por ejemplo, el movimiento
d es de + 4 pisos.

5?) En el cuadro siguiente se representan las ventas de un empleado de
comercio durante una semana en comparacion con las de la anterior. Senalar
los aumentos de venta con el signo 4 y las disminuciones con signo — , como
se hace en las dos primeras columnas.

lunes martes miércoles Jueves viernes sdbado
Semana ant. 5314208 | 5216,408%| 5008,108 | 5180,608| 5200,00¢|5420,508%
Oltima sem. 5210,50 5326,20 | 511560 |5120,30 |5250,40 |5510,10
Difer -~ias <+ 103,70 |— 109,80 ? ? ? ?
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200
15
10°
5
.

10. Valor absoluto de un niimero relativo. Igualdad de ndmeros relativos.

Se llama valor absoluto de un nimero relativo al niimero que
resulta prescindiendo del signo. Asi, por ejemplo, el valor absoluto
de — 5 es 5, y el valor absoluto de + 24 es %:.

El valor absoluto de un nimero relativo suele indicarse escri-

biendo éste entre dos barras verticales, v.gr. | — 5.
Ejemplos.
l +7 I — 3 /
|—9]|=9
| —n|=m=.

Completaremos la definicién anterior agregando que el valor
absoluto de 0 es 0, es decir, [0| = 0.

Dos ntimeros relativos se dicen iguales (o uno mismo) cuando
tienen igual valor absoluto y el mismo signo. La notacién a — b,
llamada igualdad, expresa que los simbolos a y b representan el
mismo numero relativo.
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EJERCICIO 4.

Expresar los valores absolutos de los siguientes niimeros:

19) =22 59) 47 9°) —1
3
2°) +8 6°) +0,5 109 ——
1 ==
39) ~= 7)) +V2
o 1
4°) —\/3 8) —2—

11. Representacion geométrica de los nimeros relativos,

En la figura de pagina 6 pusimos en correspondencia los nimeros
reales absolutos con los puntos de la semirrecta OB. En virtud
de la equiparaciéon que hemos establecido entre los niimeros abso-
Iutos y los positivos, adoptaremos la misma correspondencia entre
los nimeros reales positivos y los puntos de la semirrecta OB
(figura siguiente). En cuanto a los nimeros negativos, establecere-
mos una correspondencia analoga entre ellos y los puntos de la se-
mirrecta opuesta OA, de tal manera que si P y P’ son puntos igual-
mente distantes de O (o sea, simétricos con respecto a O)
correspondan a ellos nimeros de igual valor absoluto pero signos

NEGATIVOS POSITIVOS
A P (@) P B
1 1 1 1 1 1 1 | o |
- %2 =1 0 *1 + 2 T3 + 4 +5

Representacion de los numeros relativos o con signos.

opuestos. Asi, en esta figura, al punto P corresponde el nimero
+ 3 y a su simétrico P’ el nimero — 3.

Mantendremos aqui las mismas denominaciones ya estableci-
das, llamando al nimero abscisa del punto y medida del segmento
que une el origen al punto.

Asi, por ejemplo, la abscisa de P es 4+ 3 y la abscisa de P’ es
—3; + 3 es también la medida del segmento OP y — 3 es la
medida del segmento OP’.
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En la figura siguiente se han marcado las abscisas de algunos
acontecimientos histéricos importantes.

CONSTRUCCION NACIMIENTO - DESCUBRIMIENTO
DE LAS PIRAMIDES DE CRISTO ' DE AMERICA
— 3000 0 1492, 1945
1 T

T

"ERA ATOMICA

Es 1util poder representar los movimientos de un punto sobre
la recta AB mediante los nimeros relativos, o viceversa. Como
los puntos de la semirrecta de la derecha (OB) se han puesto
en correspondencia con los nimeros positivos y los de la izquierda
(OA) con los numeros negativos, diremos que los movimientos
hacia la derecha son en sentido positivo y los movimientos hacia
la izquierda en sentido negativo. Si partiendo ahora de un punto

+ A A -

J ' 4 1 1 I ' '
T A T T - § L

—3 -2 -1 0 + +2 +3 +4 -

}
3

— ——
N+

0 +

B4
|
D 4=
|
N -+
I
—

-+

cualquiera de la recta efectuamos un movimiento de 5 unidades
en el sentido positivo, representaremos este movimiento por 4 5;
pero si el movimiento se efectia en el sentido opuesto (en sentido
negativo), lo representaremos por — 5.

Asi, por ejemplo, el movimiento de un punto que vaya desde
+ 3 a 4+ 7 lo representaremos por -} 4; pero si va desde 4+ 7 a
+ 3 lo representaremos por — 4.

El movimiento de un punto que vaya desde — 5 a — 2 lo re-
presentaremos por | 3.

El movimiento de un punto que vaya desde — 1 a — 5 lo re-
presentaremos por — 4.

El movimiento de un punto que vaya desde — 3,5 a 4+ 4,5 lo
representaremos por -+ 8.

El movimiento de un punto que vaya desde + 5 a — 2 lo re-
presentaremos por — 7.
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El movimiento de un punto que vaya desde 4+ 4 a 0 lo re-
presentaremos por — 4; etc.

Se llama escala a toda recta en que se haya marcado un origen
y se hayan senalado las abscisas de algunos de sus puntos.

EJERCICIO 5.
1°) Tomando como unidad 1€m hacer una escala como la representada
en la fig. 12, pero marcando las abscisas enteras desde — 8 hasta - 8.

2°) Utilizando la escala ya dibujada en el ejercicio anterior decir cémo
se representaria el movimiento de un punto que fuese:

a) desde 42 a 4+ 8 f) desde 0 a — 3

b) desde 48 a 4+ 2 g) desde —3 a 42
c) desde +2a 0 h) desde +4 a —5
d) desde 0 a + 3 i) desde —3 a — 8
e) desde —3 a 0 j) desde —6 a — 1.

3?) Representar mediante niimeros relativos los siguientes cambios de
temperatura:

a) de + 20° a 4 25° e) de 0° a —5°

b) de 3 28° a 4 23° f) de —4° a + 10°
c) de 4 15° a 0° g) de —7° a —3°
d) de +4° a —2° h) de —2° a —9°.

12. Suma de nimeros relativos.

12-1. Suma de dos nimeros positivos.

Habiendo equiparado los numeros positivos a los absolutos
definiremos la suma de nimeros positivos, como ya senalamos en
§ 9, mediante la suma de los nimeros absolutos correspondientes y
consideraremos positivo el resultado.

Asi, por ejemplo, puesto que
243=5
tendremos, por definicién,
(+2)+ (+3)=+5.

REGLA. Para sumar dos numeros positivos sumense sus valores
absolutos (como en Aritmética) y pongase signo -+ al resultado.
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Interpretaciones.

1. Un movimiento de + 2 unidades en la escala de la figura
siguiente, seguido de un movimiento de - 3 umdades, equivale a
un movimiento de + 5 unidades.

2

- +
~'2 I

:

|

. |
— — l + -
3. 4 5 b o -7

2. Una subida de 2° en la temperatura, seguida de una subida
de 3°, equivale a una subida de 5°.

o-—T-—
N L._.._'

t
]

3. Un individuo que tiene en un banco un crédito de 4000 $§
y en otro banco un crédito de 6000 $ tiene en total un crédito de

10000 8. Esto es:
+ 4000 pesos
+ 6000 pesos

+ 10 000 pesos

12-2. Suma de dos nameros negativos.

Invirtamos el procedimiento seguido en § 12-1 y comencemos
ahora por examinar ejemplos analogos a los considerados en dicho
apartado, pero utilizandn cantidades negativas, para ver si ello nos
sugiere la manera d: >finir del modo maéas apropiado la suma
de dos nimeros negativos.

1. Un movimiento de — 2 unidades, seguido de un movimiento
de — 3 unidades, equivale a un movimiento de — 5 unidades (véase

figura).

w

I 9

' 3 sl ooy
: } ,' f t+ ; 1 '1 + ~
-7 -6 =9 —4 =3 =X ¢ = 0 ) 12

2. Un descenso de 2° en la temperatura, seguido de un descenso
de 3°, equivale a un descenso de 5°.

3. Un individuo que tiene en un banco un débito de 40008 y
en otro banco un débito de 6000 § tiene en total un débito de
10000 $.
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Estos ejemplos indican claramente que la definicién més con-
veniente para la suma de nGmeros negativos es la contenida en
la siguiente

REGLA. Para sumar dos nimeros negativos stimense sus valores
absolutos y péngase signo — al resultado.

Ejemplos.
(—)+(—2)=—6
(—15)+ (—3)=—45

La definicion anterior resulta en cierto modo una consecuencia de la
dada en § 12-1 si se tiene en cuenta que los nlimeros con signos + 6 — se usan
en cada caso para representar cantidades de la misma magnitud pero de cate-
gorias distintas (de sentidos opuestos), siendo arbitraria la eleccién del grupo
de cantidades que se consideran positivas (las cuales se representan por
nimeros con signo --); es decir, estas mismas cantidades podrian haberse elegi-
do como negativas y vendrian entonces representadas por niimeros negativos.

12-3. Suma de un ndamero positivo y otro negativo.

Comencemos, como en el caso anterior, por examinar ejemplos
analogos a los ya estudiados pero en los cuales intervengan canti-
dades positivas y negativas.

1. Un movimiento de 3 unidades hacia la izquierda, seguido
de un movimiento de 7 unidades hacia la derecha, equivale a un
movimiento de 4 unidades hacia la derecha.

( L4

-
—-

En cambio, un movimiento de 3 unidades hacia la derecha,
seguido de un movimiento de 7 unidades hacia la izquierda, equi-
vale a un movimiento de 4 unidades hacia la izquierda.

= -4

|
N

" i 1 i -
I ! 1 1 1 T

0 +1 +2
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2. Un descenso de 3° en la temperatura, seguido de un aumen-
to de 7° equivale a un aumento de 4°.

Pero un aumento de 3° en la temperatura seguido de un
descenso de 7° equivale a un descenso de 4°.

3. Un individuo que tiene en su cuenta con una casa comer-
cial un crédito de 800 $§ y un débito de 300 $§ tiene un saldo
favorable de 500 . Pero si el crédito es de.600 $ y el débito es
de 1000 %, tiene un saldo desfavorable de 400 $, esto es, debe
400 §.

Si tiene 600 $ en el haber y 600 § en el debe, el saldo es 0 $.

Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente definicién para
la suma de un nimero positivo y otro negativo.

REGLA. Para sumar un namero positivo y otro negativo héllese
la diferencia de sus valores absolutos y pongase al resultado el signo
del ntmero que tenga mayor valor absoluto. Si los nimeros tienen
1gual valor absoluto y signos contrarios el resultado sera 0.

Ejemplos.
il + 3 + 800 + 600
+ 7 —7 — 300 —1.000
+ 4 — 4 -+ 500 — 400
— 5 — 6 — 10 — 3,2
+5 + 8 + 4 4+ 4,1
0 + 2 — 6 + 0,9

12-4. Suma de 0 y un namero positivo o negativo.
Puesto que para la suma de 0 y un nimero absoluto se tiene,
por ejemplo,
0+4=4+4+0=4
pondremos, por definicion,

0+ (+4)=(+4)+0=+4
y con objeto de conservar esta propiedad del cero (ley de la
identidad) para todo numero relativo, pondremos, también por
definicion,
0+(—4)=(—4)+0=—4
y, en particular,
04+0=0.
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REGLA. La suma de cero y un ntmero relativo cualquiera, o
viceversa, es el mismo nimero relativo.

En simbolos:
a+0=0+4+a=a

siendo a cualquier nimero relativo, positivo, negativo o nulo.

EJERCICIO 6.

1°) Efectuar las siguientes sumas de niimeros relativos:

a) +3 f) —8 k) -5 o) —30
+6 + 6 0 + 50

b) —4 g) +10 1) 0 p) —62
-2 — 6 + 3 + 1,2

c) —55 h) —9 m) —4 q) —53
- 1,2 + 2 + 4 + 8,1

d) +7 i) =7 n) +7 r) —171
42 a —7 —59

e) —2 ) +2 n) —30 s) —13
+3 + 4 + 20 + 2,5

2°) De 8 a 14h la temperatura subié 3°, y de 14 a 20 h la temperatura
baj6é 4,5°. ¢Cuél fué el cambio de temperatura de 8 h a 20h?

3°) En una jugada un jugador de fltbol norteamericano gana 12 yardas
y pierde 5 por una falta. ¢Cuéantas yardas avanza en esta jugada?

4°) Un barco que marcha a razéon de 30 km por hora en agua tranquila
estd remontando la corriente de un rio que tiene una velocidad de 8 km por
hora. ¢A qué velocidad se mueve el barco con respecto a tierra firme?

5°) Sobre un fondo de roca que estd a 12,5m bajo el nivel del mar se
ha levantado un faro de 50 m de alto. Averiguar a qué altura se halla el extre-
mo superior del faro sobre el nivel del mar.

6°) EI reloj de Pedro esta atrasado 6 minutos con respecto al reloj de
Antonio, pero el de éste estd adelantado 4 minutos con respecto a la hora del
Observatorio. ¢Cémo esta el reloj de Pedro con respecto al del Observatorio?

12-5.
Es facil comprobar que la suma de nimeros relativos goza de
las mismas propiedades formales (§ 6-4 a § 6-8) de la suma de nime-
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ros absolutos. Nos limitaremos a senalar este hecho qué es sencilla
consecuencia de las definiciones dadas y de la validez de dichas
leyes para los nimeros absolutos. Por ejemplo,

a+b=>b+a (ley conmutativa)

cuando los nimeros a y b son relativos, ya que estas operaciones
se realizan sumando o restando los valores absolutos de a y b sin
tener en cuenta el orden de los sumandos. Ejemplos:

(+2)+H3)=H3)+(H2)=+5
(=2)4+(=3)=(=3)+(—=2)==35
(+2)+(=3)=(=3)+H2)=-1
=2)+ (+3)=H3)+(—-2)=+1.

12-6. Suma de mé&s de dos numeros relativos.
Por suma de varios nimeros relativos, v. gr.,

(—5) + (+2) + (+4) + (= 8) + (— 6) + (+ 10)

entenderemos lo siguiente: se suman los dos primeros nameros
(de la izquierda), el resultado se suma al tercer nimero, el resul-
tado de esta nueva suma se agrega al cuarto niimero, y asi sucesi-
vamente, hasta llegar al Gltimo nGmero.

Asi, en el caso del ejemplo anterior, tendriamos

(— 5+ (+ 2)=—3
(= 3)+(+ 4=+ 1
(+ D+ (— 8)=—7
(— 1)+ (= 6)=—13
(—13) + (+10) = — 3,

luego
(—5) + (+2) + (+4) + (— 8) + (— 6) + (+ 10) = — 3.

En la practica, cuando los niimeros son sencillos, como los del
ejemplo precedente, las operaciones sucesivas se realizan men-
talmente.

Por lo general se prescinde de escribir los nimeros en parén-
tesis y también se omite el signo + de adicion, coservando los
signos propios de cada sumando. Asi, en el caso anterior se escri-
biria simplemente:

—54+24+4—-8—6+ 10=—3,.
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También se pueden escribir los numeros en columna, como
muestran los siguientes ejemplos:

s 123 + 6 4

+ 4 =5 s D 5

+3 + 8 + 4 + 6

—6 o | +1
0

2204 i axs

Cuando los nimeros que se han de sumar no son sencillos o la
cantidad de sumandos es grande, conviene hacer uso de las propie-
dades conmutativa y asociativa sumando aparte, por un lado, los
nimeros positivos, por otro, los negativos, y sumando finalmente
los resultados obtenidos.

Ejemplo. ‘Efectuar la suma
+35—42 4+ 77 —8—41 —5+4+ 6 + 50 — 15.
Dispondremos el calculo asi:

+ 35 — 42 + 168
4 97 — &8 = 11
k106 %4 1 _
+ 50 L4~ p AT
+ 168 _Il_ff_

® 111

Por tanto, el resultado buscado es + 57.

La suma de nUimeros relativos, obtenida de acuerdo con las re-
glas dadas, suele llamarse suma algebraica de estos numeros, para
distinguirla de la suma aritmética o suma de sus valores absolutos.

EJERCICIO 7.

1°) Efectuar las siguientes sumas:

a) (+3)+ (=85 +(=9)+(+2)

b) (=7)+(—1)+(+4) + (—8)

¢) (+2)4+(+6)+(—=7)+(—4)+(—1)

d) (—42)+ (+36)+ (—14)

e) (—6)+ (+5)+ (—8) +(+10) + (—12) + (+ 14)
f) —74+464+9—-3—-6—-—5+4+2-3

g) +4—-3—2+45—10—12+4+20—-6

h) —60+4+254+6—104+8+4+75—3

i) +30—10+4+80—120+9+46—8—40

j) —18—8—6+ 14+ 204 50—60
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k) +8 m) — 4 fi) --1.000
—6 + 2 + 800
+3 + 16 — 200
—4 — 8 T 150
H — 7 n). — 220 o) —15,1
58 + 115 + 14,2
— 2 — 84 — 13,3
+ 6 — 105 + 18,5
+ 10 + 150 — 9,2

— 20 + 7,6

2°) El termdémetro marca - 24°. Después la temperatura sube 3°,
baja 5°, sube 2°, baja 7° y sube 4°. ;Cual es la temperatura final?

3?) Tomas tiene 200 $ en su cuenta de ahorros. Después deposita 25 §,

extrae 60 $, vuelve a extraer 35 § y finalmente deposita 50 $. ;Cuél es
su saldo?

4°) Juan comienza un juego de azar con 5 fichas. Gana 2, pierde 6,
gana 4, pierde 2 y gana 7. ¢(Cuantas fichas tiene al final?

5°) Un avién que volaba a 1000 m sobre el nivel del mar subié 200 m,

bajé 150 m, subié 300 m, bajé 500 m y, por Gltimo bajé 100m. ¢A qué altura
vuela ahora?

13. Sustraccion de nimeros relativos.

13-1.

Al tratar sobre la adicién hemos dicho que la suma de dos
nameros relativos del mismo valor absoluto y signos opuestos es
cero; por ejemplo,

(+3)+(—=3)=0
(4+ k) 4 (— k). =0.

Se dice que el nimero — k es el opuesto de + k y que, reci-
procamente, + k es el opuesto de — k. Representando por a un

numero relativo cualquiera (positivo o negativo) y por & su
opuesto, tendremos

[1] at+a=2>0
Es evidente que el niimero a sélo puede tener un opuesto; en efecto,

si hubiese otro niimero a” tal que a + a” = 0, sumando a” en ambos miembros
de [1] tendriamos

y, en general,

a”+a+al=a"+o
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y como a” 4 a = 0 resultaria

’ ”

a=—a.

Los nimeros relativos y las operaciones fundamentales con ellos pueden
ser definidos mediante el expediente de agregar la relacion [1] en calidad' de
axioma al grupo Il del paragrafo 6, es decir, postulando que a cada numero a
corresponde un opuesto (designado por a’) tal que la relacion [1] se cumpla.
Este axioma de ‘“‘existencia del opuesto” vendria a corresponder en el grupo II
al axioma 6-15 de “existencia del inverso” del grupo III. El sistema de axiomas
del paragrafo 6, asi aumentado con [1], sirve para caracterizar perfectamente
a los nimeros relativos,

13-2.

Veamos como la propiedad [1] puede utilizarse para resolver
en todos los casos el problema de la sustraccion, la cual, en el siste-
ma mas restringido de los niimeros absolutos, es solamente posible
cuando el minuendo es mayor o igual que el sustraendo.

En general, cualquiera que sea el sistema numérico considerado,
se llama susfraccion a la operaciéon inversa de la suma. esto es, la
operacion que consiste en hallar un niimero x que sumado con un
namero dado a dé un resultado igual a otro niimero también dado
b, es decir, tal que

[2] x+a=»>»

Para determinar este nimero x (llamado diferencia entre b y a)
bastara sumar en ambos miembros de la igualdad anterior el nu-
mero a’ opuesto de a; en efecto, se obtiene

x+a-4a =>b-+4a

pero por la propiedad asociativa puede efectuarse primero en el
miembro de la izquierda la suma a-+ a" == 0. y puesto que
x 4+ 0 = x, resulta:

(3] x—=b+4 a

que nos dice que para hallar la diferencia entre b y a basta sumar
a b el opuesto de a.

Asi, por ejemplo, la diferencia entre +~ 2 y — 5 es igual a
(+2) + (+5)=+7.
Comprobacion: (+ 7) + (— 5) = + 2.

La diferencia x entre los nameros relativos b y a se indica por
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la misma notaciéon b — a que se usa para los numercs absolutos.
Por tanto, la [3] se puede también escribir

[4] b—a=>b+ 4.

Aqui el signo — del primer miembro es un signo operatorio
que nos indica que el nimero a debe restarse del nimero b. El
miembro de la derecha nos dice que esto se obtiene sencillamante
sumando a b el opuesto de a.

Ejemplos.

(—4) = (—6) = (—4) + (+6) = +2
(—8) — (+5)=(—8) + (—5)=—13
(+9) = (+6) = (+9) + (— 6) = +3.

Cuando se generaliza una operacién a un sistema numérico
mas amplio se conserva su nomenclatura; asi, en el caso de la
diferencia b — a, el nimero b continia llamandose el minuendo
y el nimero a el sustraendo. Con esta terminologia la regla dada
para la sustraccion se puede enunciar asi:

Para hallar la diferencia entre dos numeros relativos sumese
al minuendo el sustraendo cambiado de signo.

Cuando los numeros se disponen en columna, suele indicarse
el cambio de signo del sustraendo escribiendo el nuevo signo debajo
del antiguo, como se ve en los siguientes ejemplos:

— & — 8 + 10 + 3
=6 = . = 7 =6
+ 2 — 13 + 3 + 9 )
Comparando la igualdad [2] con la [3], a saber:
[2] x+a=h '
[3] x=b+ &

se deduce que un nimero (en este caso a) se puede pasar de un
miembro a otro de una igualdad sustituyéndolo por su opuesto, es
decir, cambiandole de signo. Este es un caso particular de un
principio general de gran aplicacion en toda el Algebra, como
pronto veremos.

Aunque en todo lo anterior, para mayor claridad, hemos representado por
a’ el opuesto de a, en la practica suele representarse por — a (ya sea a positi-
vo o negativo), en donde el signo — delante de a tiene el caracter de signo
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operatorio; esto se justifica en virtud de [4] y podemos verlo claramente en
los siguientes ejemplos:

Si a=+S5,a’ " =—35 y, por otra parte,
—a=—(4+5)=0—(4+5)=04(—5)=~—5
luego a’' = — a.
Si a=—6, a’=+46 y, por otra parte,
—ra=—(—6)=0—(—6)=04(4+6)=+6
luego, también en este caso, a'= — a.

Al tratar de la suma eo ¢ 12 .6 hemos visto que el signo operatorio 4 delante
de un paréntesis puede suprimirse, dejando el signo propio del nimero
encerrado en el paréntesis. De modo que, por ejemplo,

+(+5) =+5, + (—6) = —6.

Por el contrario, acabamos de ver que el signo — delante de un nimero
relativo equivale a tomar su opuesto, v. gr.,

—(+5)=-35, —(—6)=+6.

En estos convenios se basa el principio de la supresién de paréntesis del
cual trataremos detenidamente mas adelante.

13-3. Interpretacion de la sustraccion de numeros relativos.

Utilizando la representaciéon geométrica de los niimeros rela-
tivos se puede interpretar el problema de la sustraccién de niimeros
relativos en la siguiente forma: ¢a qué distancia y en qué sentido
estd el punto representativo del sustraendo del punto represen-
tativo del minuendo? O de otra manera: partiendo del punto
correspondiente al sustraendo, ¢cuantas unidades hay que moverse
y en qué sentido para alcanzar el punto correspondiente al mi-
nuendo?

Asi, por ejemplo, la diferencia (4 2) — (— 5) = 4 7 esta
repregentada graficamente en la primera figura, y la diferencia
(—2)—(+3)=—5 en la segunda.

-+ + 1 4 + ' IL TN
&  m8:ui=dy a=8 ne2s g2l gz ) o oRBhdne B
v
i i et B ‘
L A l | 1 L 4 i 1 4
f A T 1 T 1 I Al 1
-5 -4 =3 =2 =1 0 ] - 2 3 4
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EJERCICIO 8.

1°) Efectuar las siguientes sustracciones:

a) (+8)—(+3) f) (—1)1—(—8) .
b) (+4)—(+9) g) (—3—‘;)—(+27)
c) (—6)—(+2) h) (44,1) — (4 6,2)
d) (+7)—(=95) i) (—45) — (4 60)
e) (—3)—(—2) i) (4+38)—(—=42)
k) +10 m) -9 i) =3
+ 12 —8 -7
0) —2—
1) +15 n) —156 3
—20 + 54 5

3?) ¢Cuél es la diferencia de nivel entre un punto que estd a 1500m
sobre el nivel del mar y otro que estd a — 300 m?

4°) Averiguar cuéantos afios transcurrieron desde la muerte de Julio César
(afio — 44) hasta la caida del Imperio Romano de Occidente (afio 4 395).

4°) En Nueva York la temperatura cierto dia fué de 4+ 6° a las 10 hs.
y de — 5° a las 22 hs. ¢En cuéantos grados cambibé la temperatura?

5?) Hallar las siguientes diferencias utilizando la representacién geomé-
trica:

a) (+4)—(=3) e) (—3)—(—4)
b) (42) —(+5) d) (=2)—(+3).

14. Multiplicacién de niémeros relativos.

14-1. Producto de dos nimeros relativos.

Definiremos el producto de dos nimeros relativos (llamados
factores), mediante la siguiente

REGLA. Para multiplicar dos nitmeros relativos se halla el pro-
ducto de sus valores absolutos. Si los factores tienen el mismo signo
se antepone al producto el signo -; si los factores tienen signos

diferentes se antepone al producto el signo — . Cuando, por lo me-
nos, uno de los factores es 0 el producto es 0.
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El producto de los nimeros a y b se indica, como en Aritmeética,
por cualquiera de las notaciones:

axbh, a.B bt ab.

Utilizaremos preferentemente las dos tltimas, encerrando los
factores en paréntesis cuando se trate de simbolos numéricos.

Ejemplos.
(+3)(+5)=+15
(—=3)(—=5=+15
(+3)(—=5)=—15
(=3)(+5)=—15

(—2)( 0)=0
(0)(+3)=0
0.0=0.

La regla anterior se justifica observando que con tal definicion
de producto se logra que todas las leyes formales de la multipli-
cacion (§§ 6-9 a 6-15 y 6-18) se conserven validas para los nimeros
relativos. Por otra parte, dicha regla permite interpretaciones apro-
piadas en la teoria de las magnitudes relativas, como veremos en
seguida. _

La regla de los signos dada se recuerda mediante el esquema:

Sorprende a veces al principiante el convenio —: — — +. Aceptando los
restantes convenios de signos y la ventaja de mantener la ley distributiva de
la multiplicacion, resulta ineludible la regla — .- — = 4. Consideremos, para

comprobarlo, el siguiente ejemplo:
((+5)+(—2))(=-3)=(+3)(—38)=~—9

pero, segun la ley distributiva (cuya vigencia se desea mantener),

[((+5) +(—=2)1(-3) =(+35)(=3)+ (—2)(=3)=—=154 (—2)(—=3)

luego habra d= tenerse

- 154+ (—2Y(—3)=—9
de do
(—2)(—=3)=+15—9=+6
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Interpretaciones.

1. Un avién comercial recorre 5° hacia el norte partiendo de
un punto del ecuador y un avién de pasajeros recorre en ¢l mismo

sentido una distancia 2 veces mayor. ¢Qué latitud alcanza el avién
de pasajeros?

Respuesta: (4 5°)(+4 2) = 4 10°.

Supongamos que el avién comercial recorre 5° hacia el norte
pero que el avion de pasajeros recorre 2 veces esa distancia en
sentido opuesto. ¢Qué latitud alcanza ahora?

Respuesta: (4 5°)(— 2) = — 10°, es decir, 10° al sur del
ecuador.

Supongamos ahora que el avién comercial recorre 5° hacia el
sur del ecuador y el avién de pasajeros 2 veces esa distancia en
el mismo sentido. ¢Qué latitud alcanza?

Respuesta: (— 5°)(+4 2) = — 10°.

Supongamos, finalmente, que el avién comercial recorre 5°
hacia el sur del ecuador y el avién de pasajeros 2 veces esa distan-
cia en sentido opuesto. ¢Qué latitud alcanza?

Respuesta: (— 5°)(— 2) = + 10°, es decir, 10° al norte del
ecuador.

2. Como se sabe, la medida del area de un rectangulo se obtie-
ne multiplicando las medidas de las
longitudes de sus lados, expresadas en
la misma unidad.

Si se fija un sentido de recorrido
a los lados expresando su medida :
mediante nameros relativos, se puede > 12]m
atribuir un signo al area, positivo o
negativo, segin que el contorno resul-
te recorrido dejando el area a la b
izquierda o a la derecha, respectiva-
mente, como se ve en los cuatro casos
considerados en la figura de pagina siguiente, en donde el sentido
de recorrido de los lados se indica con flechas y las medidas corres-
pondientes se expresan sobre las figuras mismas.

Nétese que en los rectangulos cuya area es + 12, al recorrer

4 m -
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el contorno en el orden ABCD el area queda a la izquierda del
observador; en tanto que al recorrer el contorno de los rectangulos
cuya area es — 12 en el orden ABCD, el area queda a la derecha.

D C C D
|
+12 +3 +3 412
po—
A v 4 B B = A
+4 B B -4 A

=
——

14-2. Producto de varios nameros relativos.

Por producto de varios nimeros relativos, v. gr.,
5 1
(=D D (=3) (=) (+ 75 (=4,

entenderemos lo siguiente: el producto de los dos primeros nime-
ros (de la izquierda) se multiplica por el tercero, el producto
obtenido por el cuarto, y asi sucesivamente, hasta llegar al ulti-

mo factor.
Asi, en el caso del ejemplo anterior, se tiene:

(— I(+2) = — 14
(— 14)(— 3) = + 42

5
(+42)(—5) =—135
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1
(—35)(+ =) = — 35

luego

5
(= D+ D (=) (= D) (=) (— 4 =+ 14.

Es evidente que el signo del resultado final sera + 6 — , segin
que el nimero de factores negativos sea par o impar.

Si es conveniente, para calcular el producto puede cambiarse
el orden de los factores o asociarlos de cualquier manera, e¢h virtud
de las leyes conmutativa y asociativa.

Es sencillo probar que el producto de nimeros relativos satisface estas
leyes, ya que para obtener el resultado se halla el producto de los valores
absolutos de los factores (el cual satisface dichas propiedades) y se le pone
un signo que depende solamente, como hemos observado antes, del nimero de
factores negativos que componen el producto, pero no de su orden o de cual-
quier otra circunstancia.

EJERCICIO 9.
1°) Obtener los productos indicados siguientes:

a) (+4)(—6)

2 3
i 1 — 3—
b) (+3)(+8) B L CEI S0

c) (—2)(+6) i (+28)(—0,2)
k) (—1)(+1(—=2)(+3)
D (=D B o o U
o)~z ) , - =
m) (—=35)(—2)(—1)(—4)
g) (—1)(+48) n) (—3)(+3)(_2)(+4)(—E)
b) (—=05)(=34) i) (+2)(—2)(+2)(—2) (+2)

1 1
i B3) (= 5) (= 2) Gl ) - ) (L 4
o) ( ) ( ) ( )(+3)(+ 10)(+ )

2°) Un avidon A vuela 8° en direccién este (4 8°) partiendo de un
punto situado en el meridiano de Greenwich y un avién B recorre 3 veces
esa distancia en sentido opuesto partiendo del mismo punto. ¢(Qué longitud
geografica alcanza el avién B?

3°) En las mismas condiciones del problema anterior, el avién A vuela
8° en direccién este y el avion B recorre 4 veces esa distancia en el mismo
sentido. ¢Qué longitud alcanza?

4°) En las’ mismas condiciones de los problemas anteriores, el avion A
vuela 10° en direccién oeste y el avion B recorre 3 veces esa distancia en el
mismo sentido. ¢Qué longitud alcanza?
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5°) Todavia en las condiciones anteriores, si el .avion A vuela 10° en
direccion oeste y el avion B recorre 4 veces esa distancia en sentido opuesto.
¢Queé longitud alcanza?

6°) Un tren que corre en direccion este-oeste pasa por una ciudad A a
las 12 h con una velocidad constante de 50 km por hora. Consideremos la
velocidad positiva cuando el tren se mueve hacia el este y negativa cuando
se mueve hacia el oeste; y consideremos también las horas posteriores al me-
diodia como positivas y las anteriores como negativas; teniendo en cuenta,
por otra parte, que en el movimiento uniforme la distancia se encuentra mul-

tiplicando la velocidad por el tiempo, determinar la distancia a que se halla
el tren de A en los siguientes casos:

a) a las 15h si se mueve hacia el oeste.
b) a las 9h si se mueve hacia el este.
c) a las 2h si se mueve hacia el este.

d) a las 10h si se mueve hacia el oeste.

15. Potenciacion de nimeros relativos.

15-1.
Los productos de la forma

(= 35)(—=35)(=5)(—5),

en que todos los factores son iguales, se representan, lo mismo
que en el caso de factores reales absolutos, por la notacién (— 5)*.

En general, si a es un nimero relativo cualquiera y n > 1 es
un numero natural, la notacién

an

indica el producto de n factores iguales a a. Esto suele expresarse
asi:

El producto resultante recibe el nombre de potencia, de base a
y exponente n.
Asi, por ejemplo, en

(— 5)*=625,

625 es la potencia, — 5 es la base y 4 es el exponente. La opera-
cion de calcular la potencia se llama pofenciacion o elevacién a
potencia.
La definiciéon anterior se amplia conviniendo en que a' = a.
Mas adelante definiremos la potenciacion para otros tipos de
exponentes (cero, negativo, fraccionario).
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He aqui otros ejemplos de elevacion a potencia:
(—3)'=(—3)(—3)=+9
(+4)° = (+ ) (+ 4)(+ 4) = + 64
(—2)° = (= 2)(— 2)(— 2)(— 2)(— 2) = — 32

(—1)'=+1
0°=0
(— 5)1——5

+ 2= D)+ )+ =) =+

Es claro que cuando la base es negativa y el exponente es par
(como en los ejemplos primero y cuarto), la potencia resultante
es positiva (por contener el producto un nimero par de factores
negativos); en tanto que cuando la base es negativa y el exponente
es impar (como en el ejemplo tercero), la potencia resultante es
negativa (por contener el producto un namero impar de factores
negativos).

Representando pqr 2p un namero natural par y por 2p -+ 1
uno impar, tendremos, pues, en general,

(—b)* =+ B, (— by = — B
REGLA. Las potencias de exponente par de los nimeros nega-

tivos son siempre ; ‘' ras. Las potencias de exponente impar de
los nimeros negativ. * siempre negativas.

En cuanto a las potencias de los niimeros positivos, son siempre
positivas, ya sea par o impar el exponente, esto es:

(+ b)" = + B.
15-2.

La propiedad fundamental de las potencias se expresa simbo-
licamente asi:

[1] am.anzami»n
Esto constituye el llamado principio de aditividad de exponen-

tes, que en palabras se traduce en la siguiente

REGLA. Para multiplicar dos potencias de la misma base se
conserva la base y se suman los exponentes.
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Ejemplos.

(—8)*-(—8)’=(—8)

Para ver que esto es correcto basta tener en cuenta que, seglin
la definicion de potencia y la ley asociativa del producto, se tiene

(—8)*- (—8)y=(—8)(—8)-(—8)(—8)(—8)=(—28)*

Del mismo modo se prueba la propiedad en general; se tiene,
efectivamente,

Otros ejemplos.
2% 2% = 2%
(—2/3)°(—2/3)?=(—=2/3)"

a*-a'-a=a%. at = &
am.a".al — gmintp

9.27.3° = 3%. 3 3%=3" — 2187

Observacion. Es frecuente error en los principiantes obtener
la potencia en los ejemplos numéricos multiplicando las bases y
sumando los exponentes; por ejemplo, lo correcto es

3.3 = 3P= 243
y no
32.33=9%=59049 (!)

La regla de adicién de exponentes permite también resolver
el caso en que se tenga que calcular la potencia de una potencia;
por ejemplo,

(52)3 fr— 52 . 52 = 52 f— 52-41?.4-2 — 52)(3 — 56
En general, se tiene
(am)n — amn

En efecto,

(a™)"=am.a™...... am™ = a™tmt, ... bt —— g
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REGLA. Para calcular la potencia de una potencia basta multi-
plicar los exponentes y conservar la base primitiva.
Ofros ejemplos.

[(—3)*]*=(—3)®*=6561
2 2
—)815% = s Y AU

[(+5)1° = (+3)

Observacion. No debe confundirse la notacién

(23)2 f— 23)62 p— 28
con esta otra '
2

23 — 29,
EJERCICIO 10.

1?) Calcular las potencias siguientes:

i) )3 1
a) (—4) ) (4+—)
b) (+43)3 :
¢) (—2)5 g) (—:)3
d) (+1,2)2 h) (0,1)%
i) (—6)32
— 5)5
o = D

2°) Probar que (—1)?n=+41 y que (—1)2n+t1 =1,

3?) Calcular:

a) 2¢.28 g) [(41/2)3)2
b) (—3)2(—3)4 h) (22) (43) (8)
c) 5%2.53.5¢ i) 4n.2n

d) (2/3)2(2/3)3 j) 27n-1.32n
e) (32)8

f) [(— 2)3]4 k) gn, 27n+1

4°) Probar que 23.3%3.53=(2.3.5)3 =303

5°) Probar que am™-b".ch = (a-b-c)?

a n afl
6°) Probar que (—) =
b bn

Page 54 of 479



44 www.opentor.com

16. Division de nimeros relativos,

16-1.

A todo numero real absoluto h =" 0 corresponde, segiun el
axioma 6-15, otro nimero real absoluto k 7 0 (llamado el inverso
o reciproco de h), tal que

hk—=1.

Si en vez de nimeros absolutos consideramos numeros rela-
tivos y llamamos inversos o reciprocos aquellos numeros relativos
cuyo producto sea -} 1, tendremos que el inverso de -+ h sera - k
y el inverso de — h sera — k, siendo hk — 1; en efecto,

(+ B (+ k) = + (hk) = +1
(— B)(— k) =+ (hk) =+ 1.

Asi, por ejemplo,

1
el inverso de -+ 2 es - 3

. 3 5
el inverso de — — es — —
5 3
: 1
el inverso de — /2 es — =
\’: O-

1
el inverso de - 3 es -+ 3.

Todo nimero relativo distinto cde cero posee, pues, un inverso
que tiene su mismo signo.

Es facil probar que el inverso de un nimero relativo es tnico. En efecto,
supongamos que el nimero relativo a tiene dos inversos a’ y a”; tendremos
aa’ =+ 1 y aa’"= 4+1.

Multiplicando la primera igualdad por a” y teniendo en cuenta la segun-
da, resulta

&)
D
n
l
)
O
»
I
2

16-2.

La division es la operacién inversa de la multiplicacion (de dos
factores), y consiste en hallar uno de los factores, conocidos el otro
factor y el producto. En otros térmiuos: dividir un nimero dado b
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(dividendo) por otro numero dado a (divisor) es hallar un nime-
ro x (cociente), tal que

[1] ax=2>»
Esta operacidon es siempre posible en el sistema de los nimeros

reales relativos si es a % 0, esto es, si el divisor es distinto de cero.

En efecto, designando por — el inverso de a, como hicimos en § 7-8,
a

1
resulta, multiplicando ambos miembros de [1] por —:
a

1 1
— (ax) = —5b
a a

pero
1 1
— (ax) = (—a) x=(E1Vx=x
a a

luego queda

x=—Db
a
y se obtiene la siguiente

REGLA. Para dividir b por a basta multiplicar b por el recipro-
co de a.

Obsérvese la analogia entre esta regla y la dada en § 13-2 para
la sustraccion. De igual modo que la sustraccion se reduce a la
suma del opuesto del sustraendo, la divisiéon se reduce a la multi-
plicacién por el inverso del divisor.

Notacion. El cociente de b por a se indica por b:a,b—+ay

, . b ,
mas corrientemente en Algebra, por =6 b/a.

Ejemglos.
1
(+20) : (+5) = (+20) (+)=+4

1
(~20) i (+5)=(—20) (+ ) =—4

1
(+20): (—5)=(+20) (—)=—4
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(—20) : (—5) = (—20) (— ) =+4
3 9 3 2 1
(—T) : (+?)=(—T)(+?)=—?'

Como el reciproco de un nimero tiene el mismo signo que él,
resulta para el signo del cociente la misma regla dada para el signo
de un producto. Por tanto,

El cociente de dos niimeros del mismo signo es positivo.
El cociente de dos numeros de signos opuestos es negativo.

Esta regla se recuerda facilmente mediante el esquema:

=+

16-3.

Conviene observar que el cociente de dos nimeros relativos no
varia porque se multipliquen o dividan ambos por el mismo nu-
mero relativo distinto de cero.

Asi, por ejemplo,

424 412 44

- Tl ph e e
En efecto, de
[1] ax=>b
resulta, multiplicando ambos miembros por k,
[2] kax = kb

y, reciprocamente, de [2] se obtiene [1] multiplicando por 1/k.
Por tanto:

b kb
3 —_ —=
(3] x a ka
En particular, puede tomarse k— — 1; como multiplicar un

numero por — 1 equivale a cambiarle de signo, se tiene:
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El cociente de dos numeros relativos no varia porque se cambie
de signo al dividendo y al divisor,

Ejemplos.
— 30 _ =k 30 5
+6 -6
+ 10 — 10
— = + 2.
+5 —5 ¥
16-4.

Consideremos, por ultimo, el cociente a™/a"® de dos potencias
de la misma base a £ 0.
Distinguiremos tres casos:

1) m> n.

Haciendo m = n 4+ h y teniendo ®n cuenta 15-2 y la propie-
dad [3] establecida anteriormente en 16-3, resulta:

m n
an _ _a a" i i
an a" = ‘

2) m=n;
En este caso se tiene, evidentemente,

m
a _+1

am e

por tratarse del cociente de un nimero por él mismo.

3) m &n.

Haciendo n — m -+ h se obtiene ahora
am am™ 1 1
a" — am.ah — ah T anr—m

Por tanto, en el primer casc para dividir las potencias se con-
serva la base y se restan los exponentes. En el segundo caso el
resultado es siempre + 1. En el tercer caso el resultado es el va-
lor reciproco de la potencia que se obtiene conservando la base
y restando el exponente menor del mayor.
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Ejemplos.
(—4)° ;
—_— = (—4)3=(—4)"=+ 16
T =T ==t
(—4)" __
=y T
(—4)" 1 1

1
=7~ —H (=4 s

Los casos segundo y tercero pueden incluirse en el primero
mediante los convenios siguientes:

I. Todo nimero a 7% 0 elevado al exponente 0 es igual a + 1;
esto es,

a’'=+41

II. Todo nimero a 5= 0 elevado a un exponente negativo — k

es igual al reciproco de la potencia & de exponente positivo,
esto es,

Con estos convenios se puede escribir, en todos los casos,

a"l m-—n
=a
a)‘l
Ejemplos.

¢
45
$=4“‘5=4°=+ 1
43 4 e 1
? po 41 S — 4 P Z;'

Maias adelante insistiremos de nuevo sobre estos convenios rela-
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tivos a los exponentes cero y negativo, que son muy importantes
en Algebra.

EJERCICIO 11.

1°) Calcular los cocientes siguientes:

a) (+8):(+2) f) (—64): (4 16)
, g) (+450): (—25)
b) (+10):(=5) h) (+424) : (+8)
3 6
c) (—=20):(—2) i S oy At
i) 5) (+ 25)
d) (—18):(+43) ) 2 5
e) (—60):(—4) SRR,
29) Calcular:
e
Sty ) —— I
. _ n
% g (4 3)3 56
b) — 800 i
ey Pt - n—1 . n
— 40 ) o) 277-1:9
) +3.4 i) (—=3) o) 8n—1
C ‘_—3_ j) 7—2 2n . 4n—2
k = 8gn+3
gy =i Jf gyl
-+ 20 1) (—3)-2 22n+3
— e 8 2 (4n—1)n
.l 3 Ve -
+3 (+2)¢ (4n+iyn
(— 2)4 — 2 2n . Qn—
o A .~ ;. e
(=2)? (—3)2 27n

17. Desigualdad de nimeros relativos.

17-1.
El llmﬁmero relativo a se dice mayor que el b y se escribe
a>bhb
cuando la diferencia
a—b=d

€s un numero positivo. En este caso se dice también que b es
menor que a y se escribe

b < A,
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Ejemplos.
+ 5>+ 3 puesto que (+5) —(+3)=+2
— 2> —6 puesto que (—2) —(—6)=+4
+4>0 puesto que (+4) —(0) =+4
0 > — 3 puesto que 0) —(—3)=+3

3 3 3
+4—>—l puesto que (+Z)—(— 1)=-|—lz.

Los ejemplos anteriores muestran que:

De dos nimeros positivos es mayor el de mayor valor absoluto.
De dos niimeros negativos es mayor el de menor valor absoluto.
Cualquier nimero positivo es mayor que cero.

Cero es mayor que cualquier nimero negativo.

Todo ntimero positivo es mayor que todo nimero negativo.
Resulta asi para los numeros enteros la ordenacion siguiente:

L= 4 < —-3<-2<—1<0<H 1< H2<H3<H4<H-5L....

Es claro que el criterio de desigualdad que hemos dado aqui
contiene como caso particular el dado en el paragrafo 6 para los
nameros absolutos.

17-2.
Puesto que

(a—b)+ (b—a)—=a—b+b—a=0

resulta que el nimero opuesto de a — b es b — a; por tanto,
cuando la diferencia a — b es negativa, la diferencia b — a es
positiva, y por consiguiente, es b > a 6 a < b.

Como la sustraccién de dos nimeros relativos es siempre posi-,
ble y el resultado es un nimero relativo, tendremos necesariamente,
al comparar dos nimeros a y b, uno de los siguientes casos:

1) a— b es positivo; entonces es a > b.
2) a—b=0; entonces es a=>b.
3) a— b es negativo; entonces es a < b.

Por tanto, dados dos nimeros relativos a y b tiene lugar una
y solo una de las relaciones siguientes:

a>b, a—=>a, a < b (ley de tricotomia).
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l 7-3.

Es también muy facil demostrar que la desigualdad de nime-
ros relativos tiene la propiedad transitiva, a saber:

Si a>b y b>c, es a> c.

En efecto, a > b y b > ¢ implican que los niimeros a — b y
b — c son positivos; por tanto, serd también positiva su suma

(a—b)+(b—c)=a—b+b—c=a—c
de donde resulta que a > c.

Con igual facilidad se pueden demostrar las propiedades corres-
pondientes a § 6-17 y § 6-18:

17-4. Ley de monotonia de la suma.
Si a>b es a4+ c¢c> b+ c, cualquiera sea c.
Puesto que a > b, la diferencia

a—b=d
es positiva. La igualdad anterior puede también escribirse
a—=d + b.

Sumando ¢ en ambos miembros resulta

at+c=d+b+c=d+ (b+c)

o bien
(a+c)—(b+c)=d

lo cual nos dice que la diferencia (a + ¢) — (b + ¢) .es también
positiva; por consiguiente,

a+c>hb-+c.
17-5. Ley de monotonia de la multiplicacién.
Si a>b yes ¢c>0, se tiene ac > bc.
En efecto, multiplicando por ¢ ambos miembros de la igualdad

a=d-+b»>b
se obtiene

ac = (d + b)c =dc + bc
luego

ac — bc=dc
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y el producto dc es positivo por ser positivos ambos factores;
por tanto,

ac > bc.
Ejemplos. De
[1] —3>—-17
se obtiene, sumando 4+ 2 en ambos miembros,

—1>—5.

Si en vez de sumar -+ 2 sumamos — 2, resulta:
—3>-9.

Multiplicando ambos miembros de [1] por -+ 4 se obtiene
- 12 > — 28

que es también cierta.

17-6.
Por brevedad, omitiremos la demostracion de las siguientes
propiedades de las desigualdades:

I. Si a>b, a—c>b—c.
II. Si a>b, c—a<c—b.

a b
IIl. Si a>b vy ¢c>0, —> —
c c
. c c
IV. Si a>b y ¢c>0, -a_<? (a=0, b=0).

EJERCICIO 12.

1°) Comprobar las siguientes desigualdades aplicando la definicién:

a) +1>-—1 f) —3<—1

b) —4>-—-7 g) +4<+7

¢c) +5>0 h) —4<+4

d) 0>-—2 i) —6<0

e) +i:->+?1 3), = lad

Ye +5>—-2 y —2> —6 decir qué desiguald:d resulta por la
yropie ransitiva.
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3°) De la desigualdad 4 3 >'— 2 obtener otras por aplicacién de las
leyes de monotonia de la suma y de la multiplicacién.

4°) Si a>b y ¢c>d, probar que a4c>b+4d.
5°) Si a>b y ¢<0, probar que ac < bc.
6°) Dea>b y ¢>d, ¢se puede inferir ac > bd?

18. Uniformidad de {as operaciones con nimeros relativos.

Las operaciones con nimeros relativos estudiadas anterior-
mente, a saber, suma, sustraccién, multiplicacién, potenciacién y
divisién, son uniformes. Con esto, lo que quiere significarse es que
el resultado de .someter dos n(imeros relativos a cualquiera de
estas operaciones es unico. No sucede asi con otras operaciones,
por ejemplo, la extraccién de raiz cuadrada®. Asi, en el sistema
de los nimeros relativos el niGmero -4 25 tiene dos raices cuadra-
das 45 y — 5, ya que

(+52=+25 y (—=5)*=+25.

La uniformidad de las operaciones mencionadas puede tam-
bién expresarse del modo siguiente:

Si a=b y c=d se tiene

I. at+c=b+4d
II. a—c=b—d
III. ac = bd
IV. a* = bh*
a b
i o Thd

Esto es, sumando, restando, multiplicando,. .. miembro a miem-
bro igualdades de nmeros relativos se obtienen nuevas igualdades.

Conviene notar bien que la relacién a — b significa en realidad
que los simbolos literales a y b representan el mismo ndamero rela-
tivo; por tanto, una igualdad como a 4+ ¢ = b 4+ d lo que expresa
es que el resultado de ka operacién a + c es el mismo nmero que
el de la operacién b 4 d.

* La radicacién seré estudiada més adelante (cap. 14)
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La uniformidad de la suma y multiplicacién (y, por tanto, de
la potenciacién) es consecuencia inmediata de los §§ 6-5, 6-10, 7-3
y de las definiciones dadas de suma y multiplicacién en paragrafos
12 y 14.

- Como las operaciones de sustraccién y divisién se reducen en
el sistema de los nimeros reales relativos a las de suma y mul-
tiplicacion (segin vimos en los paragrafos 13 y 16), se infiere
inmediatamente la unicidad .de estas operaciones una vez estable-
cida la existencia para cada numero a de un solo opuesto a’ o
de un solo inverso 1/a.

También, utilizando las leyes de monotonia, se puede probar
directamente la unicidad de la diferencia y del cociente. Asi, por
ejemplo, es imposible que tengamos

[1] a+d=»
y
[2] a+4d =5b
siendo, por ejemplo,
[3] & < ad’
pues de [1] y [2] resulta
at+d=a+d
y de [3] se deduciria, sumando a en ambos miembros,
atd<a+d

lo que es contradictorio.

19. Promedio de varios nimeros relativos.

Para hallar el promedio usual o media aritmética de varios
nameros absolutos se divide su suma por el nimero de sumandos.
Por ejemplo, si un alumno obtiene en 4 examenes parciales las
calificaciones siguientes: 70, 82, 88, 64, su promedio lo cal-
cularia asi:

70 +- 82 4+ 884+ 64 304

= =70
4 4

Otro ejemplo. Si las maximas temperaturas diarias durante
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una semana son 28°, 30°, 32°, 31°, 29°, 26° y 27°, todas sobre
cero, ¢cual es el promedio de estas temperaturas?

Tendremos

28° 4 30° + 32° 4 31° + 29° 4 26° + 27°
7

= 29°.

Para nameros relativos es conveniente mantener el mismo con-
cepto dé promedio, entendiendo que la suma se efectiia de acuerdo
con las reglas dadas para estos numeros.

Por definicién, pues, se entiende por promedio de varios nime-
ros relativos el resultado de dividir su suma por el nimero de ellos.

Asi, por ejemplo, el promedio de + 4 y — 4 es

4 —4
i = O
2
el promedio de 4+~ 6 y — 4 es
+ 6 —4
— s U7
> +
y el promedio de — 6, — 8 y — 13 es
—6—8—13
= —0.
3
Otro ejemplo. Si las maximas temperaturas diarias durante una
semana de invierno en Bélgica son -+ 3° +4 1°, — 6° — 79,
— 2% 0° — 3° ¢cual es el promedio de estas temperaturas?
Tendremos
30+10__60_7o_20+00_3o =_2°
- k

Este instructivo ejemplo y otros que hemos considerado en el
transcurso del capitulo permiten apreciar la gran sencillez y uni-
formidad-que en el tratamiento de problemas diversos introduce
el uso de los nimeros con signos. Esto se hara cada vez mas
evidente en el desarrollo de esta obra y en las aplicaciones del
Algebra a la Geometria, a la Fisica, a la Estadistica y a otras
ciencias.
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EJERCICIO 13.

1°) Hallar los promedios de las siguiemtes series de lecturas termo-

meétricas:

a)
b)
c)
d)
e)
29)

3°)

18°..217.16%,.123°%,

—6°, —10°, —8°, —5°, —2°,

+2°’ —3?) —4°; +8°7 +4°) - 1°,

— 15°, —10°, —6°, —3°, 0°, <+ 5°, -+ 8°.

—47% +3% 3% — 2°’ ~ 4% =4 1%

Hallar el promedio de dos lecturas de — 4° y tres lecturas de - 2°.
Hallar el promedio de tres lecturas de - 5°, tres lecturas de —3° y

dos lecturas de — 4°.

EJERCICIO 14 (repaso).

19)
29)

Dar ejemplos de magnitudes relativas.

Senalar varios casos practicos en los cuales sea conveniente el uso

de nimeros positivos y negativos.

39)

Desde el punto de vista puramente aritmético, ¢por qué es conve-

niente la introduccion de los nimeros negativos?

49)

Sobre una recta marcar un origen y el punto correspondiente a - 1.

Senalar los puntos cuyas abscisas son los nimeros relativos siguientes:

59)
a)
6°)
a)-
7°)
a)

8°)

9°)

2
-4,5) +3)7s _?’ +6)1-
Dar los valores absolutos de los siguientes nimeros:
1
-7 b) 44,1 c) O d) —2-3—-.
Hallar los opuestos de los siguientes niimeros:
1
—5 b) 42 c) i d) 5,6.
Hallar los inversos o reciprocos de los siguientes nimeros:
4 b) + : ) e d) 1
— — c) —— —1.
3 5

Calcular las sumas siguientes:

8) =B S e )
b) 10 —15—8+20—6—2 + 4.

Calcular las diferencias siguientes:

a) (=35)—(—8) ¢) (+2)—(—2)
b) (+3)—(+7 d) (=3)—(+59).
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10°) Calcular los productos siguientes:

1 1
a) (—8)(+3)(—?)(—6)(+7)
b) (=3)(—=2)(—1)(+1)(+2)(+3)
c) (+3)( 2)( 4)( >

AN SA R T A e

119) Calcular las potencias siguientes:

a) (—3)¢ c) (43)3 f) (22)8
b) (—2)7 d) (44)2 )@l - 4773 .88,
e) 43.42.44
12°) Calcular los cocientes siguientes:
a) (—8):(+4) d) (—18):(+42)
b) (+4+12):(—3) e) 3%:32

c) (—16):(—4)
13°) Hallar el valor de
a) 52 b) (—3)-3 c) (—2)° d) (42)°.
14°) Hallar los promedios de los siguientes conjuntos de niimeros:

«) -—10, —6, +9, +5, +3, -1
b) +5! +4’ +27 or —5, _3r — 10.

15°) Si a, b, ¢ son nlmeros relativos cualesquiera, probar que de
a4 c=b-+c se deduce a=>b (ley de cancelaciéon de la suma).

16°) Si a, b son | ‘o8 relativos cualesquiera y ¢ 0, probar que
de ac=D>bc se deduce « =b (ley de cancelacién del producto).

179) Probar que
a—b=(a+k)—(b+k)=(a—k) —(b—kK).
18°) Utilizando el ejercicio anterior probar que

a—(b+4c)=a—b—c
a—(b—c)=a—b+c.

19°) Probar que
(a™bn) P — ampbnP
20°) Probar que de la igualdad

x+a—b=c
se deduce esta otra
x=c—a-+b.

Enunciar una regla para pasar niimeros de un miembro a otro de una

igualdad.
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TEST 2.
1°) Sumar:
a) + 15 b) — 12 c) — 34 d) + 8
— 26 - 22 + 25 + 18
2°) Restar:
a) — 11 b) - 3 c) + 21 d) + 1,5
+ 8 — 10 — 9 + 40
3°) Multiplicar:

a) —9 by —7 ) +8 d +7
—6 +3 +4 -5

4°) Dividir:

a) — 40 b) — 32 a + 2 d) + 14
+5 —4 —20 +2
59) Elevar a potencia:
a) (‘ ’1‘)3 b) 41 c) (—=5)° & —
2 32

6°) Hallar el promedio de tres lecturas termométricas de — 5° y dos
lecturas de - 15°.

79) Decir cual de los siguientes niimeros es el opuesto de +?':

) + = b) - ) 2
a —_— —_— — — —
2 2 G 5
8?) Decir cual de los siguientes nimeros es el reciproco de — 3:
1 1
a) +3 b) — S c) <+ 5 d) +9

99) Un ascensor parte del 8° piso de una casa, sube 4 pisos, baja 7 pisos,
sube 12 pisos y baja 9. ¢En qué piso se encuentra ahora? Obtener la respuesta
utilizando nlimeros positivos y negativos para representar los movimientos
realizados; héllese la suma de estos niimeros.

10°) Un avién que vuela en direccién norte-sur pasa por una ciudad C
a las 12 h a una velocidad (constante) de 300 km por hora. Con el convenio
de considerar la velocidad positiva cuando el aviéon vuela hacia el norte, nega-
tiva cuando vuela hacia el sur y las horas positivas cuando son p. m. y negativas
cuando® son a. m. (9 a. m. debe escribirse — 3, es decir, 3 horas antes del
mediodia), determinar la posicién del avion en los siguientes casos:

a) a las 4 p.m. si se dirige hacia el sur.
b) a las 8 a.m. si se dirige hacia el sur.
c¢) a las 4 p.m. si se dirige hacia el norte.
d) a las 8 a.m. si se dirige hacia el norte.
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CarpiTuLO 3.

TECNICISMO ALGEBRAICO.

20. Monomios.

Todo niimero, letra (simbolo numérico) o el producto o cociente
de tales ntimeros y letras recibe el nombre de monomio.

Ejemplo.

Son monomios: — 3, a, 2a, 3a°b, ———22.
c

21. Coeficientes.

En un monomio que contenga varios factores cada factor o
grupo de factores se llama coeficiente de los restantes.

Ejemplo.

En el monomio

2
—ab
3 abe

i 2 5 o 2
5 es coeficiente de abc; también es a coeficiente de = be,

2
b coeficiente de 3 ac, etc.

Ademas, se considera — bc como coeficiente de a; T ac como
o

coeficiente de b, etc.

Cuando se habla de coeficiente de un monomio se entiende
generalmente su factor numeérico (salvo observacién en contrario).
Asi, por ejemplo, en — 2x3y se dice que el coeficiente es — 2 *.
Noétese que el signo se incluye en el coeficiente.

* Dicho de un modo més explicito, lo que se quiere expresar es que el coeficiente de los
factores literales del monomio es — 2.
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El coeficiente 4 1 6 el — 1 puede siempre sobrentenderse en
los monomios que no tienen factores numéricos expresos.
Ejemplos.

En abc? 6 + labc*® el coeficiente es 4 1.

En — x 6 — 1x el coeficiente es — 1.

22. Exponentes.

Cuando en un monomio hay factores repetidos las potencias
correspondientes se indican por medio de exponentes, como hemos
visto en algunos ejemplos anteriores.

Ejemplo.
En vez de 8aaabb se escribe 8a’hb=>.

Cuando el factor sélo aparece una vez se sobrentiende que su
exponente es 1, en virtud del convenio

al'=a

que establecimos en § 15-1. Conviene recordar aqui también los
convenios adoptados en 16-4, a saber:

a' =1 g — i
=1, -
Mediante el uso de los exponentes negativos se puede expresar
cualquier monomio en forma de producto.

Ejemplo.

5ab?

= Sab3c™?
02

En el Algebra es muy importante tener siempre presente las
leyes fundamentales:
aﬂl

am i aﬂ —_ am"'"’ —_— am-”

aﬂ
establecidas en § 15-2 y § 16-4, las cuales son véalidas para exponen-
tes enteros cualesquiera.
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Ejemplos.

x8.x2=x6
b?2.b=Db%*b* =pb?*
cl.ci=¢cl'=c¢

at.at=43a°=1
bS

'§=b3
ba
it

Los mateméticos anteriores a Descartes (1637) escribian aa en vez de a?,
aaa en vez de a’ y esta notacion “antigua” se encuentra alin en escritos
de mediados del siglo Xvio. Wallis (1655) fué el primero en explicar clara-
mente el significado de los exponentes cero y negativo (y también del expo-
nente fraccionario, del cual nos ocuparemos mas adelante). Después de haber
sido usados por Newton se generalizd su empleo.

23. Binomios,

La suma o diferencia indicada de dos monomios recibe el
nombre de binomio.

Ejemplos.
Son binomios,
243
x—1
a -+ bc
4x%y — 222,

Como la diferencia a — b puede también escribirse a4+ (— b)
diremos brevemente: binomio es la suma algebraica de dos mo-
nomios.

Se llama suma algebraica a la suma de niumeros relativos o de
simbolos que representan naimeros relativos (ver 12-6).

24. Trinomios.

La suma algebraica indicada de tres monomios recibe el nom-
bre de trinomio.
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Ejemplo.

Son trinomios,
3+8—7
a—b+c
3x* —2x+ 5

4x3 4 2x°y + y*.
25. Polinomios.

La suma algebraica indicada de méas de tres monomios recibe
el nombre de polinomio.

Ejemplos.
4 —2+3—1
a+b+c+d
x*—2x*4+6x*—T7x+4 8
a® — 4ab? — 3ab® + 6ab™ + c™*

Por comodidad, en muchas cuestiones que siguen, ampliaremos
el concepto de polinomio dado anteriormente y comprenderemos
también a los trinomios, binomios y aun monomios bajo la deno-
minacioén general de polinomio.

Se dice que un polinomio es entero cuando los monomios que
lo componen ino contienen divisores literales o factores literales
elevados a exponentes negativos.

Asi; por ejemplo, de los polinomios escritos precedentemente
los tres primeros son enteros, pero el cuarto no.

" Puede también decirse que un polinomio es entero cuando los
simbolos literales que en él figuran estdn sometidos Unicamente a
las operaciones de suma, resta, multiplicaciéon y elevaciéon a poten-
cia de exponente natural.

Otros ejemplos. Son polinomios enteros:

x?4+x+1
3x* —5x 4 6y + z.

26. Términos.

Los monomios que componen un polinomio se llaman también
términos del polinomio.
Asi, por ejemplo, el polinomio

x* — 3x*y 4+ 3xy®* —y?
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tiene cuatro términos, a saber:
x.’l
— 3x%y
+ 3xy?*
—_— y3
Cuando no se pone signo delante del primer término se sobren-
tiende que es el positivo ().
El signo que precede cada término se considera que forma

parte del coeficiente numérico del mismo. Recuérdese que el coefi-
ciente 1 no suele escribirse, por brevedad.

Ejemplos. El coeficiente numeérico del término

— 3x%y es —3
y el del término
—y?3 es — 1.

Observaciéon. De acuerdo con los convenios establecidos, el
escribir un polinomio en la forma

x3 — 3x%y + 3xy? — y?
no es sino una manera breve de expresar la suma algebraica

(+ 1x*) + (—@=yp+ (+ 3xy?) + (— 1y?%).

La palabra término suele usarse en general como sinénima de
monomio, aun cuando se le considere aisladamente, es decir, sin que
forme parte de un polinomio.

27. Términos semejantes.

Puesto que un término con coeficiente 0 se reduce a 0, y en
un término que contenga un factor o divisor literal con exponente 0
se puede sustituir dicho factor o divisor por 1, consideraremos en
la definiciéon que sigue términos con coeficientes distintos de cero,
y exponentes de los factores o divisores litetales, si los hay, tam-
bién distintos de cero.

Definicion. Dos términos son semejantes cuando son ambos
numeéricos o cuando ambos se componen de los mismos factores
o divisores literales con exponentes correspondientes iguales. En
este ultimo caso los coeficientes numéricos pueden ser nimeros
cualesquiera distintos de cero.
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Ejemplos. Son términos semejantes:

+5 y -2
—3a y 4a
2ab?’c® 'y 3ab®*c?®
—4xy'z7? y —2xy'z7?

En cambio no son semejantes:
— 4axy? y —4ax’y

ya que el factor x estd en el primer monomio con exponente 1 y
en el segundo con exponente 2; ademas, el factor y figura en el pri-
mer monomio con exponente 2 en tanto que en el segundo figura
con exponente 1.

28. Reduccién de términos semejantes,
Cuando en un polinomio figuran términos semejantes, éstos se
pueden reducir a un solo término.

En efecto, si dichos términos son numeéricos basta hacer la
suma algebraica de los mismos; y si tienen parte literal, basta
efectuar la suma algebraica de sus coeficientes y conservar la parte
literal (en virtud de la ley distributiva de la multiplicacién).

Ejemplos.
34+5—2=6;
3a+4a=(3+4)a="Ta;
Sx* —2x* - 42+ x*=5—-2—44+1)x*=0.x>=0;

— 6abc + 10abc — 8abc = (2 — 6 + 10 — 8)abc = — 2abc;
— 3a’b™ 4 52%b™ + a’b™' = (— 3 4+ 5 4 1)a’h~! = 3a%h!

1 1 3 1 1 3 7

T g hgAns (7‘7*‘ ?) i

Cuando los coeficientes son pequefios, su suma algebraica se
efectia mentalmente y. se escribe el resultado directamente, como
se muestra en los ejemplos que siguen.
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Ejemplos.
8x —2x 4+ 4x — 6x = 4x
— 9y 4+ 2y+4 6y —Sy=— 6y
3,2 4_1
a a a a

Notese en este ultimo ejemplo que

3 2 4 1 1 1 1 1
—_t =3 —4+2—+4—=33+2—-4)—=—
a a a a a a a a
o bien

3 1

——l—i-—i=3a“‘+2a“——4a“:a"=—.

a a a a

Cuando en un poliromio figuran diferentes clases de términos
semejantes se agrupan los de las mismas clases y se procede a la
reduccion de cada grupo. Esto es posible en virtud de las leyes
conmutativa y asociativa de la suma.

Ejemplos.

3a—5—8a-+}+2+2a=(3a—8a+}2a)+(—5+2)==—3a—3;

6a-+-3b-}-8b— 2a—b—=(6a—2a)+(3b+8b—b)=4a-}10b;

—2x'y+52-+4x'y=2x*y+4x’y)+5z2=2x"y+5z;

x'—-8+2x*—4x*+6x—4+4+2x—3x*}5x*+6x°
=(x"—3x"}6x*)-+(2x*—4x*-}-5x*)+(6x+2x)4(—8—4)
=4x'-3x°1+8x—12.

Los términos no semejantes no pueden reducirse, es decir, no
pueden ser combinados en un solo término.

29. Polinomio reducido.

Un polinomio se dice reducido cuando carece de términos seme-
jantes y de términos con coeficientes nulos.
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Ejemplos. Son polinomios reducidos:

x*—5x46
a—b+4c
3x —2y 4 62°

En cambio, no esta reducido el polinomio
x* —2x*+4+4x —5x> —3x+4+ 6 — x.
Si efectuaramos su reduccidn, tendriamos:

2+ (—2x*—5x*)4+ (4x—3x—x)+6
=x*—7x*4+0.x4+6=x*—-7x*46.
EJERCICIO 15.

Reducir los polinomios siguientes:

1) —54+6+2—4.

2°) 3a—8a-+2a+46a—>5a.

3°) —4a+11a—2a—5a-+ 8a+ 3a.

4°) 2b+5b—6b+3b—T7h.

5°) 7x—2x+4+6x—10x+4x—5x—x.

6°) 3c+5¢c+4c—8c—6c+c.

7°) 3a—8a-+2b—4a+6b+43b—a.

8°) x2—3x+x*+4+6+2x2—5x+4+2—x+43.

9) x4+x*+4+x*4+1—2x2—-5x—3+4+2x%46x2—2x.
10°) y*—y2 46 —3y%t 4 2y2 — 8 4 y* — 3y2.

11°) 3ab -+ 2ac—2bc+ 6ac+ 2ab + 4ac— S5ab.
12°) 3a?b — 2ab? 4 5ab? 4+ 6a?b + 3ab? — 4a%b.

13°) 6abc — S5a’bc+ 3abc — 7abc + 8a?hbe.

14°) 3ax+ 2ay + 6ax—4ay -+ ax -+ 2ay + 3ay.

15°9) —4 4-3x2y222 454 2x2y22%2 — 6 — 8x%y22% 4 6x2y?s?.
16°) a3 4 2a2b—b® 4 3ab?+4 2a® —6a?b + 2b3.

17°) x> —2xy+y?2+3xy+4x2—5y2 4 6xy.
18°) " 2x2yz 4 6xyz -+ 2xy2z? 4 3x2yz — S5xysz — xy3?,
19°) a?bc -+ 2ab?c+ 4abc? — 5ab?c + 6a*bc— 7abc?.
20°) 22 —2*+2z+4—322442%4+8—5z.
21°) 2ab '+ S5alb+4 6a—2b—3 4 6ab~? 4 3a1b.
22°) S5x?y+3xy?2—2x2y 4 3x 2y -+ 4xy—2.
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239) ixy——l;xy+i.x2y2_ixy+2xgy2.

3 6 2 4
24°) x 24 x142x°43x+6x"1 + 2x72 4420,
259) 4xnym 4 2xnym _ 5x2ym — 3xnym 4 Gx2ym,

30. Grado de un monomio.

Se llama grado de un monomio al numero de factores literales
que contenga disminuido en el niimero de divisores literales.

El grado de un monomio es, por consiguiente, un entero positi-
vo, negativo o nulo, segin los casos.

Si el monomio no tiene factores o divisores literales su grado
es 0.

Ejemplos. El monomio 2abc es de grado 3,

— 6a*b® —= — 6aabbb es de grado S,
b
3 = es de grado 1,
3b2
4 82 es de grado 2,
c
b
5 z es de grado O,
cd
a
2 es de grado — 1,
bc
x2
— 2 —— es de grado — 3,
yz

8 es de grado 0.

En general, para hallar el grado de un monomio basta calcular
la suma algebraica de los exponentes de los factores literales, escri-
biendo previamente los divisores en forma de factores con expo-
nentes negativos. Un factor que figura una sola vez en el producto
debe considerarse con exponente 1.

Ejemplos. El monomio
— 4x*y*z es de grado 3+2+4+1=6,

x3 y't

3 — 3x’y*z? es de grado 34+4—2=5,

z‘.!
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x2y?

5
Z2u?

= 5x*y*z%u? es de grado 0.

Cuando el grado de un monomio es un entero positivo, suele
indicarse el grado mediante el nimero ordinal correspondiente,
Asi, por ejemplo, se dice que x2y es un monomio de tercer grado,
en vez de decir que es de grado 3.

Anéalogamente, 5x%yz es de cuarto grado, etc.

A veces se considera el grado de un monomio con respecto a
alguno o algunos de los factores o divisores literales que contiene.
Pero en este caso es preciso indicarlo expresamente.

Ejemplo.

— 8x%y*z** es de 2° grado con respecto a x,
<+ 4xy® es de 3¢ grado con respecto a y.
Cuando no se advierte lo contrario, se entiende que para dar

el grado se toman en consideracién todos los factores o divisores
literales del monomio.

EJERCICIO 16.
Hallar el grado de los monomios siguientes:

1°) 5. 6°) 2a?bcds.
29) 3a. 7°) 3x2y%2/22.
3°) 4ab. 8°) —5x/yz.
4°) —xy?z. 9°) 2a"b".

3a xn—2pn+2
59) Ty 10°) R D

31. Grado de un polinomio,

Se llama grado de un polinomio reducido al mayor de los gra-
dos de los términos que lo componen, excepto en el caso en que
todos los términos sean de igual grado, o haya varios de grado
maxir . en cuyo caso este grado comtn sera el grado del
polino..
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Ejemplos.
x* — 5x* 4 8 es de tercer grado.
x* 4 2xy + y* es de segundo grado.

x‘+2‘x’+l+% es de grado cuarto.

2 5 7
T—F-i-;; es de grado — 1.

4 4 2x* 4+ 3x? es de grado 0.
x* 4 y* + 2 — 3xyz es de tercer grado.

EJERCICIO 17.
Decir los grados de los polinomios siguientes:
1°) x4 x2, 7%) 24x141x3,
- . 1 1 3
2) 14+3x—x3422 gy 1,1 3
3°) x*—x+42. 2 x¥ x
4°) x342x+414x2, 99) 3abc-+ 2a-3ab?+4ab.
5°) a®—3a’b -4 3ab? —b3. 10°) 1—2xy+3x2y246x3y.

6°) x'+4 x’y+ x?y? 4 xy® 4yt
32. Polinomio homogéneo.

Se dice que un polinomio es homogéneo cuando todos sus tér-
minos tienen el mismo grado.

Ejemplos.
24+3—4
xX—y+z
x* 4 2xy + y*
xt — xy* +
a4 a?b*+4a'b?+ bc.
Cuando en el polinomio hay términos de grados distintos puede
llamérsele heterogéneo, pero esta denominacién es raramente usada.

33. Polinomio ordenado.

Un polinomio se dice ordenado con respecto a una letra (lla-
mada letra ordenatriz) cuando sus términos se disponen de modo
que los exponentes de esta letra aparezcan en orden creciente o
decreciente (de izquierda a derecha).
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Ejemplos.
x* —4x* 4+ 2x+4 8
es un polinomio ordenado en potencias descendentes de x.
54 2x+4 3x* — 6x* 4 x*
es un polinomio ordenado en potencias ascendentes de x.
* + 2’y + 3xy* — p*

es un polinomio ordenado con respecto a x en potencias descen-
dentes; también esta ordenado con respecto a y, pero en potencias
ascendentes.

Nétese en los ejemplos anteriores que en los términos que no
contienen x se puede suponer que x figura con exponente 0.

No todo polinomio es ordenable con respecto a determinada
letra que contengan sus términos. Por ejemplo, x*y + x*z 4 x*yz
no es ordenable con respecto a x.

EJERCICIO 18.

1°) Ordenar los polinomios siguientes en potencias descendentes del
factor literal que figura en sus términos:

a) 34 x2—4x. d) z+42z22—25—2t4222—8.
b) —3x+4+2x*—5x>2+48. e) x4 x?2+42x1—5+43x%>—2x.
€) 2W=0Fy~=97 e
2°) Ordenar los siguientes polinomios en potencias ascendentes:
a) 3x—5+4+x*—62. d) 20—zt 4225—3+42z—22.
b) x5“—2x3+l—4x. e) z14+6+22+3z22+4z.
¢) y —yt+y'42+Fy.

3°) Ordenar los siguientes polinomios homogéneos en potencias descen-
dentes de x:

a) xy+y?+x2. d) B3+bix+x54xtb—x?b2+4x2b%.
b) +x2y+42xy%+4x3+4y3. 0) 4x’y—Sxy’+x*—yi4x"lyt.
c) x*—6a’x?44ax®—2a%x 4 at.

34. Expresiones algebraicas.

Se llama expresion algebraica racional a toda combinacién de
nimeros y simbolos numéricos (letras), o de letras solamente, me-
diante las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y
elevaciéon a potencia.
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Ejemplos.

a, 3Ix*, 4y* — 5y + 8, ol

atb’
1
Sxy?, x’+3x+8—|—?

Una expresion algebraica racional es entera cuando en ella no
interviene la operaciéon de dividir o la elevacion a potencia con
exponente negativo, como en los tres primeros ejemplos anteriores;
en caso contrario, la expresion algebraica se dice fraccionaria.

Mas adelante consideraremos también expresiones algebraicas
irracionales, que son aquéllas en que interviene la operacion de
extraccion de raiz o radicacion.

35. Formulas.

Son igualdades entre expresiones algebraicas que expresan algln
principio, regla o resultado general de indole matematica, fisica o
relativo a cualquier otra ciencia.

Asi, por ejemplo, la regla:

Para hallar el area de un triangulo tomese la mitad del pro-
ducto de las medidas de su base y de su altura,

se expresa brevemente mediante el simbolismo algebraico por la
féormula

1
A —=—Dbh
2
en la cual b representa la medida de la base, h la medida de la
altura y A la medida del area con respecto a la unidad correspon-

diente. Por ejemplo, si b y h se expresan en cm el area A
resultara en cm®.

Algunas formulas importantes ~.

1. Interés simple:

crt
* Muchas de las formulas que damos a continuacién como cjemplo son, sin duda, va
conocidas del lector; otras las cncontrura en estudios posteriores Jde Matdmatica y de Fisica

a los cuales sirve de antecedente el curso de Algebra.
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2. Area de un rectangulo:
A =Dbh
3. Area de un triangulo:
1
A= 5 bh
4. Area de un circulo:
A = nr?
5. Longitud de la circunferencia:
C=2xr
6. Volumen de un ortoedro:
V = abc
7. Volumen de un cilindro:
V = xnr*h
8. Volumen de una piramide:
Vo= % Bh
9. Volumen de un cono:
T — % nrh
10. Volumen de la esfera:
V= —;- nrd
11. Superficie de la esfera:
S =4nr?
12. Ley del movimiento uniforme:
e—=vt
13. Caida de los cuerpos en el vacio:

1
= — gt?
e 2g
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14. Foérmula de las lentes:

15. Ley de la gravitaciéon universal:

F—

r2
36. Valor numérico de una expresién algebraica.

Las letras que figuran en una expresién algebraica son simbo-
los numéricos, es decir, representan nimeros. Cuando estas letras
se sustituyen por niimeros particulares y se efectiian las operacio-
nes indicadas, el valor resultante se llama valor numeérico de la
expresion algebraica.

Evaluar una expresiéon algebraica es determinar su valor
numérico.

Ejemplo. El valor numérico de la expresion

2ab + ¢
para a=1, b=2, c=—1 es
2.1.24+(—=1)=4—-1=3.

En cambio, si atribuimos a las letras los valores

a =4 , b=—1 , e=72
se obtiene
2.4(—1)42=—-8+4+2=—6.

Como las operaciones que intervienen en una expresion alge-
braica racional son uniformes, el valor numérico de una expresion
algebraica racional es Usico para un sistema dado de valores de
las letras que en ella figuran. Ahora bien, para sistemas diferentes

de valores de las letras los valores numéricos obtenidos son en
general distintos, como muestra el ejemplo anterior.

Debido a que la divisién por cero no esta definida (véanse §§ 7-8
y 16-2) hav expresiones algebraicas que carecen de valor numeérico
para ciertos sistemas de valores de las letras que las componen.
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Ejemplos.
carece de valor numérico para x = 3;
x —
a + b rd -
g carece de valor numérico para a = b = 1, para
a —_—

a=b=2-etc;

37. Orden de las operaciones indicadas en una expresién algebraica.

Para hallar correctamente el valor numérico de una expresién
algebraica es importante tener en cuenta los siguientes convenios
relativos al orden en que deben efectuarse las operaciones
indicadas:

1°) Si la expresién contiene potencias, éstas se efectGan
primero.

29) Después se efectiian las multiplicaciones y divisiones en
el orden en que se presenten.

3°2) Finalmente se efectllan las sumas y restas, en cualquier
orden.

4°) Si la expresién contiene paréntesis, las operaciones inclui-
das en los paréntesis deben ser efectuadas primero aplicando las
reglas anteriores.

La costumbre ha sancionado el siguiente caso de excepcion de
la regla 2%: cuando se tiene una expresion de la forma 6ab : 3b
se entiende que esto significa

6ab 6ab
no
36 ° 3
Para evitar ambigiiedades es preferible escribir los cocientes en
forma fraccionaria.

-b.

Ejemplos.

1. Hallar el valor numérico de & 4 bc para a=4, b= 2
(-

Se tiene
44((2)(3)=4+6=10.
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Noétese que, de acuerdo con los convenios establecidos, la multi-
plicacion indicada se ha efectuado antes que la suma.

Si las operaciones se realizasen en el orden natural en que
aparecen (de izquierda a derecha), tendriamos

44-2.3=6.3=18
resultado distinto del anterior. Por esto es importante realizar siem-
pre las operaciones en el orden convenido de antemano.

Si se quisiera expresar que la suma de a y b ha de efectuarse
antes que la multiplicacion por c, la expresion algebraica se

escribiria
(a+'b)c.
2. Hallar el valor numeérico de
3x*y + 223
pifa X'= —2, ¥y=3,2=—2.

Sustituyendo valores se obtiene, sucesivamente:
3(—2)2.34+2(—2)*=3.4.3+4+2(—8)=36—16=20.

3. Hallar el valor numérico de
x3 4 5x*4+8x—9

para x = — 3.

Se tiene

(—3)*45(—3)*+8(—3)—9=—27+45—24—9=—15.

4. Hallar el valor numeérico de

a? — b2
c2

para a={ugb = —2, c= 2.

Puesto que la raya de quebrado se usa en el Algebra como

equivalente al signo de divisién : (ver § 16-2), la expresion alge-
braica anterior debe entenderse como equivalente de
(a®* — b?) : 2.
Por tanto, procederemos a evaluarla de la manera siguiente:
43+ (=2)* .75 2054 15120l

2 4 4
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esto es, efectuaremos primero completamente el numerador o divi-
dendo antes de proceder a la divisién por 4.

5. Hallar el valor numérico de

E+y)+E—y)E+y+2)+(x—y+2)°
(2x+ 3y + 2)?

para x=1,y=2, 2=—3.

Sustituyendo valores se obtiene:

a+2+0-2a+2-3)+0—-2-3)°

(24+6—3)
_27+41.0416 43
- 25 29

6. Hallar el valor numérico de
4x° 4 3y?*z—3

para x:%, yv=4,z=—2.

Se tiene

1)* 24 __ R =i
4(?) +3(4)* (= 2)7 =4+ 3X 16 X ——55;

1
=4+3X16X—?=4—6=—-2.

38. Valor numérico de las férmulas.

La aplicacién de una férmula a un caso practico requiere la
determinacién del valor numérico de la expresion algebraica que
compone la férmula.

Usualmente los valores numéricos de las letras que figuran en
una férmula, excepto uno de ellos, son obtenidos experimentalmente
por medio de mediciones apropiadas.

Asi, por ejemplo, para hallar el drea de un rectangulo se hallan
las medidas de su base (b) y de su altura (h), y se sustituyen
los valores encontrados en la férmula A = bh.
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Si en un caso se obtuvo

b=5%2m - y« . h=34m
el area valdra

A=52 X 34=1768 m?

La unidad en que se expresa el resultado depende de las uni-
dades con que se hayan obtenido los datos.

Otros ejemplos.

1. Hallar el volumen de una pirdmide cuya base tiene un
area de 20 m* y cuya altura mide 15 m.

En la férmula 35-8, a saber:

1
V=—Bh
3

tenemos B =20, h = 15, luego:

1
V:-3—X20X 15 = 100 m?3.

2. Hallar el espacio recorrido por un cuerpo que ha estado
cayendo en el vacio durante 10 segundos en un lugar donde la
aceleracion de la gravedad vale 9,80 m/seg®.

Sustituyendo valores en la férmula 35-13 tendremos:

1
e::.?XQ,SOX 102 =490 m.

Es preciso que las unidades en que se expresan los datos sean
concordantes. En caso contrario sera necesario hacer un cambio
de unidad previo. Por ejemplo, si la base de un rectangulo mide
3m y la altura 50 cm, antes de aplicar la férmula para hallar el
drea serd necesario expresar la base en centimetros o bien la
altura en metros.

39. Expresiones algebraicas equivalentes. Ecuaciones.

Dos expresiones algebraicas son equivalentes cuando toman los
mismos valores numéricos, cualesquiera sean los valores numéricos
atribuidos a las letras que en ellas figuren.
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Ejemplo. La expresion algebraica

a(b + ¢)
es equivalente a la expresién
ab 4+ ac
en virtud de la ley distributiva de la multiplicacién.

Asi, si a=2, b=3, c=4, la primera expresion toma
el valor
23+4)=2.7=14
y la segunda
2.34+2.4=6+4+8=14

que es el mismo valor numérico obtenido anteriormente; y lo

mismo ocurre cualquiera que sea el sistema de valores dados a las
letras a, b, c.

Un polinomio y el obtenido de él por reduccion de términos
semejantes son equivalentes, pues la reduccion de términos seme-
jantes es una mera aplicacién de la propiedad distributiva, como
vimos en el paragrafo 28.

Ejemplo. EIl polinomio

2x + 3y +4x+ 2y
es equivalente al binomio

6x 4 S5y
obtenido por reduccién de los .términos semejantes del primero.
Comprobacion. Para x = — 1, y = 2 el primer polinomio vale
—2+6—4+4=4
y el segundo
— 6+ 10 = 4.
Cuando dos expresiones algebraicas son equivalentes esto se
expresa intercalando el signo — entre ambas.
Ejemplos.

a(b + c) = ab + ac
2x+ 3y +4x + 2y = 6x -+ Sy.
Mas adelante veremos que el signo == también se usa aun
cuando las expresiones algebraicas tomen igual valor, Gnicamente

para algunos valores particulares de las letras. En este caso la
igualdad se llama ecuacion.
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Ejemplo. En la ecuacién
x2=4x—3

el primer miembro toma el mismo valor que el segundo nicamente
para x =1 y para x = 3.

Comprobacidn.

Para .ix.s=ilitais ——=T[, g
Parg X =3 = 9=12 —3
Pata' ¥ =2 4+ 8—3
Para x=5 : 25=%20—3
ete.

Otro ejemplo. En la ecuacidon
2x —3=x-+ 2

el primer miembro toma el mismo valor que el segundo Ginicamente
para x=2>5.

Comprobacion.

Para, x=5..: 10 —3 =5
Para x—=3 : 6 —-—3£3
Para x=2 : 4 — 3 5 2
etc.

EJERCICIO 19.

I. Decir si las expresicnes algebraicas siguientes son enteras o {raccio-
narias:

1) —3x*yz=. 2°) xy-+yz-+zx.

3°) 4xy*z4, 49) ac 4+ bd .

5°) x*—5x*4+6x+4 8. mn

79) 34 x2. Gy mraeipn S S
x 8°) y—2,

99) z34 23, 10°) (x*+y2z)(y* 4-x2z).

II. Dar una férmula que exprese que:

1°) El area de un rombo se obtiene tomando la mitad del producto de
sus diagonales™.

* Usaremos este modo de expresion, que es el que se emplea corrientemente, en vez de
“mitad del producto de las medidas de sus diagonales”. Es decir, sobrentenderemos siempre
que se trata de las representaciones numeéricas o de medidas de las magaitudes dc¢ que se
habla y no de las magnitudes mismas.

Page 90 of 479



80 www.opentor.com

2°) El area de un tridngulo equilatero se obtiene multiplicando por
V3/4 el cuadrado de su lado.

3°) EIl érea de un trapecio se obtiene multiplicando la semisuma de las
bases por su altura.

4°) EIl volumen de un prisma se obtiene multiplicando el drea de su base
por la altura del prisma.

59) EIl &rea lateral de un cilindro se obtiene multiplicando la longitud
de la circunferencia de la base por la altura del cilindro.

6°) EIl area lateral de un cono se obtiene multiplicando 7t por el radio
de la base y por la generatriz del cono.

7°) EI éarea total de un cono se obtiene multiplicando 5t por el radio
de la base y por la suma de dicho radio y de la generatriz del cono.

8?) EI érea de una corona se obtiene multiplicando 5 por la diferencia
entre los cuadrados de los radios de las circunferencias que limitan la corona.

9°) La energia cinética de un cuerpo es igual a la mitad del producto
de su masa por el cuadrado de su velocidad.

10°) La intensidad de una corriente se obtiene dividiendo la fuerza elec-
tromotriz por la resistencia del circuito (ley de Ohm).

III. Hallar el valor numérico de las expresiones algebraicas siguientes
para los valores de las letras que se indican:

1°) x24+yz para x=1, y=2, 2=3.

2°) x2—y24 322 para x=2, y=—3, z=—1,
X

59 SXNE  ern By =i
Xy — z

4°) a>—b?’4+F —d? para a=0, b=2, c=—1, d=—2.
5°) (a+b)(c+d)—a? para a=1, b=—2, ¢c=3, d=—4.
6°) x2—2xy-+y®> para x=—3, y=~—1.

7?) x4+ x>y —y® para x=1, y=—2.

8°) x5—2x*4+x+4+4 para x=2.

1
9°) x34+3x2—-5x+48 para x:-{.

10°) a2+ b2+ c2—2ab—2ac+2bc para a=4, b=3, c=2.
11°) (4a+3b)(4a—3b) — 16a2b% para a=1, b=—1.
12°) (a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)(b+c—a)
para a=1,:'b=2, ¢=3.
xy vz zx

13°9) . + +x14y 1421 para x=1,y=—2,2=3
z x y
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14°) 7x%y—3 —2x%9? para x=-—3, y=2.
15°) 2a2pm —3a"bh? para a=—2, b=3, m=2, n=3.
16°) (x—y)2+(y—2)24+ (z—1x)2 para x=0, y=—1, z=1.

17?) (x—=y)+(y—2)2—(y+2)? para x=1, y=-—2, 2=0.
2a? — b? 4 ¢2 3a—b

189) -+ para a=b=c=2.
c b
19°) x4y 423 —3xyz para x=—1, y=—2, z=3.
ab+4 od
20°) —+———-+a’—x¢ paraa=2,b=—1,¢c=~-2,d=02, x=— 2.
ab—cd

IV. En las féormulas siguientes, determinar el valor del primer miembro
para los valores indicados de las letras que contienen:

crt

12} = 200 para 0=24008, r = 5%, ¢ =3 anos.

1
2°9) A:.?-bh para b=105m, A=6m.

22
3°) A= mnr? para n=—7——, r=35cm.

4°) V=abc para a=2m, b=8dm, c=20cm.
5°) V= 7r?h para x=3,14, r=8cm, h=5cm.

6°) e—= vt para v=20m/seg, ¢t = 2 min.

1
7°) ez?ﬂt"’ para g = 10/seg?, t =4 seg.

8°) A=gnr(r+¢g) para y1=3,14, r=4cm, g=6cm.

9?) V:E-:‘;r:’ para 7 = 3,1416, r = 10cm.

E
100) Y= %’ para E = 200 voltios, R = 0,5 ohmios (I resultard expre-

sada en amperios).

EJERcCICIO 20. (REPASO).

1°) En los ejemplos siguientes sefialar los que sean monomios:
5x

y
2°) En los ejemplos siguientes sefalar los que sean binomios:

a) 7b b) —35 c) a+1 d)

1
a) a-—bc b) 342 c) xy d x4 —
x
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3°) En los ejemplos siguientes sefialar los trinomios:

a) =xyz b) =xy+4=z c) x—y-+z d) x+4+x14x2
4°?) Indicar cuales son los términos de los polinomios siguientes:

a) —2x*+45x2—-3x—4

b) 3x%y —4x?y? 4 5xy? — y4

5?) Decir si el primer término es semejante al segundo en cada uno de
los pares siguientes:

a) —3x, —3y b) 4a, 2a%
c) S5xy?, —5xy? d —8, +3
e) 4xyz, 4xyt f) 6x2y223, 2x%°y?223

g) 3xmyn, 4xmyn,

6°) Efectuar la reduccién de términos semejantes en los polinomios
siguientes:

a) —a+2—5a+4+2a—3+4+8a—4—a-5a
b) 3b—6a+8b—a—b—2b—3c+2a+4c
c) 9x* —5x—x24+8—3x2—4x—2+4x>+x
d) xX*—x24+1—2x+4+x2—3x—8x3+4x2
e) x—y+3z4+x2—y?+4+2x—8z+4 3y?2+4 22
f) Xy —5xy246x2—T7xy+6x2y 4 8xy —y?2 —x2
g) a?bc—ab?c—abc? 4 3ab?c 4 2a’bc — S5abc? 4 6abc
h) a?+b%2—ab+ a=1b+3ab+adh—1 — 2a? — b2 —a-153
i) 22—222424214+422—22z71 —z 4 25— 228
i) szy" — 3xyntl 4 4x2y"'-|— 6x0yn—2 4 4 xyntl
7°) Dar los grados de los monomios siguientes:
a) 3a, b) —2 , ¢) 4x2y5 , d) —2x3y~2 , e) 3xty2z%/u’.
8?) Dar los grados de los polinomios siguientes:
a) 3—2x+4x? b) 4x2—5x+4+64+x°
c) XBy+xy —xt4yt 4+ xy d) 5a*+a243a—8
e) x 3 —x242x 146

9?) En los ejemplos siguientes sefialar los polinomios que son homogéneos:

a) x4+ 2y b) 3x—2y+2z-+8
c) xX*+3x2y+3xy?+43° d) x%y+ xy? 4 x2y?
10°) Ordenar los siguientes polinomios en potencias ascendentes de x:
a) —x243x+48—2x° b) x*4x1+45+4x—x3
c) ax?*+4a’x+4 x4 a¥ d) ®2+4+x?4x+4+x1+48
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11°) Ordenar los siguientes polinomios en potencias descendentes de x:
a) 4x—2x>+4x3—3 b) x? 4 2x"! — x4 3 Jix3
c) —bx*—p3 4 xi d) x—x14x24x241
e) x"4-2x"F% —3xn! 4 4xntl L ¥n—2 (n: nGimero natural)

12°) En los siguientes ejemplos decir cuéles expresiones algebraicas son
enteras y cuales son fraccionarias:

a) 6xy—2z3 b) 3x+4yz
3x 4+ 2y

c) —+— d) x*4x+4+1+4x1
X —=Yy

V. Dar una férmula que exprese que:

1°) En un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos.

2°) En un triangulo rectangulo el producto de los catetos es igual al pro-
ducto de la hipotenusa por la altura relativa a la hipotenusa.

3°) La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual
a la suma de los cuadrados de sus diagonales.

4°) EI volumen de un octaedro regular se obtiene multiplicando —3—\/—5
por el cubo de la arista del octaedro.
VI. Hallar el valor numérico de las expresiones algebraicas siguientes
para los valores de las letras que se indican:
1°) x> —2x245x—8 para x= —2
a®—3a+4
2°9) Dira a=1, b—=2
b2 —5b 41
3°) (a4 x)(b—x) —abx? para a=—1, b=2, x=—3

4°) x*—3x’y +3xy*—y? para x=2, y=—1
5°) 3a(b-+c) +2b(at+c)—3c(a+b) para a=b=—1, c=—2

x z z+4x 1
6°) i o y+ e & —?xyz para x=2; y=3, z=—4

z X y
7°) 4a’bh™2 —3a?b? para a=3, b=6

8°) 2x%2y2 4+ 3x%~1 4L 4x 2y para x=2, y=3

ab—cd -+ ac 1

99) para a=—, b=4, c=—1, d=—2
ab 4 cd — bd 2

10°) (a+b+c)d+(a—b+c)2—(at+b—c)(a—b—c)

para a—=—1, b=—2, c= — 3.
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TEST .3.

1°) Indicar el coeficiente de x en los monomios siguientes:
a) —4x , b) 3ax , ¢) 2axy?

2°) Indicar el exponente de x en los siguientes:
a) 3xy , b) 4xyz®2 , ¢) —3abx2

3?) Entre los monomios siguientes sefialar aquél o aquéllos que sean
semejantes a 6x2:

a) 6y® , b) —6y? , ¢c) —6x2 , d) 8x2 , e) x2y

4°) En los ejemplos siguientes indicar los monomios que son de tercer
grado:

2x%y

a) 3xyz b) c) 4x3y® d) —2x3y~% o) U5x-2ys

5?) Reducir términos semejantes en los polinomios siguientes:
a) 2x—5x>4+8+4+x*—3x4+2x2—2x3—344x—6x
b) x?y—xy?+x2y?4-3xy242x2y+x2y? —2xy?—3x2y—x2y?
6°) Ordenar el polinomio
—xly 4 xt -yt — x2y2 4 xyS
a) en potencias descendentes de x
b) en potencias ascendentes de x

7°) Mediante la féormula V = yrr2h, calcular en cm?® el volumen de un
cilindro sabiendo que r=12cm, Ah=1dm y tomando 7= 3,14.

8°?) Hallar el valor numérico de
(a4 b)2—c2

(a—Db)2+4c?
para a=2, b=—3, c=4.

9°) Para x=—2, y=2 el valor numérico de — 4x3y~2 es
a) —8 b) +8 c) —128
(Seleccidénese la respuesta correcta).

10°) Dar una féormula que exprese que el
area lateral de un tronco de cono se obtiene
multiplicando n por la generatriz ¢ y por la
suma de los radios de las bases.
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CariTULO 4.

ADICION Y SUSTRACCION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS ENTERAS.

Trataremos en este capitulo sobre la suma y resta de expresio-
nes algebraicas enteras, dejando para un capitulo posterior el

estudio de estas operaciones con expresiones algebraicas frac-
cionarias.

40. Suma de monomios.

Sumar varios monomios es formar el polinomio cuyos términos
son los monomios dados.

Cuando el polinomio suma tiene términos semejantes se pro-
cede, salvo advertencia en contrario, a obtener el polinomio redu-

cido equivalente.
Ejemplos.
1. Sumar los monomios a,2by — 3c.
Respuesta: a -+ 2b — 3c.
2. Sumar los monomios 3a, — S5a, 4a y 6a.
Respuesta: 3a — 3a + 4a + 6a = 8a.

En este caso la suma reducida es un monomio porque los tér-
minos del polinomio formado son todos semejantes.

3. Sumar los monomios 5a, — 2, — 3a, 6 y — a.
Respuesta: 5a— 2 —3a+4+6 —a=a-+ 4.

4. Sumar los monomios 3x’y, — Sxy?, 6x%y, 2xy?, 3xy* y
— 2x%y.
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Respuesta: 3x?’y — 5xy? 4+ 6x%y + 2xy? 4 3xy? — 2x%y =
= 7Tx*y.

En virtud de las propiedades de las operaciones con nimeros
relativos y de lo dicho en § 39 resulta que el polinomio suma redu-
cido toma un valor numérico igual a la suma de los valores numéri-
cos de los monomios dados, cualesquiera que sean los valores
numéricos atribuidos a las letras que en ellos figuren.

Esta propiadad puede utilizarse para comprobar la operacién
realizada. Asi, en el ejemplo 4, los monomios dados toman para
x = 1, y = 2 los valores numéricos siguientes:

Monomios Valor numérico para x=1, y =2
3x%y 6
— Sxy? — 20
6x%y 12
2xy? 8
3xy? 12
— 2x%y — 4
Suma: <+ 14

Resultado:

7x%y 7.13.2=4"14

Observacién. Si el valor numérico del resultado no es igual a
la suma de los valores numéricos de los datos ha habido algin
error en la operacién.

Si el valor numérico del resultado es igual a la suma de los
valores numéricos de los datos la operaciéon puede estar bien hecha,
pero no es posible asegurar su correccién, pues puede haberse
cometido en la comprobacién errores que se compensen. Repitiendo
la comprobacién con otros valores de las letras puede aumentarse
el grado de confianza que ofrece el resultado.

41. Suma de polinomios,

Sumar varios polinomios es formar un nuevo polinomio cuyos
términos sean todos y cada uno de los términos de los polino-
mios dados.

Si los polinomios dados contienen términos semejantes es
costumbre dar como resultado al polinomio reducido equivalente
al obtenido segln la definicién anterior.
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Ejemplos.
1. Sumar los polinomios 2a—3b+c¢c y x4y — 2z.
Respuesta: 2a—3b+c+x+y — 2z.

2. Sumar los polinomios 4a — 5b—2¢c y —2a-+ 3b+c.
Respuesta: 4a — 5b — 2c —2a+ 3b+c=2a— 2b —c.

3. Sumar los polinomios x* —5x*+4+2x—6, 2x* 4 3x* —4x+
43 y x*—2x+1.

Respuesta: x* — 5x*+ 2x—6+42x*4+ 3x* — 4x 4+ 3 4 x* —
—2x+1=3x3>—x*—4x — 2,

Cuando los polinomios dados contienen términos semejantes
es mejor disponerlos uno debajo de otro de modo que los términos
semejantes queden en columna. Asi, en el caso. anterior, ten-
driamos:

x* —5x*4+2x— 6
2x* 4+ 3x* —4x+ 3
x> —2x -+ 1

3x* — x*—4x— 2

Cuando los coeficientes son sencillos, la suma algebraica de
los que aparecen en la misma columna se hace mentalmente. En
caso contrario, se hace aparte la suma algebraica de los coeficientes.

4. Sumar los polinomios x® — 4x?y 4 6xy? -+ 8y3 — 3x* +
+ 2x*y — 2xy® —5y®, x*+45x*y 4+ xy*+y? 4x°—3x’y+
+ 3xy? — 2y8.

Adoptando la disposicion anterior tendremos:
x* — 4x’y 4 6xy* + 8y?
—3x° 4 2x’y — 2xy? — 5y°

x4 5x*y 4+ xy*+ ¥
4x* — 3x’y + 3xy®* — 2y°

Respuesta: 3x° -+ 8xy? -+ 2y°
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Para valores numéricos cualesquiera de las letras que figuran
en los polinomios, el polinomio suma toma un valor numeérico
igual a la suma de los valores numéricos de los polinomios dados.
Esta propiedad puede servir para comprobar la operacién reali-
zada ".

Asi, por ejemplo, si en 3 hacemos x — 2 resulta:

Polinomios dados Valor numeérico para x = 2
x* —5x*4+2x — 6 — 14
2x® 4 3x* — 4x 4+ 3 + 23
X2 — 2x + 1 g

Suma: <+ 10

Polinomio suma

3x* — x* —4x — 2 + 10
EJERCICIO 21.

I. Sumar los monomios siguientes:

1°) 3a, 2b, — 5c. 2°) x, —y, 2z, —3u

3°) —3a, 2b, a, b 4°) 2x, 2y, — 2z, x, z

5°) 3x2, y, —2x2 3y 6°) Sxy, —2, —3xy, +4
7°) a?b, — ab? 2ab*, — 3a’b 8°) 2a% — 5a% b, 3b2 2b
9°) x, —2y, —3x, —5x, 6y 10°) 3a, —2xy, — 2a, -} 4xy

11°) x2, —2y?, 3xy, —3x*, — xy, y?, 4x2, S5y?

12°) a, —2b, +3¢c, b, — 2d, — 3a, 4b, — 2¢, — 5a, d, 2¢
13°) x?, —y*, — 2%, 2y2, 2x2, 222, —3y?, —4x2, 522

149) x', —4x?y, — 2x%, y*, 3xy*, ¥y, x}, 23

15°) a’be, ab’c, abc', — 2a*bc, 2abc?, — 3ab’c.

II. Sumar los polinomios siguientes:

1) a—b-+tc, a*-Fb*-}-c*, ab+ 2

2°) 2a4+3b—¢c, —3a4+2b+t+c, a—2b—2

3°) x%—2x% } x> F3x—2, x*—5x—2x*-}-6x |4
4°) 3 —5x fx*, 4 x> Fx}, —3 Fx-}x3

# Otra forma de comprobacion consistiria en realizar la operacion en un orden distinto,
esto es. haciendo uso de la propiedad conmutativa,
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a’?— 2ax+x?, 3a? 4 ax— 2x%, —a® 4 3ax+44x?
yP—2y? 43y +1, 2y3—3y? —4y — 2, y?+y+-5 4y34y2—2y—6
3x2 4+ x4+ 142x1 4 x 2, —x>4+4x — 2 — 3x~! 4. 2x2
x341, x2—1, x'4+x—2, x*—2x, 2x'—3
X2 o 3] 4o Oxn — xn=L 2xn42  xntl . 4xm | gn—1

an — 3gnhn + b‘.'n, — gin + 2anhn + 2b2n’ 352n -+ anpn -4 350,

a—2b+3c-+ d 129) x2—5xy 4+ y°
— a4+ 2b+4 c—2d —2x* 4+ xy—2y?
3a4+ b+ c+ d 3x2 4+ 2xy 4 4y*
— x>— xzy+3y2
x*—5x242x48 149) a®— B4 —2d3
— x34+4x2—4x 46 —al— B34 4 d?
3x3— x*4-6x—5 a4 2p —c2 — a3
x4 2x*—4x 42 al4 b34-c*4 d
= al B

8a%bh — 12ab? 4 6a%b4
—6a’b%?+4+ Ta*bt —4a’b?! — 2a%h3
3a®b? — 6a'b! — 3a‘b' 4 7a’b’?

1,5x* —2,3x*+44,1x— 8,2
—0,5x4 3,6x2—34x+ 1,3
—2,5x34-1,2x24-3,1x — 4,6

30x3—2,1x24+4,6x— 17,1

1 3 1

—a ——a’b 4 —ab*— P
2 4 4

3 1

1 3
—-a'——a'b+4 — ab? 4 — b3
2 AT *t3

l3+l"b 3bn_‘1b3
—— —a*‘h — —ab* 4- —
a " T 2 4

x2—=15x4 2—3x"144x"*
1
zx'-’ 4-23x4 3 —2x"14 x2

e 2 —12x —14-4x7 —5x24.-2x"%
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19°) a® — 2an1p 4 4an—2p2 4 3pn
—2a™ - 4a"1b — Sanr—2h2 4 4b"
— a®* —3ar~1b4 2an"2p2 — 2p"

20°)  xP—2xPyl4 ya4 g™
3x0 —4xPyd — 294 4 3zm
—2xP + 5xPyd — 3yq 4 25m

— xP—2xPyd 4 4ya — 37

42. Resta de monomios.

Restar de un monomio otro es hallar un monomio o un binomio
que sumado con el segundo monomio dé el primero.

El resultado de la operacién se llama diferencia de los mono-
mios dados. La operacién misma se denomina resta o sustraccién
de monomios.

Para hallar la diferencia entre dos monomios basta aplicar la
siguiente regla, analoga a la dada en § 13-2 para hallar la diferencia
de dos nameros relativos.

REGLA. Para restar un monomio de otro monomio se le cambia
el signo al monomio que ha de ser restado (sustraendo) y se suma
algebraicamente al otro monomio (minuendo).

Ejemplos.

1. De 9a restar 6a.

Respuesta: 9a — 6a = 3a.
Comprobacién: 3a 4 6a = 9a.

2. De 7a restar — 4a.
Respuesta: 7a + 4a = 11a.
Comprobaciéon: lla — 4a = 7a.

3. De — 5x® restar 3x°.
Respuesta: — 5x* — 3x” = — 8x%.

Comprobacién: — 8x* 4 3x* = — 5x°.
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4. De 4a restar 2b.
Respuesta: 4a — 2b.
Comprobacién: 4a — 2b -+ 2b = 4a.

Como se ve en los ejemplos anteriores, cuando los monomios
que han de restarse son semejantes la diferencia es un monomio,
pero cuando no son semejantes, la diferencia es un binomio.

La mejor comprobacién de la diferencia es la que hemos em-
pleado en los ejemplos anteriores. Segn la propia definicién, la
diferencia ha de ser tal que sumada con el sustraendo se obtenga
el minuendo.

Para valores cualesquiera de las letras, la diferencia de dos
monomios toma un valor numérico que ,es la diferencia de los
valores numéricos de estos monomios. Esta propiedad puede ser
utilizada también como un método de comprobacién.

43. Resta de polinomios.

Restar de un polinomio otro es hallar un tercer polinomio que
sumado con el segundo polinomio dé el primero.

El resultado de la operacién recibe el nombre de diferencia de
los polinomios dados. Y a esta operacién se llama resta o sustrac-
cion de polinomios. El polinomio que se resta se llama sustraendo,
y el polinomio del cual se resta, minuendo.

Se dice que a un polinomio se le cambia el signo cuando esta
operacion se realiza en cada uno de sus términos. Se obtiene asi
un nuevo polinomio que sumado con el anterior se reduce a cero.

Ejemplos. El polinomio
a—b+c—d

cambiando de signo es

—a-+b—c+d.

La suma reducida de ambos polinomios es 0.
Analogamente, el polinomio

—2x* 4 5x*+43x— 2
cambiando de signo es el nuevo polinomio

2x® — 5x* — 3x 4 2.
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Para hallar la diferencia de dos polinomios dados basta aplicar
la siguiente

REGLA. Para restar un polinomio de otro se cambia el signo del
polinomio que ha de ser restado y el resultado se suma algebraica-
mente al otro polinomio.

Es facil ver que se obtiene asi la diferencia buscada, pues suman-
dola con el sustraendo se reducen los términos de éste, quedando
solamente los del minuendo (véase el ejemplo 1 que sigue).

Ejemplos.
1. De a4+ b—c restar x —y -4 z.

El sustraendo cambiado de signo es — x -4- y — z y sumando
este polinomio con el minuendo se obtiene

at+b—c—x+4+y—z

que es la diferencia pedida. En efecto, sumando este ultimo
polinomio con el sustraendo resulta

a+b—c—x+4+y—z4x—y+z=a+b—c

que es el minuendo.

2. De 2x*— 5x* — 3x 4 4 restar x® — 2x* 4 x — 3.

El sustraendo cambiado de signo es

—x*4-2x*—x4-3,

y sumando este polinomio con el minuendo se obtiene
2x* — 5x* —3x+4—x*42x* —x43=x*—3x*—4x+4 7.

Comprobacién:
x* —3x* —4x 474 x* —2x* 4 x—3=2x"—5x*—3x44.

Cuando los polinomios dados contienen términos semejantes,
como los del ejemplo anterior, es mejor disponerlos uno debajo
del otro de modo que los términos semejantes se correspondan.
Se procede entonces a cambiar de signo (mentalmente) a los
términos del sustraendo y a sumarlos algebraicamente con los del
minuendo. Esta Gltima operacién debe hacerse también mental-
mente si los coeficienies son pequenos.
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Asi, en el caso anterior se tiene:

2x* —5x* —3x+4 4
¥ —2x*4+ x—3

Diferencia: x*—3x*—4x+ 7

Hay quienes prefieren expresar materialmente el cambio de
signo de los términos del sustraendo escribiendo cada nuevo signo
debajo del antiguo, en la siguiente forma:

2x* —5x* —3x+ 4
x*—2x*+ x—3
s -3 — +

x* —3x*—4x+ 7

3. De xy + 2xy* — y* restar — 2x° -} 3x’y — 4xy? -|- y°.
Se tiene:
xXySasxy’ —
— 2x° -+ 3x’y — 4xy* 4+ y°

Diferencia: + 2x — 2x°y -} 6xy? — 2y

4. De x>+ 1 restar x' — x® -} x? — x } 2.

Se tiene:
x2 +1
*— x4+ x*—-x4+ 2
Diferencia: — x* -} x° +x—1

Comprobacién. Para comprobar la operacién recuérdese siem-
pre que, segiin la definicion de sustraccion, se ha de tener:

diferencia -} sustraendo = minuendo.

Asi, en el ultimo ejemplo, se verifica:

Diferencia: —x* 4 X +x—1
Sustraendo: x*—x4x*—x-}F2
Minuendo: x? 4+ 1
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EJERCICIO 22.

I. De:

1°) 7 a restar 4a 2°) 3a restar 6a

3°) — 5a restar 2a 4°) 4a restar —3a

5°) — 4a restar — 5a 6°) — 2a restar —8a
7°) 2x restar 3y 82) — 3x restar —4v
9°) — 5x? restar 4x* 10°) 3 ab® restar — 2ab?
Restar:

11°) — 2b de 6b 12°) 4b de — 35

13°) —4c¢c? de — 5¢2 14°) — 3a de 2b

15°) 8x de — 6y 16°) — 5z% de — 323
17°) —xy de xy 18°) 3xyz de — 2xyz
19°) — x’y de xy* 20°) 4xn de 6x™

De:
21°) a—b de c—d 22°) x4+y4+zdeu—v4w
23°) a—b de a4 b 24°) a-+b de a—b
25°) a—b+c+d restar a+b4c—d

26°) 2x—3y— 2z restar x+ 2y + 3z

27°) 3x* —5x-+4 restar x> 4-2x+1

28°) x*—6x>+2x—5 restar —2x34+3x>—6x— 4

29°) x3 —2x2+5x —2 restar x2 —4x— 1

30°) 2x2—3x+1 restar x3 —x24+3x—8

Restar:

31°) x*+4+ x>+ 2 de x*—2x2—5x+6

32°) x34-x*—x+4+1de 2x24+3x+4

33°) y5—2y% 44y —6 de y* 4y 4-3y2 44y +5

34°) a®+43a’b+ 3ab® 4 b3 de a® — 3a%hb + 3ab? — b3

35°) x*+4 y*— 2x3y 4+ 3xy® de x3y — xy? + y! — xt

36°) 54 2x+ x3 —x* de 2 — 3x + x? 4 2x°® 4 4x*

37°) a%b + a%c + b%c + b%a + c’a + ¢*b de a?h + b’c + c?a

38°) 3x’yz—Sxy?z-+ 6xyz? de xy’z — 4x?yz — 3xyz?

39°) x%+ x'y + x%% + x%y® + xy* 4 ¥ de x°+ 2x%y% + 2xyt 4 y®
40°) 2xn+2 — 5xn+l 4 Bxw' 4 xn—1 de 3x™HZ — 2x+i — 6xP 4 2xn1
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II. Dados los polinomios siguientes, de la suma de los tres primeros
restar el Gltimo:

5x2—2xy+ y2—3xz+4+4yz— 2°
x24+3xy— y2*+4 2xz—2yz+ 222
—3x2— xy+3y?—4xz+3yz+4+ z2*
2x° +-3xy —2y2 4 3xz— 2yz — 222

III. Dados los polinomios siguientes, de la suma de los dos primeros
restar la suma de los dos ultimos:
3x* —3ax¥+4 2a%x?> — 2a%x 4+ at
—2x* — ax®—3a’x?+4 5a%x — 2at
—3x*+4ax® — 2a%x%> — 3a%x + at
2x* — 2ax® 4+ 4a%x? 4 6a3x — 3at

IV. Dados los polinomios siguientes, del primero restar la suma de los
tres Gltimos:

x24y2 4224 2xy 4+ 2x2z 4 2yz
x>+ y* 422 —2xy —2xz+ 2yz
x?—~y? —22 4 2xy + 2xz — 2yz
—x? 4y —2z2 — 2xy — 2x2 4 2yz

44. Sumas o diferencias indicadas. Uso del paréntesis.
Supresién de paréntesis.

Para indicar que los polinomios x* —5x4+2 y x* 4+ 6x— 3
han de sumarse se usa la notacién:

[1] (x* — 5x + 2) 4+ (x* 4 6x — 3),

y para indicar que los mismos polinomios han de restarse se
escribe:

[2] (x* — 5x + 2) — (x* + 6x — 3).

Los signos + 6 — intercalados entre los paréntesis son, pues,
signos operativos que indican la operacién que debe realizarse con
las expresiones algebraicas incluidas en los paréntesis.

Los paréntesis son simbolos de agrupacién que indican la expre-
sién completa o grupo total de términos a los cuales debe aplicarse
la operacién.

Como sabemos, para efectuar la suma indicada en [1] basta

formar el polinomio cuyos términos son los de los polinomios dados,
de modo que

[3] (¥*—5x+2)+(x*+6x—3)=x*—5x+2+x*+6x—3=
=2x*+x—1.
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Analogamente, para efectuar la diferencia indicada en [2] basta
sumar al minuendo los términos del sustraendo cambiados de
signo, de modo que

[4] (x*—5x42)—(x*+6x—3)=x*—5x+2—x"—6x+3=—11x+45.

Cuando se pasa del primer miembro al segundo en las igual-
dades [3] 6 [4] se dice que se suprimen los paréntesis. Esta
operaciéon de suprimir paréntesis no difiere, pues, en nada absolu-
tamente de las correspondientes operaciones de suma o resta, segun
el signo que preceda al paréntesis.

De aqui que para suprimir paréntesis precedidos del signo -
baste escribir los términos del polinomio incluido en el paréntesis
conservando los signos de estos términos; y que para suprimir
paréntesis precedidos del signo -— baste escribir con signos gam-
biados los términos del polinomio incluido en el paréntesis. Los
paréntesis a los cuales no precede explicitamente signo alguno
(como los primeros paréntesis de [1] y [2]) se suprimen libre-
mente, o lo que es igual, como si estuviesen precedidos del signo .

Resumiremos lo dicho anteriormente sobre supresién de parén-
tesis en la siguiente

REGLA. Todo paréntesis al cual precede el signo + (expreso o
fdcito) puede suprimirse (conjuntamente con dicho signo ),
dejando los términos del polinomio incluido en él con sus propios
signos.

Si al paréntesis precede el signo — puede suprimirse (al mismo
tiempo que dicho signo —) siempre qué se cambie de signo a los
términos del polinomio incluido en é€l.

Ma&s brevemente: los paréntesis pueden suprimirse sin mas que
efectuar las operaciones indicadas correspondientes.

Ejemplos.
(a—b)+ (c—d+e)=a—b+c--d-+e
(a—b)—(c—d+e)=a—b—c+d—e
(2x+3y)—(3x—2y)=2x+43y—3x+2y=—x-+5y
at+ (x+y—z)=at+x+y—z
a—(x+y—2z)=ma—x—y-+z.

Los paréntesis también se usan para indicar varias sumas o
restas sucesivas.
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Ejemplos.
(a+b—c)+(a—b+c)—(a—b—c)=
—a+b—c+t+a—b+c—a+bt+c=at+b+c
(x—y)—(—2z)+(z—x) —(2x+2y—2z) =
=x—y—y+z4+z—x—2x—2y+2z=—2x—4y+4z.
EJERCICIO 23.

Efectuar las operaciones indicadas (suprimir paréntesis):

1°) a+ (b—c) 2°) a—(b—c)

3°) (a—»b) + (c—d) 4°) (a—b) — (c—d)

5°) (2a—3b) + (a+b) 6°) (2a—3b) — (a-+b)

7°) (x—3)+ (x—2) 8°) (2x—4) —(x—2)

9?) (x*—5x+4+1)+ (3x—1) 10°) (x2—5x+41) — (3x—1)

11°) a— (3a+2b) + (a—b+4c)

1) (x+y+2)—(x—y—2)+(—x+y—2) —(x—y+2)

13°9) (3 —5x+2)+(x2+x—1)—=(x*—x*+1) — (x*+x2+x+2)
14°) y? — (x* —22) + x2 — (y® + 2°) — 22 + (x* —y?)

159) (a—b+c—d)—(a+b—c+d)+(a+b+c—d)

16°) (3a® —4ax+ x*) — (a® — 2ax + x?) — (a%? + ax + x?)

17?) 22— (B +y¥—-2) + ¥+ (2 -y’ +32) -2

18°) (ab — ac-+ bc) — (ab + ac+ bc) — (—ab + ac —bc)

199) (e + uv + v2) — (v¢ + vw 4+ w?) + (Ww? — uw + u*)

20°) a—(b—c+d+e)+(a—b+c—d) —(d—e-+a)

45. Introduccion de paréntesis.

Hay ocasiones en que conviene asociar los términos de un
polinomio de modo que éste aparezca como la suma o diferencia
de otros polinomios. Esto se consigue mediante el uso de parén-
tesis, invirtiendo el proceso estudiado en el parrafo precedente.

Ejemplo.

a—b+c—d=(a—>b)+ (c—d)
o

a—b+c—d=(a+c)—(b+d).
etc.
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REGLA. Varios términos de un polinomio pueden ser incluidos
en un paréntesis precedido del signo -+ con tal que se conserve el
signo de cada término.

Varios términos de un polinomio pueden ser incluidos en un
paréntesis precedido del signo — con tal que se cambie el signo de
cada término incluido en el paréntesis.

Esta regla es consecuencia de la dada en § 44.

Otros ejemplos.
b*—2bc+c*—a* = (b*—2bc+c?)—a?
a’*—b*+2bc—c*=a*—(b*—2bc—+c?)
a’+b*—c*—d*+2ab—2cd = (a*+2ab+b*)— (c*+2cd+d*)
x—y—z+u—v—w=(x—y)—(z—u)— (v+w).

EJERCICIO 24.

1°) Encerrar en un paréntesis precedido del signo -+ los tres ultimos
términos de cada una de las expresiones siguientes:

a) a+b—c+d b) a4 x4+ x* —x3

€) x—y+szs—u d) ¥ +y*+y—1

e) a4+ b?+c*—2cd 4 ad?

2°) Encerrar en un paréntesis precedido del signo — los tres Gltimos
términos de cada una de las expresiones siguientes:

a) a—b—c+d b) 4 —x+x2—2x3

c) x2—y?—2yz— 22 d) a®—b?+42bc—c?

e) m*+n?®+ 2pq— p?—q*

39) Incluir en un paréntesis precedido del signo -- los términos de los
polinomios siguientes que contengan a o b y en otro paréntesis precedido del
signo — los demas términos:

a) ax+ay—cx—cy d) ax—bx+abx—cx-+dx—cdx
b) a2—2ab—c?—d?>+42cd+b%> e) a?—x>*—y?+b%+ 2ab—2xy
c) 4a®+4ab--b*—9x2 4+ 6x—1 f) ax—ay+az—mx+my—mz

g) bp—bq+br—bs—cp-+cq—cr-+4cs

h) 10y — 25 — 6ab + 9b2 + a? — y?

i) 12xy —4y? —9x2 — 10ab + 25a% 4 b2

jy a’x—c?x+b?y—~d?y+ abz—cdz

Page 109 of 479



www.opentor.com 99
46. Otras formas de paréntesis,

Ademas de los paréntesis ordinarios o redondos ( ) se usan
también las siguientes formas de paréntesis:

[ 1] llamados corchetes

y
{ } 1llamados Ilaves.

En ocasiones se sustituye el paréntesis por un trazo horizontal
(llamado vinculo) colocado sobre la expresion que se desea incluir
en paréntesis.

Ejemplos.

a—b+c envezde a— (b4 c)

V344> en vez de /(3*+ 4%

Los corchetes, llaves y el vinculo se usan especialmente cuando
es necesario incluir varios paréntesis unos dentro de otros.

Asi, por ejemplo, en vez de
& —hF— (c+ d)*)*
se prefiere escribir
& = [b* — (c + d)?]°.

He aqui otro ejemplo en donde aparecen varios tipos de pa-
réntesis superpuestos:

2x — {3y — [4x 4+ (x =7 F 2)] —1}.

47. Supresion de paréntesis superpuestos,

En las expresiones que contienen varios paréntesis superpuestos
éstos pueden suprimirse sucesivamente sin mas que efectuar las
operaciones indicadas, es decir, aplicando las reglas dadas en § 44.

Hay dos maneras de proceder, seglin se prefiera suprimirlos:
de fuera adentro (esto es, empezando por el exterior), o de dentro
afuera (empezando por el interior). Este Gltimo método suele acon-
sejarse a los principiantes’ por ser mas sencillo y prestarse menos
a error.
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Ejemplos.

'

2a—{—4a—[3a— (a—b) + b] —a-+ b}
=2a—{—4a—[3a—a+b+b]—a+h)
=2a—{—4a—3a+a—b—b—a-+} b}
=2a+4a+3a—a+b+4+b+a—>b
= 9a+b.

O bien:

2a— {—4a—[3a— (a—b) + b] —a+ b}
=2a-+4a+'[3a— (a—b)+b]l+a—b>b
=2a-+4a+3a—(a—b)+b+a—b
=2a-+4a+3a—a+b+b+a—b>b
= 9a+b.

S5—x—{x—[2x— (x—3—x)]}
=5—x—{x—[2x— (x—3+x)])
=5—x—{x—[2x—x+43 —x]}
=5—x—{x—2x+x—3+4x)
=5—x—x+2x—x+4+3—x
=8 — 2x.

Si se procede de fuera adentro pueden suprimirse todos los
paréntesis y el vinculo sucesivamente, pero en una sola linea;

asi: - S
5—x—{x—[2x— (x—3—1x)]}
=5—x—x+4+2x—x+4+3—x
= 8 — 2x.
EJERCICIO 25.

Simplificar las expresiones siguientes suprimiendo los paréntesis y redu-
ciendo términos semejantes:

1°)
2°)
3°)
49)
59)
6°)
79)

a—[b—(a—c)]

a—b+ [(a+4 2b) — (2a—b)]

x—y—[x—(y+2) + 2]

[(2x—5) —(—3x—1)]+[(2x—3) —x]

2a — {3b— [2c— (a+ b)]}

x—(y+2)—{z—(y—x)+y—[x+ (y—2)]1}

a—{2b—[a— (3b—¢c) +2c—(a—b—c)]}
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8°) a2 — [a? — (a2 — 2ab + b2) — b? + 2ab]
9°) 3xy? — (3x%y — x3) + [ + (3x%y — 3xy? 4 y3) — x3]
10°) 4a—{(3a—b—c+2c—[3a+4 (a—b+ 2c)])
11°) 2a— (3b+c)—{c—(a—b)+b—[a—(b+c)])
1) x+5—(2x—1) —[x—2 — (3x — 2x — 4)]
139) 4—3x—(—x—[x—(x—1—x)])
14°) 6—a— {2a+[3a— (4a—a — b) —al + a}
15°) x—{x+(a—y) —2y+ [3x— (y —a— 2y) — y] + 2a)
16°) &% — [b? — (d? — a? — b2)] — [¢? + (&% — &2 — b?)]
179) 4—b— (56— [2b — (3b— 2 — Bb) + 2] — b)
18°) x4+ (a—[a—2—{2a+4+1} 4 3] —a)
199) 3x+4 (x— [3x — x — 1] — {2x — 3})
20°) 8x — (2y —4x) — (3y — 2y — x} — [2y + (4x — 3y)]

48. Suma y resta de expresiones algebraicas enteras
con términos complejos.

Diremos que un monomio o término es complejo cuando algu-
nos de sus factores sean sumas algebraicas.

Ejemplos.
2(a+Db), 3x2(y — z),
—Sa(x+y)(x—y), xyz(x+y —z).

Para sumar monomios complejos se procede como en § 40, esto
es, se forma el polinomio cuyos términos son estos monomios y se
reducen los términos semejantes, si los hay.

Ejemplos.

1. Sumar 3(a+b) y 2(c+d).

Respuesta: 3(a+ b) +2(c+d).

2. Sumar —2(a+4b), 5(a+b) y —(a+»b).
Respuesta: —2(a+b)+5(a+b)— (a+b)=2(a+b).
3. Sumar —3ab(x+y)? —4ab(x+y)*? y Sab(x+y)>.

Respuesta: — 3ab(x+y)? — 4ab(x+y)*+ 5ab(x+4y)? =
= —2ab(x+y)>.
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4. Sumar a(x—y), b(x—y) y c(x—y).
Respuesta: a(x—y)+b(x—y)+c(x—y)=
=(a+b+c)(x—y).

En el ejemplo anterior se pucde considerar que los términos son seme-
jantes con respecto al factor (x —y) y entonces se procede a sumar sus
coeficientes a, b, c, aplicando la ley distributiva, de igual modo que se procede
en el caso

224324+ 5z2=(24+3+45)z2=10z

con la sola diferencia que aqui los coeficientes son numéricos.

Para restar monomios complejos se sigue la misma regla dada
en § 42, es decir, se cambia de signo al monomio que sirve de
sustraendo y se suma al minuendo.

Ejemplos.

1. De 3(a+b) restar —2(a—b).

Respuesta: 3(a+b) +2(a—b).

2. De 4(x+y) restar —2(x+y).

Respuesta: 4(x+y)+2(x+y)=6(x+y).

3. De a(x-+1wy)? restar b(x- y)3.

Respuesta: a(x+y)*’—b(x+4y)*=(a—Db)(x+y)>.

Para sumar o restar polinomios que contengan algunos térmi-
nos complejos, se siguen las mismas reglas generales dadas en § 41
y § 43 y se tiene en cuenta lo dicho anteriormente para la suma o
resta de monomios complejos.

Ejemplos.

1. Sumar:

2x’y — 3a(b+c) +m(p+q)
— 4x’y 4 5a(b+c) + n(p+q)
— 2x’y + 2a(b+c) + (m+n)(p+q).
2. Restar:

— 5a°b* + 4x(y — z) + p(u+v)
2a’* — 2x(y — z) +q(u+v)

Diferencia: — 7a’6*+6x(y —z) + (p—q)(u+4v).
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EJERCICIO 26.

I. Efectuar las sumas siguientes:

1°) —6(a+ x) 2°) 3(a-+y)
+ 4(a + x) 2(b+y)

39) S5a(b + c) 4°) — 2ab%(x—y)
— 2a(b + ¢) 6ab?(x —y)

59) 2n(n+41) 6°) 2a(x-+4y?)
3n(n+41) 3b(x + y2)

7 4x% — 6x(y + z) 8°) 3a(b+c)—2d
— 3x? 4+ 4x(y + z) 2a(b +c¢) — 4d

99) —S5xy+2(x+y+2z) —3a(x—y)
+2xy —5(x+y+2z)+ 7a(x—y)

10°) —4,1x3 4+ 3x2(y —z) 4 5x(x + 2)
— 1,2x3 — 6x%(y — z) + 2x(y + 2)
33x3 4+ x2(y—z) —4x(y + 2)

II. Efectuar las diferencias siguientes:

1°) 3(x+y) 2°) —3a(x+y)
2(y + 2) — 2a(x+y)
3°) 4a%(x 4 y)?2 4°) —Sa(b-+4+c—d)
— 2a*(x+y)? 3a(b+c—d)
1
%) - ngE) 6°)  3m(p+q)
1 -2
Sl i1y n(p+q)
3
7°) 3a? — S5a(b +¢) - 89) 4a(b 4 x) — 2xy
— 2a® 4 3a(b +c) — 2a(b + x) — 3xy

9?) —6x2+43x(y+2z) —2y(x+2)
—8x24 x(y+2) —3y(x+2)

109) 3(x+y) —2a(x—y) +3b(x+y)(x—y)
(x+y) —6a(x—y) —2b(x+y)(x—y)
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49. Suma y resta de polinomios por el método de los
coeficientes separados.

Cuando se tienen que efectuar operaciones de suma y resta con
varios polinomios ordenados resulta ventajoso escribir solamente
sus coeficientes, cuidando que queden en columna los correspon-
dientes a términos semejantes y teniendo presente que debe ponerse
coeficiente 0 cuando falte algiin término del polinomio.

Ejemplo. He aqui la suma de los polinomios x* — 4x° -} 2x — 4
y 2x* 4 x* — 5x* 4+ 3 por el método usual y por el método de los
coeficientes separados.

Método ordinario:

x* — 4x° +2x—4
2x* 4+ x*—5x° +3

3x* —3x*—5x*42x—1

Método de coeficientes separados:
1—4+4+04+2—4
24+1—540+43
3—3—-5+42-1

Respuesta: 3x* —3x*—5x*42x— 1.

A continuacién obtenemos la diferencia de los polinomios
52— 2x*+4x—1 y 2x*-4 3x — 4 por ambos métodos.

Método ordinario: Métodos de coeficientes separadne:
5x* — 2x* 4+ 4x — 1 5—244—-1
2%° +3x—4 24-04+3—4
3x*—2x*+ x+3 3—2+4+1+43

En el método de coeficientes separados puede hacerse la com-
probacién de la operaciéon realizada hallando las sumas algebraicas
de los coeficientes situados en la misma horizontal. Esto equivale
a hallar el valor numérico de los polinomios para x —;1. Asi, por
ejemplo, en el caso anterior tendriamos:
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Comprobacion:
5—2+4-—-1 =6
24+0+4+3—4 — 3 |
3—2+1+43 =35

El método de coeficientes separados es muy util en la multi-
plicacion y division de polinomios, como veremos en el capitulo
préximo.

EJERCICIO 27.

Efectuar las operaciones indicadas siguientes por el método de coeficien-
tes separados:

1°) (x*4+6x3 —2x2 452 —2) + (2x* 4+ 3x2—x+4)

2°) (x3—3x*42x¥2+x+7) + (x* =3x H2x> —x+ 2)

3°) (x*—8x®+49x2 —5x+43) — (x* — 10x® 4 6x2 4 3x — 2)

4°) (x3 4+ 4x%y — 6xy? + 2y°) + (2x3 — 2x%y + 3xy? — y?)

59) (at — 5a3b + 2a?b? -— 5ab?® + b') — (a* 4 3a*b? — 6ab® 4 2b*%)

6°) (2 —6x+8) 4+ (x*—3x2+41) + (x* + 5x3+4+ 2x—4)

7?) (B—x24+x—1)+(x*—x24+4) — (x3 4 2x2 4+ 2x —6)

8°) (x*+4+6x2—2x+45) — (2x* —3x3+4+4) 4+ (x>+2x24+4x—17)

) P+ ¥y¥+1)+0++2)+ (P +y 4 y2—4)

10°) (28 4+ 2542241) 4+ (25 —2¢8 — 23 4222 —-3) 4 (28— 23 4 2).

EJERCICIO 28 (REPASO).

1°) Sumar los monomios siguientes:
a) 3x, —2y, 4z
b) —4x2, 2x2, 5x
c) 5a’bh, — 3ab?, — 2a’b, ab?, ac?
d) — 2xnym, 3xnym, 4xnhym
e) —5x(y+2), 2x(y+2), —x(y+2), 4x(y + 2).
2°) Sumar los polinomios siguientes:
a) 3a—2b-+4c, a—b, b+c—2d
b) x2—5x+2, x*—4x*42x—1, —2x343x—6
¢) 1,593 —21y+2; 4,1y3 —2y2 44,2y —3,1; —2,3y3+3y2—4,2
d) —3x2y%+ 4xy® — Syt 4 221
2x2%y? — xy3 4 6yt — 327

— 5x%y? 4 3xy3 — 2y* - 427
— x?y% — 2xy3 4 3yt — 3"
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e) 3a?2(b+c) —4a(b+c)2+4+2(a+b)(c+d)
— 2a2(b+c) —2a(b+4c)2—3(a+b)(c+d)
a’?(b+4c) +3a(b+c)2+4(a+b)(c+d)

3°) De:

a) 5S5ab restar 2ab

b) —5x restar — 3y

c) —4x?y3 restar — 6x2y3

d) 3xmym restar 5xnym

e) —5x(a+b+y) restar —3x(a+b+y)

f) 2a—3b+2c restar —4b+c—2d

g) 3&*—6ax—9x? restar 2a2 —8ax 4 3x2

h) 2x3—5x?y —6xy2+ y3 restar —3x3 —2x2y 4 6xy2 — 2y?

i) a* 4 b* restar a* —3a2b2 4 2ab3 | bt

i) 3a(x+y) —2a%(x+y) —5b6(x—y)
2a(x +y) —4a2(x+y) — 2b(x —y).

4°) Efectuar las operaciones indicadas:

a) (a—2b+3c—4d) + (a+b—c+3d)

b) (Ba4+b—2c+d)—(2a+b+c—d)

c) (x*—2x% + 6x%y% — 5y3) — (— x* 4 3x3y — 2x2y2 — y3)
d) (x—y+2)4+GBx—2y+22)—(y—2z) — (x—y)

e xXX—(y?—2)+22—(PR—x2)—y2+ (22— 22)

5°) En los siguientes polmomxos incluir los términos que contienen a en

un paréntesis precedido del signo + y los términos que contienen b en un
paréntesis precedido del signo —:

a) — 2by + 3ax — 4az 4 2bz

b) a? — b? — a%c? — p2d2

c) a’x — b%y — a?z 4 b%x — a’xy

d) 2bc+ 2bd — 2b% — a2 4 a%c —ad
e) am—bm—bn-+ an—ap -+ bp.

6°) Suprimir paréntesis y reducir términos semejantes:
a) 10: + [8y — (3x — 2y + 5z) — 2z] — [12y — (3x + 22)]
b) — [2a%? — 3ax — (3a? — 6ax 4 2x2)] — 422

c) 4a—{3a—2+[—a+3+(a— 3a—2)1}

d) zx—[x—y—{z—y+z—xFy—2}]

e) 2a—[5a+x— {6a— (3x —y) + 2x} — 2al.
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7°) Dados los polinomios siguientes, de la suma de los tres primeros
restar la suma de los dos filtimos. Usese el método de coeficientes separados:

x2—2xy+ y*+2xz+4 22 —3x(y+2)
—3x2+4xy — y?+ xz+4 222+ 6x(y -+ 2)
x2 — 3xy + S5y? —4xz — 22 — 2x(y + 2z)
2x2 4 xy+ y?+4 2xz+4 52+ 4x(y 4 z)
— 4x2 + 2xy — 3y? — 5xz — 222 4 2x(y + 2)

TEST 4.
1°) Sumar los monomios siguientes:
a) —3a? 2b% a2 b2 - c?
b) —3a(b+4c¢), 2a(b+c), 4(b—c)
2°) Sumar los polinomios:

3xy —x° 4 2yz—y? 4+ 6xz+ 22 y 2x? 4 3y% 4 2yz + 22 — 3xz — 2xy
y comprobar el resultado hallando los valores numéricos para

x=1,'y=—22=0.
3°) La diferencia entre 2x™ "'y — 3x" es
a) 2xm — 3xn b) Sxmin c) 2x™ 4 3x"

(escoger la respuesta correcta).

4°) Restar:

2x% — 6x2y% 4 7x" — bax(y? — z?)
— x% 4 2x%y? 4 5x" — 4ax(y? — 2z°)

5°) Efectuar las operaciones indicadas:

(x%'— 3%) —3t y= | 32) — (22 —x?) -+ (y* —28) —(x* —p* —2)
e indicar cual de las respuestas siguientes es la correcta:

a) x2 b) 2y2 c) —2z2 d) =z2.

6°) Encerrar en un paréntesis precedido del signo -4 los términos que
contienen a 6 b y en un paréntesis precedido del signo — los términos

que contienen ¢ 6 d.
a? 4 b? — ¢ — d? — 2ab + 2cd.
7°) Suprimir paréntesis y reducir términos semejantes:
9x —{—3x—[4—(6—x—2) —x]+x+ 1}
La respuesta correcta es:
a) 11x—5 b) 13x-— 3 ¢c) 1llx—1.
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8°) Dados los polinomios siguientes, de la suma de los dos primeros
restar el ultimo:

x3 —5x242x—3
—~3x* 4+4x> —6x+8
x4+ x3—2x—8

9°) Dados los polinomios siguientes, de la suma de los dos primeros restar
la suma de los dos Gltimos. Usese el método de coeficientes separados:

x3 — 4x%y — Sxy? 4- y3 — 328
4x3 — 2x%y 4 6xy> — y3 — 28
x% + 3x%y — 3xy? + 2y% — 23
—2x% — x%y 4 xy2— yd 4 228

10°) Dados los polinomios siguientes, del primero restar la suma de los
dos dltimos:

1
5n3—2n2+6n—5+—2-n(n+ 1)

3
2n3+3n2—5n+4—-;-n(n+ 1)
— n—=2n+ n—1+4 3 n(n+1),
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CaprpiTULO 5.

MULTIPLICACION Y DIVISION DE EXPRESIONES
ALGEBRAICAS ENTERAS.

50. Multiplicacién de monomios.

Multiplicar dos monomios es formar otro monomio cuyos facto-
res sean todos y cada uno de los factores de los monomios dados.

El monomio resultante se llama producto de los monomios
dados.

Ejemplo. Indicaremos el producto de los monomios — 3a’h y

+ 2a’c escribiendo
(— 3a*b) (4 2a’c).

En virtud de la definicién dada y de la ley conmutativa de
la multiplicacién de nuimeros relativos *, se puede escribir:

(— 3)(+ 2)a’a’bc

pero sabemos que
(—3)(+2)=—6
a:'ali___af),

luego si aplicamos la ley asociativa, el producto anterior puede
expresarse en forma reducida asi:

— 6a’bc.

En lo sucesivo, cuando hablemos de producto de dos monomios
entenderemos el producto reducido, en la forma que muestra el
ejemplo anterior, siempre que esta reduccién sea posible, esto es,
siempre que los monomios dados tengan coeficientes numeéricos
distintos de 1 y algunos factores comunes. Por ejemplo, el pro-

* Recuérdese que las letras no son sino simbolos numéricos.
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ducto de los monomios ab y cd es el monomio abcd, el cual no
es susceptible de reduccién alguna.

El ejemplo
(— 3a’h) (+ 2a%c) =i— 6a’bc

muestra que para obtener inmediatamente el producto reducido
basta tener en cuenta la siguiente

REGLA. Multipliquense los coeficientes numéricos de acuerdo
con la regla dada en § 14. EI resultado sera el coeficiente numérico
del producto de todos los factores literales que figuren en los mo-
nomios dados, elevando cada uno a un exponente igual a la suma
de los exponentes de dicho factor en los distintos monomios (de
acuerdo con el principio § 15-2 de aditividad de exponente).

La regla anterior puede desdoblarse en dos:

Regla de los coeficientes. Los coeficientes se multiplican si-
guiendo la regla, ya conocida, para los niimeros relativos (teniendo
en cuenta, en particular, la regla de los signos).

Regla de los exponentes. Los exponentes de las poténcias que
tienen la misma base se suman, segun el principio fundamental

am 5 aﬂ — am+n.
Otros ejemplos.

(— Sa’b’c) (— 2a’bc®) = + 10a°b3ct

(+ 4a°p%x*) (— 3bxy?) = — 12a%°b°x°y?

(abc)(— 2xyz) = — 2abcxyz

(—3x’y2®) (— 4xy®2?) (+ 2axy) = +} 24ax‘y°z°.

E JERCICIO 29.

Hallar los productos indicados siguientes:
1°) (—2x)(+43y) 2°) (4xy) (Syz)
3°) (4 4ab) (— 3a?%b) 4°) (- 1,5x2y%z) (4 2x22)
5°) (— 8ab) (— 2cd) 6°) (4 3x%72z) (— 4a2xz)
7°) (— 2ab) (— 3bc) (— 2cd) 8°2) (4 Sxmyn) (— 2x%y2)
99) (0,1a%5%) (2ab*) (5a3hbc) 10°) (— 3xm-1) (— xm+1)

11°) (— xyz) (— x222) (— y?22) 12°) (4a% 1) (— 0,5a2n12),
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51. Producto de un monomio por un polinomio.

Para multiplicar un monomio por un polinomio se aplica la
ley distributiva, multiplicando el monomio por cada uno de los
términos del polinomio.

Ejemplos.
m(a—+ b) = ma+ mb
m(a-+ b —c) = ma-+ mb—mc
(—2x)(3x—2y+2z) =—6x*+ 4xy — 2x2
(+ 3a*b) (a+ 2b — 3c) = 3a’b + 6a*b* — 9a*bc.
A veces la operaciéon se dispone como muestra el ejemplo
siguiente:
x—5x>+3x—4
X —2x
— 2x* 4 10x3® — 6x*> 4 8x

El signo X se usa aqui, como en Aritmética, para indicar mul-
tiplicacién. Este signo suele omitirse cuando-esta claro, por lo que
precede, que se trata de la operacion de multiplicar.

EJERCICIO 30.

Hallar los productos indicados siguientes:

1°) a(b—c+4d) 2°) (p+q—r1)x

3°) (—3x)(x*—5x+46) 4°) x%(y? + 2% — x?)

59) (2ab) (a®* — ab + b?) 6°2) x*(x?—x+2)

7°)  (— 2xy?) (x2 — 3xy 4 2y?) 8°) (y*® — yz+- z%) (y?22)

1
99y (— —Z—xyz) (x2 + y? + 2% — 2xy — 2xz + 2yz)

10°)  (4x2y3) (x* — 5x% + 2x%y?% — 6xy° + 4y*)
11°) (b%c?) (a* — bt + c* — a?b? + a’c®* — b?c?)
12°9) (— c + 3ac? — 5a?b3c?) (— 4ab3c)

13°9) x7(x3 — 2x2 4+ 5x 4 6)

14°) (3x"2)(2x% —4x2 —6x+ 3)

15°) (2xnym) (xn—1 4 xn—2ym—2 | ym—1),

52. Producto de un polinomio por otro polinomio.

Para multiplicar dos polinomios se aplica también la ley
distributiva. Resulta asi un nuevo polinomio cuyos términos son
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los productos de cada término del primer polinomio por cada tér-
mino del segundo polinomio.

Ejemplo.
El producto de los polinomios a4b-4+c y x4y+2z se
indica asi

(a+b+c)(x+y+2).

Distribuyendo el factor (a4 b+ c) entre los términos de la
suma x -+ y -+ z resulta

(a+b+c)(x+y+2)=
=(a-t+b-+c)x+(a+b+c)y+(atb+tc)z

y aplicando de nuevo la ley distributiva en cada uno de los pro-
ductos del segundo miembro, se obtiene finalmente

(a+b+c)(x+y+2)=
—ax-+t+bx+4+cx+ay+by+cy+az+bz-fcz.

Puede indicarse la manera de obtener los términos del producto
mediante el esquema:

al| ax | ay | az

b| bx | by | bz

el éx | ey, | ¢z

En la multiplicacion algebraica se conserva la terminologia de
la multiplicacién numeérica, y se llaman multiplicando y multiplica-
dor (o factores) los polinomios que se multiplican, y producto el
polinomio resultante.

En la multiplicacion de polinomios ocurre frecuentemente que
el producto contiene términos semejantes. Conviene entonces adop-
tar la disposicion que se utiliza en los ejemplos ciguientes, con lo
cual se consigue que los términos semejantes queden en columna
y sea facil efectuar su reduccion.
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Ejemplos.

1. Multiplicar x* — 5x + 2 por 2x — 3.
Dispondremos la operaciéon asi:

x*— S5x 4 2
2x — 3
2x* — 10x* 4 4x
— 3x*4+15x—6

2x* -~ 13x* -4 19x —- 6

Primero se multiplica x* — 5x 4- 2 por 2x obteniéndose
2x' — 10x- 4- 4x. Después se multiplica x* — 5x - 2 por — 3
obteniéndose — 3x* 4- 15x — 6. Este segundo producto se coloca
debajo del primero, pero corriéndolo a la derecha con objeto de
que queden en columna los términos semejantes. En la altima
linea aparece el producto ya reducido.

2. Multiplicar x* — xy 4- y* por x-4-y.
Se ticne, analogamente,
X — xy 4 ¥
R~ Y
X — xy + 1
4%y —xy’4- 5
X s 4
3. Multiplicar 3 — 2a - a' — a® por a'--1 — 2a.

Antes de efectuar la multiplicacién es conveniente ordenar los
polinomios dados en potencias ascendentes o descendentes del factor
literal que contengan (o de uno de ellos, si contienen varios factores
literales).

Si se ordenan los polinomios anteriores en potencias ascendentes
de a, tendremos:

3—2a— a4 a'
1 —-2a 4 &
3--2a-- & 4- a'
— 6a-4a* - 2a® — 2a°
4- 3a® — 2a* — a’--a’
"3 —-8a+4-3a"4-5a*— a'—3a*4-a
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Comprobaciéon. Como el producto de polinomios se obtiene
por aplicacién estricta de las leyes formales de la multiplicacién de
nimeros relativos, el polinomio-producto ha de tomar un valor
numérico igual al producto de los valores numéricos del multipli-
cando y del multiplicador para valores cualesquiera de las letras
que en ellos figuren. Esta propiedad puede utilizarse como com-
probacion de la operacién realizada.

Asi, en el ejemplo 2 tendremos, haciendo x =2, y = — 1:

Multiplicando: 44+24+1=17

Multiplicador: 2—1=1

Producto: 8= 1=7 1 (FZ78£ 1).

Si en el ejemplo 3 ponemos a = — 2 resulta:

Multiplicando: 3+ 4 — 4 4 16 = 19

Multiplicador: 1+4— 8=—3

Producto: 3 +4 16 4 12 — 40 — 16 + 96 — 128 = — 57
(=19 X —3)

Cabe aqui una observacién analoga a la hecha en 40 a propé-
sito de la comprobacién de la suma.

Otro modo de comprobar la multiplicacién consistiria en efec-
tuarla de nuevo invirtiendo el orden de los factores.

También puede comprobarse mediante la operacién inversa
(divisién) que estudiaremos pronto.

Generalmente no se hace comprobaciéon alguna, pues con la
practica continuada se llega a adquirir tal seguridad y confianza
que hacen innecesaria toda comprobacién. A lo sumo se revisan
las operaciones parciales realizadas con objeto de eliminar cualquier
equivocaciéon que se haya podido cometer.

EJERCICIO 31.

I. Efectuar las multiplicaciones indicadas siguientes. Comprobar las diez
primeras. :

1°) (x+8)(x+5) 2°) (x—4)(x—3)

3°) (x—2)(x+46) 4°) (x+7)(x—23)

5°) (x+4)(x—4) 6°) (—x+3)(x—1)

7°) (x—5)(2x—3) 8°) ((3x—2)(2z+3)

99) (2x—3y) (4x —2y) 10°) (x—y+2)(x+y+2)
119)  (3a? 4 2b?) (a2 — b?) 129)  (x2 — 2x — 2) (x + 3)
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15°)
17°)
19°)
21°)
23°)
25°)
26°9)
27°)
28°)
29°)
30°)
31°)
32°)
33°)
34°)
35°9)
36°)
37°)
38%)
39°)
40°)
41°)

43°)

45°)

47°)
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(a—b)(c—d) 14°) (a+b—c)(m—n)

(mn + m + n) (m — n) 16°) (x—2y+2)(x+y—22)
(a? — b?) (a% + b?) 18°) (xt'+4+x*—1)(x+ 2)

(2,4x®> — 5x + 3) (0,5x 4 1,2) 20°) (x® 4 2a)(a® + 2x)

(x* — 3xy —y*) (x> —3xy +y?) 22°) (a®+ b+ ab)(a?+ b%—ab)
(x4 2y~ vz =) 24°), (x*+y* —xy?) (2 1 ¥%)

(x3 — 4xy® + 3x°y — y3) (3x — 2y)

(x4y) (x*— 2%y 4+ 232 —y3)

(4,2x% 4 3,6x + 2,5) (0,1x* - 0,2x + 1,2)
(x' 4 x2—2x— 74+ 3x*) (x* —4x + 2)

(6x + 2x* + x3 — 8) (10 4 x2 — 3x)
(2x+x*—3x>—6)(2x + x> —2x3— 1)
(xt — x2y2 + y*) (x* + x2y2 + y+)

(2x% — 3y? 4+ 422) (3x? -} 2y* — 52°)
(x2—xy—xz4y>°+ 22 —yz)(x+y+2)
(a°>°—ab+b*+a+b+1)(a+b—1)
(x*+2xy +y2+ 22 —xz—yz)(x+¥ + 2)
(14 3x 4+ x2)(2 — x® 4- 4x*> — 6x)

(a® — 3an~! 4 2a"~2 +a"~?) (a + 2)
(x2n+8 - x2n+2 _ 3x2n+1 — 6x20) (x2 — 5x + 3)

(x*n — x2n 4 xn — 1)(x*+ 1)

(a?P — aPb¥ 4 b"1) (a*P -+ a?b? 4 b"1)
2+ 4 x+4+1 42°) x!'— x'y 4 x°y? — xy?® 4 yt
x—1 x +y
xt —5x2 +3x—1 44°) — 6x' —x — 2x° 4 x5 4 8x3
2 +2x —x3 x* —3 4 3x
a* 4 a®bh + a°b* + ab® -} b! 46°) x* — 3x%y + 3xy? —y?
a—b x2 4 2xy + y?

6x* — 3x%y? — 11xy3 — 4y*
x} —2x%y 4+ xy®— y°8

II. Dados A=x*—4x+4+2, B=x*+x—3, C=x>+42x—1, hallar:

1?) a) AB b) AC c) BC
29) @) A b) B® )i, E2
3°) ABC.
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53. Multiplicacién de polinomios por el método de los
coeficientes separados.

Se puede obtener el producto de dos polinomios ordenados escri-
biendo solamente sus coeficientes. Se opera con ellos de la misma
manera que por el método usual. Es muy importante en este
método escribir 0 cuando algiin término intermedio del polinomio
tenga este coeficiente y no se halle expresado.

Generalmente no se aplica el método sino a los polinomios
con una sola letra o a los polinomios homogéneos con dos letras.

Ejemplos.

1. Hallar el productoc de los polinomios x* —5x 43 y
2x — 1.

Método ordinario:

x*— 5x 4+ 3

2x — 1

2x® — 10x* 4+ ©6x
— x*4 5x—3

2x3 — 11x* 4 11x — 3

Método de coeficientes separados:

Comprobacién:
1— 54 3 =—=1
2— 1 =_. 1
2—10+4 6 —1
— 14- 5§—3
2—114-11-—-3 = —1

Respuesta: 2x°® — 11x* 4 11x — 3.

A la derecha se ha hecho la comprobacién de la operacién
hallando las sumas algebraicas de los coeficientes del multipli-
cando, multiplicador y producto. El producto de las dos primeras
sumas debera ser igual a la Gltima. Lo anterior equivale a deter-
minar los valores numéricos de los datos y del resultado para
x=1.
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2. Hallar el producto de los polinomios x* —2x-2 y
x? -} 3.

Por el método de coeficientes separados se dispone la opera-
cion asi:

|| R =1
14043 =4

1 0—24=2 4
+34+0—6-F6

IE0ET L2 —6+06 — 4

Respuesta: x° -} x* -} 2x* — 6x + 6.

Es innecesario efectuar los productos por el coeficiente cero que aparece
en el multiplicador, pero su presencia avisa que hay que mover dos lugares
a la derecha los productos por 3 de los coeficientes del multiplicando.

3. Hallar el producto de los polinomios x* — 3x%y -} 3xy® —
—y' vy x4 2xy <4y .

Se tiene:
1 — 34+ 3 &9 =0
1 401 =4
1 — 30 1 gy
4+ 85616 — 2
+ 1 —3F 3=l
1 — 22 1= =0

Respuesta: x° — x'y — 2x’y® -} 2x%y® 4 xy* — y5.

Puesto que los datos sdn polinomios homogéneos de 2°2 y J3er
grados, el resultado es un polinomio homogéneo de gracdo 5.

EJERCICIO 32.

Efectuar las multiplicaciones siguientes pnr el método de coeficiantes
separados:

1?2) (2x—35)(3x:}-2)
22) (x*—4x-}F2)(x—13)
3°) (x2-}F3x—6)(x2—xF1)
4°) (x*4+2—=3x-x?)(x—2)
59 (x*-Fx+4)(x242)
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6°) (V*+y+y%)(2—1)
7?) (X*—x?y4-x2—y*)(x+¥)
8°) (x' — 2x%y + 4x%y? — 8xy* + 16y*) (x +2y)
9?) (4a% 4 ab — 2b?) (3a? — 2ab + b?)
10°) (a® 4 3a®b -+ 3ab® + b?) (a? 4 2ab + b?).

54. Division de un monomio por otro,

Dividir un monomio por otro es encontrar un tercero cuyo
producto por el segundo sea el primero.

En la divisién algebraica se usa la misma terminologia y nota-
cién que en la divisiéon numérica (§ 16).

Ejemplo.
La divisién de 15x’y® por — 3x* se indica asi
15 3¢,2
(15x°y?): (— 3x), (15x°y?) : (— 3x?), o bien, "%

En el Algebra se prefiere generalmente la Gltima notacién.

El monomio que se divide se llama dividendo (15x°y® en el
ejemplo anterior). El monomio por el cual se divide se llama
divisor (— 3x*). El monomio resultante se denomina cociente.

En el ejemplo que estamos considerando el cociente es — 5xy?.
En efecto,

(— 5xy*)(— 3x%) = 15x°y2.
Por tanto, escribiremos
15 x*y?
— 3x*
Para obtener el cociente basta aplicar la siguiente

= — S5xy?2.

REGLA. Dividanse los coeficientes numéricos de acuerdo con la
regla dada en § 16. EI resultado obtenido sera el coeficiente numé-
rico del cociente. Cada factor literal del dividendo o del divisor
lo seré también del cociente pero con un exponente igual a la
diferencia entre los exponentes con que figura en el dividendo y en
el divisor (de acuerdo con lo establecido en § 16-4). Cuando un fac-
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tor figure en el dividendo pero no en el divisor (o viceversa) puede
suponerse que tiene en éste (o en aquél) exponente cero.

La regla anterior puede desdoblarse en dos:

Regla de los coeficientes: Los coeficientes se dividen siguiendo
la regla ya conocida para los nimeros relativos (teniendo en cuen-
ta, en particular, la regla de los signos).

Regla de los exponentes: Los exponentes de las potencias que
tienen la misma base se restan, segiin el principio fundamental

a”l
paees am"’ﬂ
a"
y se tienen presente los importantes convenios 16-4 y 22:
1
&% =31 a~" ==
an

Aplicando la regla enunciada al ejemplo considerado anterior-
mente tendriamos:

15x%y? 15
__x3:2 = — 3 Xy = — Sxy3.

En la practica el paso intermedio se realiza mentalmente.

Otros ejemplos.
— 4a*b’c
— 8a°b’c
— 10ax?*y?
+ 2axy?

6x2nyn+3

2xnyn+l

I
I
W
]
<

|
w
x‘
~<~

EJERCICIO 33.

Hallar los cocientes indicados siguientes:

9x5 — 4xiy?
19) 20) e
3x2 2xy
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Sa3h3c? - 6mnp
b R cal-SIH oy =N
— &b%c — 3mp
— 2xy2g8 10xy?
59) _L 69) i
4xy'2 58’?
20a2xy? — xiySg?
7°) AT 89) __ya_'..
— 4axy® 4x2yz
30x10515 6a2bn
9°) — 109) —m8M —
20x8z12 — Ga2pn—1
4an+1p? 36x2myn+2
119) i<l 129) __imy”_
— 2an-1p — 9xmyn—1

55. Division de un polinomio por un monomio.
Dividir un polinomio por un monomio es hallar otro polinomio
cuyo producto por el monomio sea igual al polinomio dado.

REGLA. Para dividir un polinomio por un monomio basta divi-
dir cada término del polinomio por el monomio y formar el polino-
mio cuyos términos son los cocientes asi hallados.

En general, el polinomio resultante no serd un polinomio entero,
es decir, sus términos contendran divisores literales, o bien, facto-
res elevados a exponentes negativos (§ 25).

Asi, por ejemplo,

at+b—c
m

En efecto,

(am™ +bm* —cm*)m=a-+ b—c.

=i+£—i=am“+bm“——cm“.
m m m

Otros ejemplos.

—3
x* xy=X’_3xy=x_3y
X X X

4x* — 5x + 2
2x

=2x — 2,5 4 x
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6m’n — 3m*’n? — 9mn?®

= 2m?® — mn — 3n?

3mn
10x2nt+1 + 15xn+2 _ 10xn+1 15xn+2 . 358
§5xn—1 - 5xn—1 5xn—1 L + *

Para comprobar los cocientes obtenidos basta multiplicarlos por
los correspondientes divisores y se deberan obtener los dividen-
dos respectivos.

Asi, en el Gltimo ejemplo tenemos:
(2x"*2 4 3x%) . 5x"~! = 10x%n+1 |- 15x"+2,

EJERCICIO 34.

Hallar los cocientes indicados siguientes:

2 + 2ab 4x* — 8x7
1°) a_-}-__ 29) ok RS
a 4x3
9a% — 18a* x2 4 5x+4 2
39) FEaTe T3 49) F B s ML
— 62 x
x3 —4x2 4 6x — 2 a*bc — a%bc® 4 ash3c®
59) 6°)
xZ a*bh?c?
6a3® — 4a2b + 10ab? Sx3y? — 2xy°® 4 3xy
7°) 89)
— 2a xy
— 4m3m? 4 8m®nf — 16m*n® 4x8y822 — 6xiy22z5 4 x2y322 -
99) 10°)
— 4m3nt 2x2yz3
x3n+1 _ g@n+2 | Qgn+3 a2m+3 | 3g2m+2 — 4a2m+1
119) i 129)
xn am+1

56. Division de un polinomio por otro polinomio.

Consideremos dos polinomios ordenados segin las potencias
descendentes de una letra x (pudiendo contener o no los polino-
mios otras letras). Indicaremos esto usando la notacién A(x) y
B(x) para designar los polinomios, y supondremos que el grado
de A(x) es mayor o igual que el de B(x).
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Asi, por ejemplo, podremos tener

Ax)=x*4+2x*—3x+46
B(x)=x*—x+2

o bien,
A(x) = x* — 6xy + 2y?
B(x) =x + 3y

de modo que aun cuando los polinomios contengan otras letras,
s6lo nos fijaremos, por el momento, en la letra ordenatriz x.

De la misma manera que el cociente de un nimero natural
por otro no es en general un namero natural, el cociente de un
polinomio por otro no es en general un polinomio. Pero de igual
modo que la divisién entera de un nimero por otro siempre puede
efectuarse, quedando un resto menor que el divisor*, se puede
hablar siempre de divisién entera de un polinomio por otro, en
la forma que se establece en la siguiente

DEFINICION. Dividir un polinomio A(x) por otro polinomio
B(x), cuyo grado sea igual o menor que el de A(x), es hallar otros
dos polinomios C(x) y R(x) que cumplan las siguientes con-
diciones:

1) A(x) =B(x) - -C(x) + R(x).
2) Grado de R(x) menor que el grado de B(x).

El polinomio A(x)'‘se llama el dividendo, B(x) el divisor,
C(x) el cociente entero, y R(x) el resto.

Cuando el resto R(x) es cero la divisiéon de A(x) por B(x)
se dice exacta, y se tiene

A(x) = B(x) - C(x).

Para ver como debe procederse para hallar el cociente y el

resto de una division de polinomios, consideremos el caso particu-
lar siguiente:

% Asi, por ejemplo, el cociente entero de 20 por 3 es 6 y el resto es 2, escribiéndose:
20 2 2
20=3X6+2 6 —3-—6-*-5—6?
esto es,
dividendo = divisor X cociente + resto
Cuando el resto es cero la divisién se dice exacta.
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B(x) =3x*—x+ 4
C(x) =2x—3
Rix) =% —5:

Se tendra entonces:
Ax) =3x*—x+4)(2x—3) + (x —5)
o A(x) =6x* — 11x* 4+ 12x — 17
de modo que
6x) — 11x* 4+ 12x — 17 = (3x* — x4+ 4)(2x— 3) + (x —5).
La igualdad anterior se puede escribir también
(6x* — 11x* + 12x — 17) — (3x* —x+4)(2x —3)=x—5

lo cual expresa’ que el resto de la divisién es la diferencia entre
el dividendo y un cierto “multiplo” del divisor.

Aplicando la propiedad distributiva al producto indicado en
el primer miembro tendriamos:

[1] (6x* — 11x* 4 12x — 17) — (3x* — x4 4)(2x) —
—Bx*—x4+4)(—3)=x—35
Puesto que el primer término del dividendo (6x®) es el pro-
ducto del primer término del divisor (3x?) por el primer término

del cociente (2x), éste ultimo se puede hallar dividiendo 6x*® por
3x*, esto es:

6x? 9
—2x:
3x*

Si ahora se multiplica 2x por el divisor completo 3x* — x 4 4
se obtiene

6x® — 2x* 4 8x

y si esto se resta del dividendo en la forma que indica el primer
miembro de [1], se encuentra
6x°® — 11x* 4 12x — 17
6x* — 2x* 4 8x
— 9x* 4 4x — 17
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que es lo que se llama el primer resto parcial. La igualdad [1]
se puede entonces escribir

[2] (=92 +4x—17)—(3x® — x4 4)(—3)=x—5.

Como el resto x — 5 es de grado menor que el divisor, los
términos en x? deben eliminarse, es decir:

— 9x* = (322)(— 3).

Por tanto, — 3, que es el segundo término del cociente, se
puede hallar dividiendo el primer término del resto parcial por el
primer término del divisor, a saber:

— 9x?
= —3.
3x?
Finalmente, la igualdad [2] indica que el resto de la divisién

se obtiene restando del primer resto parcial el producto del divisor
completo por — 3.

En la practica las operaciones descritas se disponen de la ma-
nera siguiente:

Dividendo 6x* — 11x* 4 12x — 17 | 3x* — x+ 4 Divisor
6x* — 2x*+4 8x 2x — 3 Cociente
1er resto parcial — 9x2 4+ 4x — 17
— 9x%2 4 3x— 12
Resto x—35

Resumiremos el procedimiento explicado en la siguiente

REGLA. Supuestos ordenados el dividendo y el divisor en po-
tencias descendentes de una misma letra, se obtiene el primer
término del cociente dividiendo el primer término del dividendo
por el primer término del divisor; el primer resto parcial resulta
restando del dividendo el producto del divisor por él primer térmi-
no del cociente; dividiendo ahora el primer término de dicho resto
parcial por el primer término del divisor se obtiene el segundo
término del cociente, y asi sucesivamente, hasta obtener un resto
cuyo grado sea menor que el grado del divisor, el cual sera el resto
de la divisién. Si este resto Gltimo es nulo la division seré exacta.
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Otros ejemplos.

1. 2+3%4+ x4+ 4 | x—2
x’ — 2x* x* + 5x + 11
S+ x4+ 4
5x® — 10x
11x 4+ 4
11x — 22
+ 26

En 1la préctxca no suelen escribirse completamente los restos parciales
8ino que los términos del dividendo van “bajidndose” segiin sea necesario. Asi,
por ejemplo, en el caso anterior se dispone la operacién asi:

4324+ x4+ 4 | x—2

* — 2x? x* + 5x + 11
522 4+ x
S5x* — 10x
11x + 4
11x — 22
+ 26
2. 6a*— &+ 5a°+34a— 14 | 2a? —3a+ 7
6a* — 9a° 4+ 21a° 328 + 4a — 2

8a® — 16a® 4 34a — 14
8a® — 12a% 4 28e
— 4a® 4+ 6a— 14
— 4a’ 4 6a— 14

0
3. &b sy NELpEgapep g
x* + 2’y + x*y? x2 — xy 4 y?
—~xy + 5
_fy_xzyz_xya
x’y? + xy* + y*
x'y* + xy* + y*
0

Page 136 of 479



126 www.opentor.com

Cuando los polinomios contienen varias letras, el cociente y el
resto resultan enteros con respecto a la letra ordenatriz pero no
necesariamente con respecto a las otras letras. Ademas, si se repite
la operacién eligiendo otra letra para ordenarlos, el cociente y el
resto son en general distintos a los obtenidos primeramente, como
muestra el ejemplo siguiente.

4. 2x* — 3%y + x5 — xy*+y' | ¥’y — 2xy* 4+ y°
2x* — 4x°y + 2x*y? 2x*y '+ x4y
+ Xy— P — TPrepaps
x’y — 2x*y? + xy?
+ %y —2xy’ 4+ y*
+ =yt —2xy* -y

0
y*— x4+ y&*—3yx* 4 2x* | y' — 2y%x  yx*
y' — 2y’ 4 ‘y’x* y+x
yix — 3yx* 4+ 2x*

y’x — 2y’x* + yx®
2y*x* — 4yx® 4 2x*

Los polinomios utilizados en las dos tultimas divisiones son los
mismos. En la primera se tomd x como letra ordenatriz resultando
el cociente exacto 2x°y~' 4+ x -+ y, que es un polinomio entero
con respecto a la letra x pero no con respecto a la letra y. En la
segunda se tomé y como letra ordenatriz resultando inexacta la
division. El cociente es ahora y -+ x y el resto es 2y°x* —
— 4yx® 4+ 2x*. Notese que este resto es con respecto a la letra
y de grado menor que el divisor.

He aqui, finalmente, un ejemplo en donde intervienen poten-
cias con exponentes literales:

5. 2x°" — 6x*"y" + 6x"y*" — 2y°" | x" — y*
2x%" — 2x*nyn 2x" — 4xny" | 2y°n

— 4x%"yn L GxMyn — 2yn
— 4x%nyn 4xny?2n

2xMyn — Qpn

2x"y?" — Qp3n

0
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Comprobacion. La comprobacion de la division se efectia
sumando el resto al producto del divisor por el cociente, lo cual
debera ser igual al dividendo, de acuerdo con la propiedad fun-
damental que sirve de definicion. Esto es:

divisor X cociente - resto — dividendo.

Ademas, debe verificarse si el resto obtenido es de grado
menor que el divisor (con respecto a la letra ordenatriz escogida).
Asi, el ejemplo 1 en la divisién de la pag. 123 se tiene

(x—2)(x¥* + 5x 4+ 11) 4 26 = (x* 4+ 3x> 4+ x — 22) 426 =
x* 4 3x* 4+ x 4 4.

Se puede comprobar también la operacién dando un valor
numérico a la letra o letras que figuren en los polinomios y viendo
si los valores numéricos correspondientes verifican la relacién

I

divisor X cociente 4 resto = dividendo.
Asi, si en el ejemplo anterior hacemos x — 4 resulta:

dividendo =64 4+ 48 + 4 4+ 4 = 120

divisor = 4 — 2 —
cociente = 16 4+ 20 4 11 = 47
resto = 26 =206
y se tiene
2 X 47 4+ 26 = 120.
EJERCICIO 35.
I. Dividir:
1°) x*4+9x+4 20 por x+5 2°) x*2—7x+12 por x—3
3°) x246x—11 por x—2 4°) a®*—2a’+3a—5 por a+3
5°) B*+44b2+4+6 por b—4 6°) x*—16 por x—2
7°) x3+41 por x-+1 8°) x341 por x—1
9°) x5—1 por x—1 10°) x5—1 por x+1

11°) 7 —9x+ 4x® — 8x? por 2x—3

12°) x* —6x*+4+2x*+3x—4 por x2—x-+42

13°) x*—12x+4 11x2 —5x* 4+ 6 por 3 — 3x -+ x2
149) 12a* —39a% 4 10 4 37a -+-4a? por 4a2 —5a—2
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159)
169)
179)
189)
199)
20°)
219)
229)
239)
24°)
259)

www.opentor.com

a*+9a® 481 por —a2+4+3a—9
a®—2a®+1 por a2—2a+41
S5b® —6b*+1 por 362 —b 41
y*—2y2+y*—6+2y por y243y+43
x54+1 por *—x24x2—x+41
0,63x® — 1,49x2 4 0,61x 4 0,33 por 0,9x — 1,1
0,42y* — 0,63y° — 0,79y% 4 0,45y + 0,35 por 0,652 — 0,9y — 0,7
6x°" 4 5x2n — 18x" -8 por 3x" — 2
4x3n — 6x2n 4 12x" — 7 por 2x" -+ 5
xim | ¥?m L 1 por x2m-xm 4 1
20atn+6 — 18a4n+5 | 23a1n+4 — 4aintd | gin+2 | 3aintl
por 4an+2z — 2an+1 4 3an,

II. En las divisiones siguientes usar la x como letra ordenatriz:

269)
279)
289)
299)
309)
319)
329)
339)
349)
359)
36°)
379)
389)
399)
40°)
419)
429)
439)
44°)

459)

x? —2xy +y? por x—y
x?+3x%y +3xy> 4 y® por x4y
x®+3x?y 4 3xy2+y® por x—y
x>—y3 por x4y
x*+y5 por x+y
x*+y® por x?—xy+y?
x®+y® por x%+4y2
x* — x%2%2 4 z* por x2 — xz -} 22
4x* — 12ax3 4 31a%x2 — 33a%x 4 28a* por 2x? — 3ax -+ 4a?
10x5y — 21x*y? — 56xy° — 3x2y4 — 10x3y® por 8y® — 3xy2 4 5x%y
x8 — 4xtyt 4 16y8 por x* 4 2x3y 4 2x%y? 4 4xy3 + 4yt
X2 —y? — 22 —2yz por xt+y+z
¥4y 422+ 3x%y 4+ 302 por x+y-+z
x4y 423 —3xyz por x+y+z
2:2—3}3”—z2+xy‘—xz—4yz por 2x+4+3y 42
x° 4 8y% — 12522 4 30xyz por x4 2y — 5z
x4 y® 4 828 — 6xyz por x? 4 y2? 4 422 — 2xz — xy — 2yz
x2n — 2x"y" - y?% por x" — yn"
xmingn _ gymin—1y2n _ 13xm+n—2y3n L ]5xm+n—3yin  por
M - 2ym—lpn _ Jym—2y2n
X5 | xAMyn _ 3x3my2n | 14x2mySn _ 4ymyAn por y2m | 3xmyn . yln,
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III. En los siguientes ejercicios hacer las divisiones dos veces utilizando
primero x como letra ordenatriz y después y:

469)
479)
489)
499)
50°)

4x? 4 8xy +y? por 2x—y oA

6x2 — 4xy + y? por 3x+4y

x* + x%y? 4 2y* por x%y — xy? 4 y3

x¢ — 3x% + x'y? + 2y* — 3xy® +y° por x'y? — 3x’yd 4 x?yt
x* + xy —4x%y? + xy® + y* por x2 — 2xy 4 32,

7. Division por el método de coeficientes separados.

Puesto que en la operacién de dividir los polinomios dividendo
y divisor se ordenan previamente, los distintos términos de la ope-
raciéon quedan dispuestos de tal manera que ‘sus posiciones respec-
tivas bastan para indicar las potencias de la letra ordenatriz
escogida. Este hecho se utiliza, como en la suma, resta y multi-
plicacién, para abreviar la operacién, escribiendo solamente los
coeficientes, pero no se debe olvidar el escribir coeficientes 0
cuando falte algiin término en los polinomios considerados.

Ejemplos.
1. Dividir x* —4x* 4+ 7x —5 por x — 2.
Meétodo ordinario:

x*—4x*+T7x—5 | x—2

x® — 2x? x> —2x+ 3
— 2x* 4+ 7x
— 2x* 4 7x
+3x—5
4+ 3x—6
+1

Método de coeficientes separados:

bissid i <5 ]ili Lo

1—2 1—2+43
— 247 =x*—2x+4+3
—2+4

+3—5
+3—6
+1
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2. Dividir 2x* — 5x°y 4+ 12xy® — 9y* por x* — 3xy + 3y~

Tomando la x como letra ordenatriz se tiene, por el método
de coeficientes separados:

2—540+4+12—9 |1—3+43

2—6-+46 24+1-—-3
1—6-+4 12
1—-3+4+ 3
—34+ 9—-9
—34 9—-9
0

Por tanto, el cociente exacto es 2x? 4 xy — 3y

En el caso en que el divisor es un binomio de primer grado
de la forma x *-a, como en el ejemplo 1, la operacién puede
abreviarse aun més. En primer lugar, es innecesario escribir el
primer término en las lineas que se escriben debajo de cada resto
parcial y, ademés, no es conveniente “bajar” sucesivamente los
términos del dividendo. A continuacién mostramos esto escribiendo
a la izquierda el ejemplo 1 en la forma en que se hizo antes y a
la derecha el mismo ejemplo en forma abreviada:

1—447—-5 |1—2 1—44+7—5 | 1—2
1—2 1—2+3 —2 1—2+43
—2+7 —2
—2+44 + 4
+3—5 +3
+3—6 —
41 +1

Mejor aiin es condensar en una sola linea todos los nameros
que se escriben debajo del dividendo, del siguiente modo:

1—4+4+7—5 | 1—=2
—2+4—6 1—2+43
—2+3+1
Si en la tercera linea se escribe el primer término del dividendo

delante del — 2, resulta innecesario escribir el cociente debajo
del divisor, pues sus términos seran los mismos de la tercera linea,
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excepto el Gltimo, que representa el resto. Por otra parte, es tam-
bién innecesario escribir el primer término del divisor. Tras estas
modificaciones, la operacién se escribe del modo siguiente:

1—44-7L5 |"—2
—19- 454116
1—2 403+

En estas condiciones la operacién se efectla asi: se escribe
en la tercera linea el primer término del dividendo, el cual se
multiplica por el divisor — 2 y el producto se coloca en la segun-
da linea debajo del — 4; restando los nimeros situados en la
segunda columna se obtiene — 2 el cual se escribe en la tercera
linea y se multiplica por el divisor — 2, obteniéndose -+ 4, que
se sita debajo del 7 y se resta de éste, quedando 4 3 en la ter-
cera linea; multiplicando otra vez por — 2 se obtiene — 6 que
se coloca debajo de — 5 y se resta, obteniéndose -+ 1 que se
escribe en la tercera linea.

Con objeto de convertir las sustracciones de los niimeros de la
segunda fila en adiciones (algebraicas), lo cual es algo mas -cémo-
do, se cambia de signo el nimero que representa al divisor. Después

de esta Gltima modificacién ia operacién queda en la siguiente
forma:

1~ 75 | +2
+2—-446
1-2+3+1

Los niimeros de la tercera linea resultan de sumar los corres-
pondientes de las lineas primera y segunda.

La disposicién anterior para efectuar la divisién de un polino-
mio por un binomio de primer grado, se llama division sintética,
o método de Horner o de Ruffini.

Otros ejemplos.

3. Dividir x* —3x*4 2 por x — 3.

Se tiene:
Coeficientes del dividendo: 14+0—3+ 04 2 | 4+ 3 Divisor
-+ 3 X coeficientes del cociente: ~ +34-9-4-184-54
Coef. del cociente y resto: 14-3+6-+18-4-56
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Cociente: x® -+ 3x* 4 6x 4 18.
Resto: - 56.
4. Dividir x*+4+x*—3x—6 por x4 1.
1+414+04+0—-3—6 | —1
—14+04+04+0+43
1+04+0+4+0—3—3
Cociente: x* — 3.
Resto: — 3.

5. Dividir x*+4 6x*+4 11x+4+ 6 por x4 3.
1+6+11+46 | —3

—3— 9—6
1434 240
Cociente: x? 4 3x + 2.

Resto: 0.

EJERCICIO 36.

I. Efectuar las siguientes divisiones por el método de coeficientes
separados:

1°9) 2x2 —5x+46 por x—3

29) 3x2+4-4x—1 por x4 2

39) x3—4x?2—3x+4+8 por x—2

4°) x3+4+2x—5 por x—4

59) x*—2x3--20x2+4+x-+46 por x+4

6°) 3x*—25x2—5x+48 por x+4+3

7°) x*—5x3—6x2-4+3x+7 por x2—2x-+1
8°) =x*+4x2+46 por 4 3x—2

99) x3 — 4x%y - 2xy? — 2y® por x— 2y

10°) 2x* 4 5x3y — 3xy® 4 y* por x2 4 2xy — 3y?

II. Aplicar el método de divisién sintética a los ejemplos siguientes:

11°) x2—8x+9 por x—1
12°) x246x-+3 por x—2
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13°) x83—x24x—1 por x+41
14°) 2x34-3x2—6 por x+ 2
159) x*4+4x>42x—10 por x—3
16°) 4x®+4 20x2—64 por x+ 4
17°) x*—x?4 8 por x+3

18°) x5—32 por x—2

19°) x54-x%42x—10 por x4+ 2
20°) xX—x*+4+x243 por x~—1.

58. Cociente completo.

En la divisién de 20 por 3 se tiene

20=3 X6+ 2
o bien
20 2 2
3. - TR

y en Aritmética se dice que 6 es el cociente entero de la divi-
siébn y que
2

2

es el cociente completo. El cociente completo se obtiene agre-
gando al cociente entero una fraccién cuyo numerador es el resto
y cuyo denominador es el divisor.

Noétese que en Aritmética se prescinde a veces del signo -+
escribiéndose la suma de un entero y un quebrado poniendo éste
a continuacién de aquél, en forma llamada ndamero mixto, como

2
el 6 T del ejemplo anterior. Esta practica no se sigue en Algebra

cuando se trata de simbolos literales ya que, segiin los convenios
aceptados, la escritura de un simbolo a continuacién de otro indica

aqui producto y no suma.

Asi, por ejemplo, en Algebra

b b
a— indica 451-i yno a-+ —.
c c c
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Se llama cociente completo de la divisién de A(x) por B(x)

a la expresién

A(x) R(x)

BG) — O T ES

[1]
en donde C(x) es el cociente entero y R(x) el resto de la divisién
de A(x) por B(x). Los cocientes de polinomios de la forma

A(x) R(x)
Bx) °  B®X)

que llamaremos también fracciones algebraicas, los consideraremos
sujetos a la condicién fundamental
A(x) R(x)

B(x) X B(x) = A(x), WX B(x) = R(x)

de modo que el caso de cociente exacto, que se indica con la
misma notacién

A(x)
B(x)

queda incluido en el concepto anterior como caso particular.

Las operaciones con fracciones algebraicas, que estudiaremos
con mas detenimiento en el capitulo 10, cumplen las mismas leyes
formales que las operaciones analogas con fracciones numéricas.

Si se multiplican ambos miembros de [1] por B(x) y se
aplica la propiedad distributiva, se obtiene

[2] A(x) = B(x) - C(x) + R(x)

que no es otra cosa que la igualdad utilizada en § 56 para definir
el cociente entero y el resto de la division de A(x) por B(x).

La igualdad [1] no es completamente equivalente a la [2]
pues esta 1ultima es valida para valores numéricos cualesquiera
de las letras que figuren en los polinomios, en tanto que en [1]
no se puede dar a las letras valores que anulen B(x).
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Ejemplos.
1. Puesto que

x*—4x*—2x+ 5 | x—3

x® — 3x? x> —x—5
— x*—2x
— x* 4 3x
—5x+ 5
— 5x 4+ 15
— 10

el cociente completo de la divisién de x* — 4x* —2x + 5 por
x—3 es

1. Puesto que

=y =& —xy+y)(x+y) — 2y
el cociente completo de la divisién de x* — y® por x+ y es
x: —y? — 2y
oo By XYY
X ¥ TR .

3. Cuando el resto es cero, el cociente completo se reduce
al cociente exacto. Asi, por ejemplo,

%3 —
—yaz.-x“—}-xy—{—y’.
xX—y

EJERCICIO 37.

Hallar el cociente completo en las divisiones indicadas siguientes:
1°) (x*+x+4+2): (x4 1)

2°) (x4 x2 — 4)‘(x—2)

3°) (2x¥—x2+4+x—6):(x2—x+41)

4°) (x4+x2+3x-4).(xz—2x+3)

59) (*—x}4x2—x+1):(x—1)

6°) (2—2xy+y?):(x+y)

7°)  (x*+4xy + 2y%) : (x—2y)
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8% (xX*—=3x%y+xy* —y%):(x—y)
) P+ 2y —xy*+y°) : (22 +¥?)
10°) (a® — Bb®) : (a? — ab + b2).
EJERCICIO 38. (REPASO).

I. Efectuar los productos indicados siguientes:

1°)  (— 2x%y3z) (— 3xyt) 2°) (4 2,5ab?) (— 3a%bc®)

3°)  (—zxy)(—2yz) (—4x2z) 4°) (3xn1) (2xntiyn)

5°) b2(a? — b2 4 c2) 6°) (&% — 5ab — b?) (a?b®)

7°) an(a?+42a-+1) 8°) anpm(antl — ghphm - pm+1)

9°) (x—2y+3x)(2x+y—2z)
10°)  (x® — 6x% + 4xy? — 2y%) (2x — 3y)
11°) (2 —2+4x3—3x+42x*)(3x —x2 42)
12°) (x%n+2 — 3x2n+1 _ 2x2n 4 x2n-1) (x2 — 2x 4 5)

II. Hallar los productos siguientes por el método de coeficientes
separados:

1°) (x* —4x2 —3x—2)(x2—2x+41)

29) (x*—2x2+4+3)(2+4+x—2)

3°) (a*—a*+2)(a%*+3)

4°) (B*4+b—2)(B2—b+2)

59)  (3x% — 2xy + y?) (x% — 3xy + 2y?)

6°) (a® + b® + 3a%b + 3ab?) (a% + b* — 2ab)

III. Dados W=a+b+4¢, X=a—b+c, Y=a+b—c, Z=—a-+
+ b+ c, hallar:

1°) WXYZ
29) W24 X2 4 Y24 22

IV. Hallar los cocientes indicados siguientes:

i — 6 x2y32z% 29 — 10a2%b?%c?
) 2xy*z® — S5bc?
. 20x5y%210 o 16x3my2zn+1
3 ) 4013"5‘12 — 4:2Myﬂ—1
50 3ab — 2a? 6% x5 — x3 4 2x2
2 2a x?
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6x2y® — Ox3y2 4 12x3y3 2xntly2m _ 32nym+1
7°) 8°)
x%y? xnym

V. Hallar el cociente entero y el resto en los siguientes:
19) (*—5x+2x+4+6) : (x—3)
29) (x*4x2—2x*420—1x) : (2242 —4x)
3°) (0,24y% 4 0,44y* — 0,12y° — 0,58y — 0,48y +- 0,18) :
(0,2y2 4- 0,3y — 0,1)

- (1b4 1b2+1b 1) (1b2+1b 1)
4 9 6 16 2 3 4%

VI. Hallar el cociente entero y el resto en las divisiones siguientes
tomando a como letra ordenatriz:

1°) (2ab + a* — 22a%b? — ab® — b*) : (a — 4b)

20)  (ant4 — Gan+3pn 4 4an +2p2n | 15gn+1p3n _ gnpin — gn—1psn) .
(a? — 4ab™ — b*")

VII. Utilizar el método de divisién sintética en los ejemplos siguientes:
1°) (x®*+430x>*+414x—8) : (x4 5)

2°) (x*—10x%+ 100x — 18) : (x —4)

39) (x®*—40x3+4 150x —36) : (x—6)

VIII. En las siguientes divisiones hallar el cociente completo:
19) (334 6x2—x+5): (x+2) |

29) (x*—3x®+4+6x2+42x—8): (x2—4x+5)

39) (x*—3x%y%+y?) : (x—2y).

TEST 5.

I. Multiplicar:

1°) a) (2x%?)(—4axy?) b) (a"bn)(a™b™c")

2°) a) (x%y — 3xy?—2y®) (— 2xy?) b) (x"P 4 ym=P)(xPyP)
3°) (x24+2—2x+x%)(2x+ x2—3)

4°) (x* — 6x%y + 2x2y? — 6xy° + y*) (2x2 — xy -} 2y?)

59) Hallar los productos siguientes usando el método de coeficientes
separados:

a) (x+y)(x—y) b) (x+y)?%
c) (x—y)2 d) (x+4y)(x2—zxy-+y?)
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II. Dividir:
1°) a) (— 8xy?%z%) : (— 2xyz*) b) (a%nbmcP) : (anbMcP~1)
2°) a) (3x%y2 — 2x%y3 + 4x3y3) : (x%y) b) (ynt1 — zni2) ; (y222)
3°) (5x*—4x54+x8—9x2 —6+4 13x) : (x2—3x+2)

III. En la siguiente divisidén sintética expresar el cociente como un poli-
nomio en x, y dar el resto:

24+0—9+2+1+3 | 2
+44+8—-24042

24+4—1404+1+45

IV. Efectuar la divisién siguiente por coeficientes separados tomando x
como letra ordenatriz: 5

(x5 + 23y%2 — x%2y° — %) : (2 4+ 2y + ¥?).
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CarpiTUuLO 6.

ECUACIONES ALGEBRAICAS SENCILLAS.
PROBLEMAS.

59. Ecuaciones.

Las igualdades de la forma

2x+1=x+3
x*—=2—8x
x+y=3,

que son ciertas solamente para algunos valores de las letras que
contienen, se llaman ecuaciones.

Asi, por ejemplo, la primera de las igualdades escritas arriba
solamente es cierta para x — 2; la segunda sélo se cumple para

x=1y x=—2; y la tercera solamente la satisfacen aquellos
nameros cuya suma algebraica sea 3, v.gr, x =1,y =2; x =4,
y=—1; x=— 2, y =5 etc. Hay una infinidad de valores que

satisfacen esta tercera ecuacién, pero no todo par de valores la
satisface; por ejemplo, para x — 4, y — 5 la igualdad no se cumple.

Resolver una ecuacion es determinar los valores de las letras
que hacen cierta la igualdad. Estos valores se llaman soluciones o
raices de la ecuacidn.

Las letras que intervienen en las ecuaciones reciben el nombre
de incognitas. Por lo general las incognitas se indican mediante
las Gltimas letras del alfabeto (x, y, z, ...).

Ejemplo.

En la ecuacién
3x —5=x + 3

la incégnita es x. Esta ecuacion tiene la solucién o raiz
xo=4q;
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Comprobacién: 3 X 4 —5=443=17.

En una ecuacién la expresién que se antepone al signo — se
llama el primer miembro de la ecuacién; la expresién que sigue
al signo — se llama el segundo miembro de la ecuacién.

Asi, en el ejemplo anterior, 3x — 5 es el primer miembro
de la ecuacién y x 4+ 3 es el segundo miembro.

Si ambos miembros de una ecuacién son polinomios, se llama
grado de la ecuacién al mayor de los grados de estos polinomios,
o-al grado comln de los mismos en caso de que estos polino-
mios sean del mismo grado.

Ejemplo.

La ecuacién
3x4+2=x—8

es de primer grado; y la ecuacién
2x + 1 = 2x?
es de segundo grado.

En este capitulo sélo nos ocuparemos de la resolucién de ecua-
ciones sencillas de primer grado y de los problemas que conducen
al planteamiento y resolucién de ecuaciones de este tipo.

Decimos que la ecuacién es sencilla cuando la incégnita esta
sometida Gnicamente a las operaciones de suma (algebraica) y
multiplicacién.

60. Ecuaciones equivalentes, Transposicion de términos.

Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas
soluciones.

Ejemplo.
Las ecuaciones
3x=2x+5
y
3x —2x=75

son equivalentes. Ambas tienen la solucién x = 5.
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Las ecuaciones sencillas se resuelven transforméandolas en otras
equivalentes, de acuerdo con la regla que enunciaremos después.

Las siguientes operaciones permiten transformar una ecuacién
en otra equivalente:

a) Suma o resta del mismo miimero o de la misma expresion
algebraica entera a ambos miembros de la ecuacion.

b) Multiplicaciéon o division de ambos miembros de la ecua-
cién por el mismo nimero distinto de cero.

Esto es consecuencia de la ley de uniformidad de las operacio-
nes con ndmeros relativos (véase § 18).

La operaciéon (a) permite pasar o fransponer términos de un
miembro a otro de la ecuacién siempre que, al propio tiempo, se
cambie el signo de los términos que se transponen.

Asi, por ejemplo, la ecuacién

[1] 2x —b=x+4a
se transforma, sumando b en ambos miembros.
[2] 2x —b+b=x+4+a-+b
o bien,
[3] 2x =x+ a-+ b.

En la practica se pasa de [1] a [3] directamente y se dice
que se ha transpuesto el término — b al segundo miembro. Nétese

que este término se escribe 4+ b en el segundo miembro, esto es,
con signo cambiado.

Ahora podemos tomar [3] y restar x en ambos miembros,
obteniendo

[4] 2x —x=x-+a-+b—x
o bien,

[5] x=a-+b
después de reducir términos semejantes.
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Otro ejemplo.
Si en la ecuacion
24+3x—4+4+x—2=3—8—2x+3+x

pasamos los términos numéricos del primer miembro al segundo
y los términos que contienen x del segundo miembro al primero,
resulta:

3x+x+2x—x=3—-8+3—-2+4+4+2

o bien,
b ==

que es una ecuacion equivalente.

La operacion (b), a saber, multiplicacién o division de ambos
miembros de una ecuaciéon por el mismo nimero diferente de cero,
permite pasar un factor (divisor) de un miembro de la ecuacién
al otro, siempre que se escriba como divisor (factor) en este
altimo.

Asi, por ejemplo, si dividimos por 5 ambos miembros de la ecua-
cioén

[6] 5¢x = 2
se obtiene
5x . 2
5 8
o bien,
2
[7] X = '5—

Obsérvese que el factor 5 que figura en el primer miembro de

la ecuacion [6] aparece como divisor en el segundo miembro
de [7].

En la practica se pasa directamente de la ecuaciéon [6]
a la [7].

Otros ejemplos.

1
4x = 12 es equivalente a szZ 6 x=3.
%—x:S es equivalente a x=5X 3 6 x=15.
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Cuando la letra que designa la incégnita en una ecuacién
(x generalmente) queda aislada en un miembro de la ecuacién,
se dice que se ha despejado esta letra.

EJERCICIO 39.

I. En las siguientes ecuaciones transponer términos de modo que en el
primer miembro sélo queden términos que contengan la incégnita y en el se-
gundo miembro sélo queden términos numéricos. Dar el resultado en forma
simplificada efectuando la reduccién de términos semejantes:

1°) x+4+2=6 29) 3x—1=2+4x

3°) 3=4-—x 4°) 6x+2=2x+41

59) x—1=3x+3 6°) 2x—1=4+4+x—3

7°) y+24-3y=2y—6 8°) 34y—2=4-—2y

99) 4 —2z2=6—5z+42 10°) 24+ z—5=—243—4z.

II. En las ecuaciones siguientes despejar la incégnita pasando al otro
miembro de la ecuacion el factor o divisor que la acompana:

1°) 2x=4 2°) 3x=9
3?) S5x=-—20 4°) 10=2x
59) —4x=12 6°) —3x=—6
79) X3 8o) 3
2 4. 3
1 1
99) —y=— 10°) 6y =3.
4 2

61. Resolucion de ecuaciones sencillas.

Para resolver una ecuacién sencilla cuyos miembros sean poli-

nomios basta tener en cuenta lo estudiado en el parrafo anterior,
aplicando la siguiente

REGLA. 1) Si en el segundo miembro de la ecuacién hay tér-
minos que contienen la incognita, transpénganse al primer miembro.

2) Si en el primer miembro hay términos que no contienen la
incognita, transponganse al segundo miembro.

3) Redtzcanse términos semejantes.

4) Si el coeficiente de la incégnita que resulte es distinto de 1,
pasese al segundo miembro. Con esto habrd quedado despejada
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la incégnita, y el valor obtenido en el segundo miembro represen-
tard la raiz o solucion de la ecuacion.

Las ecuaciones de primer grado sdlo tienen una raiz, excepto cuando se
reducen a la forma 0-x=0, en cuyo caso cualquier valor de x la satisface.
Es claro que el método descrito en la regla anterior puede modificarse
poniendo en el segundo miembro todos los términos que contengan la incégnita
y en el primero todos aquellos términos que no la contengan.
Ejemplos.
1. Sea la ecuacién
4x — 2 = 2x -} 4.
Transponiendo términos se obtiene
4x — 2x = 4 + 2
y reduciendo términos semejantes
2x = 6%

Despejando x resulta

x=-§- 6 x=3.

Comprobacién. Para comprobar que 3 es la raiz de la ecua-
cién propuesta basta reemplazar x por 3 en dicha ecuacién y
verificar que el primer miembro toma el mismo valor numeérico
que el segundo miembro. Se tiene, en efecto,

4X3—-2=2X3+4
10 = 10.

2. Sea la ecuacién
2—3x4+34+x=10—5x+4 1.

Se obtiene sucesivamente:
—3x+x+5=10+4+1—2-—-3

=0
X==2;
Comprobacién: 2 —6+3+2=10—10+41
6 1=1
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Si los miembros de la ecuacién a resolver no estdn ambos en
forma polinémica se comienza por reducirlos a esta forma
efectuando primero las multiplicaciones que estén indicadas y
después las sumas o restas.

Ejemplo.
Consideremos la ecuacién
2 —3(x—1)=3x— 2(4x — 3).
Efectuando las operaciones en el orden prescrito se obtiene

2—((3x—3)=3x— (8x—6)
2—3x + 3 =3x— 8x 4+ 6.

Haciendo ahora la transposicién de términos resulta:

—3x—3x+8=6—-2—3

2x =1
1

X==—,
.

EJERCICIO 40.

Resolver las ecuaciones siguientes y comprobar la solucién encontrada:

1°) 4x—2=10 2°) 6x—3==x+417

3°) 2x+45=3 4°) Tx=4x+6

59) 2x=9+x 6°) 6x=24 —2x

7°) 10=15— 5x 8°) x—8=4—x

99) 3x—10=18 —x 10°) 7x—8=3x+4

119) 2—3x—5=5—8x+4=x 12°) x+4+2=3—2x-48

13°) 4 —y+4+2y=6—2y+1 14°) 2z4-3=142z-+4+4

15°) 0,6x—0,3=1,2 4 0,4x 16°) 0,26y + 0,21 = — 0,04y — 0,06

18°) 3(x+6) —40=6 (x—3)
199) 2(3x—2) —5x=2(x—3) +90
20°) 4(x—1) —5(3—x) =14x—2(5x—3)
21°) 12x—3(x—2) =3(x+4)
22°) 4x— (x+96) —(x—2) =16 — 2x
23°) x2+4-3x—(x—2)=2(x—1) + (22 —1x)
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249)
259)
269)
279)
289)
299)
309)
319)
329)
339)
349)
359)
36°)
379)
389)
399)
409)
419)
429)
439)
449)
459)
46°)
479)
489)
499)
509)

www.opentor.com

3(x—=1)+5(x—2) - (x—3) =18

2(x—3) —4(x—1) +3(x—5)=2x+420

10 —4(x+2) =32—6(3x—2)
8(x—2)—5(3—x)+16=15—4(3 —x)
B3x—2)—(x4+3)—x=0

0=06x+ (11 —x) 4+ 2(x—2)

(2x+3) —(x4+4—2x) =5—(x+2)

3x+(—x+4+1) —(x—5)=8—(2x—64x)
4x+[—x— (5+x)]1=3

15— [—3x+(8x—2)]1=7

64+{3x—[3+ (4x—1)]} =—2
x—{24+[x—Bx—1)1}=2—x
—3x—[—6x—(3—x)]=9+4+ (x—1)

6+ (3x—4)=2x— {34+ [4x— (3 —x)] —x)

2 —(x—3)(x+2)=8

32 —(x—1)(x+4+5)=2x243
—(4—x)(x+3)=x2—40

S5x —3[x—(2x—1)]=~—3
x+4—(x—2)(x—1)=3(3—x) —=x2

22—[Bx— (2x—1)]=5x+ {6 —[2x—7(x— 1)1}
4(x—5)(x+2) =11 —3[x(x 4 2) + 3] + 7x2

G+ —D 4+ (=»2=Qy—1)(y+2)—4
(z+1)(z4+4) +3(z—2)(z—1) =4z(z—6)
x(x+1D)(x+2) — x4+ 1D (x—2)(x+3)=x2—1
=3 +35) —-2y(y—1) =(y—3)(y—2) + 6 —2y2
(z+1)(z—3) —(z+2)(z4+4) =3z—[4z— 2(z—1)]
(2x—3)(3x—2) + (4x— 1) (2x — 6) = 2x(7x—5) + 70.-

62. Traduccién del lenguaje comiin al lenguaje algebraico.

Pronto estudiaremos algunos problemas que se resuelven me-
diante una ecuacién algebraica sencilla. El planteamiento de la
ecuacién correspondiente a cada poblema requiere el saber expresar
en lenguaje algebraico las condiciones que en lenguaje ordinario
contiene el enunciado del problema. Como esta es la parte que
mayor dificultad suele ofrecer al principiante, la tratamos previa-

mente, ilustrandola con los siguientes
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Ejemplos.

El nimero n aumentado en 3 se representa por n -} 3.
El nimero n disminuido en 3 se representa por n — 3.
El duplo de un nimero (desconocido) se representa por 2x.

El triple de un namero se representa por 3x.

x '

La mitad de un nimero se representa por Y o) b

D
El cuadrado de un nimero se representa por x°

El duplo de un nimero aumentado en 5 se representa por
2x + 5.

Si una persona tiene ¢ anos, su edad hace 4 afios se representa
por t — 4. Su edad dentro de 5 anos se representa por f -4 5.

Dos numeros enteros consecutivos se representan por n
y n-+4 1.

Un nimero par se representa por 2p (ya que todo nimero
par es el duplo de otro nimero entero).

Un ndmero impar se representa pofr 2p 4+ 1 (ya que todo
namero impar es el siguiente de un namero par).

Si las cifras de las decenas de un niimero natural es d y la
cifra de las unidades es u, el nimero se representa por 10d 4 u.
(Obsérvese que, por ejemplo, 54 — 10 X 5 4+ 4). Esto es lo que
se llama la representacién polinémica de un nimero escrito en el
sistema de base 10.

Si una persona camina x km por hora, el nimero de kiléme-
tros que camina en f horas (a un paso uniforme) se representa
por xt.

El nimero de centavos y de céntimos que hay en x pesos y
en y pesetas respectivamente se representa por 100x + 20y.

EJERCICIO 41.

Escribir utilizando el simbolismo algebraico:

1°) Un nimero aumentado en 5.
2?) Un nimero disminuido en 8.
3?) EIl cuadrado de un nimero aumentado en 2.

4°) EIl cubo de un nimero.

Page 158 of 479



148 www.opentor.com

59) EIl quintuplo de un numero.

6°) El triple de un nimero disminuido en 4.
7°) El 5% de un nimero.

82) Tres nimeros consecutivos.

99) Dos nlimeros pares consecutivos.

10°) EIl cuadrado de un nimero menos el nimero.

11°) En una divisidon el divisor es d, el cociente g y el resto r. Repre-
sentar el dividendo.

12°) En una division el dividendo es D, el divisor d y el cociente q.
Representar el resto.

13°9) Un joven tiene 15 zfios de edad. Representar su edad: a) hace x
anos; b) dentro de x anos.

14°) Un joven tiene x anos. Representar su edad: a) dentro de 2 anos;
b) dentro de m anos.

15°) La cifra de las centenas de un nimero es ¢, la cifra de las decenas
es d y la de las unidades es u. Representar el namero.

16°) Representar el nimero de pesos que hay en x billetes de 5 pesos,
y billetes de 10 pesos y z billetes de 20 pesos.

17°) Si un automévil camina 50 km por hora, ¢cuantos kilometros cami-
na en ¢ horas? (En m minutos?

18°) Un muchacho tiene p pesos. Si ha gastado m reales y n pesetas,
representar los centavos que le quedan.

19°) Un rectangulo tiene una anchura de x pies y doble largo que ancho.
Representar: a) su perimetro; b) su érea.

20°) Juan hace un trabajo en x dias. ¢Qué parte del trabajo hace en
un dia?

63. Resolucion de problemas.

Toda cuestién en la que se persigue la determinaciéon de uno
o varios nimeros desconocidos mediante la relacion (o relaciones)
que existen entre ellos y otros conocidos, se dice que es un
problema.

Los niimeros y las relaciones conocidas constituyen los datos
del problema. Los nimeros cuya determinacién se pide son las
incognitas.

En lo que sigue ilustraremos con numerosos ejemplos la técnica
de la resolucién de los problemas por medio de ecuaciones (reso-
lucién algebraica).
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En el proceso de resolucién algebraica de un problema distin-
guiremos las etapas siguientes:
1) Representacion.
2) Planteo de la ecuacién.
3) Resolucion de la ecuacién.
4) Verificacién de la solucién hallada.
La primera etapa o representacién consiste en el empleo del

simbolismo algebraico para designar la incégnita (o las incégnitas)

asi como algunas operaciones en que intervenga la incégnita
(o las incégnitas).

En la segunda etapa, o planteo de la ecuacién, se escribe la
ecuacion algebraica que traduce alguna condicién de igualdad que
establezca el enunciado del problema.

En la tercera etapa se procede a la resolucién de la ecuacién
en la forma ya estudiada en § 61.

Finalmente, se comprueba si la soluciéon hallada satisface los
requisitos del problema.

Ejemplos.

1. EI triplo de un nimero es igual al nimero aumentado en 8.
Hallar el namero.

1) Representacion. Si designamos el niimero desconocido por
x, el triple de este nimero se representara por 3x. Por otra parte,
el nimero aumentado en 8 se representara por x - 8.

Esquematicamente indicaremos la representacién algebraica
en la siguiente forma:

El nimero x
El triplo del nGimero 3x
El nimero aumentado en 8 x4 8

2) Planteo. Puesto que el triplo del nimero es igual al na-
mero aumentado en 8, se tiene

3x — x + 8.
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Esta ecuacion algebraica traduce la condicién de igualdad que
contiene el enunciado.

3) Resolucién. Aplicando la regla dada en § 61 obtenemos
sucesivamente

3x —x=28
2k —:8
x==4;

Por tanto, 4 es el nimero buscado.

4) Verificacion. El triplo de 4 es 12, y 4 aumentado en 8
es también 12.

2. Pepe y Antonio tienen conjuntamente 50 $. Antonio tiene
12 8 mas que Pepe. ¢Cuantos pesos tiene cada uno?

1) Representacion.

Nimero de pesos que tiene Pepe x

Numero de pesos que tiene Antonio x4+ 12

Nuimero de pesos que tienen conjuntamente x+ (x+ 12)
2) Planteo.

x4+ (x+ 12) =50

3) Resolucion,
x4+ x4+ 12 =50

2x =50 — 12
2% =38
x=19.

Por tanto, Pepe tiene 19 § y Antonio tendra 12 $ mas, o
sea, 31 8.

4) Verificacion.
198 4+ 318 =508.

3. La suma de dos numeros es 35 y su diferencia es 5.
Hallar los nimeros.
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1) Representacion.

Si se representa por x el nimero menor, el nimero mayor
se representara por x -+ 5 puesto que se sabe que la diferencia
entre ambos es 5, es decir, se sabe que el mayor excede al menor
en 5 unidades. Se tiene, por tanto,

numero menor X

nimero mayor x+5

suma de ambos x+ (x+5)

2) Planteo.
x+ (x+5) =235

3) Resolucion.

x+x+5=235
2x =35—5
2xe 30
r— 19.

El nimero menor es, pues, 15, y el mayor sera 15 + 5 = 20.

4) Verificacidn.
20 4+ 15 =35
20 — 15 = 5.

La primera etapa de la resolucién de un problema, la que hemos llamado
representacion, es muy importante. Muchos principiantes tienen dificultad en
plantear la ecuacion algebraica que corresponde a un problema pero es porque
pretenden hacerlo ‘“saltando” la representacion, o sin haberla especificado
claramente.

EJERCICIO 42.
Resuélvanse los problemas siguientes:

1°) El duplo de un nimero es igual al niGmero aumentado en 15. Hallar
el nimero.

2°) Cuatro veces un numero es igual al nimero aumentado en 30.
Hallar el nimero.

3°) EI duplo de un nimero mas el triplo del mismo nimero es igual
a 20. Hallar el namero.
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4°) Si el triple de un niimero se resta de ocho veces el niimero el resul-
tado es 45. Hallar el nimero.

5?) Pedro tiene tres veces el nimero de naranjas que tiene Juan y entre
los dos tienen 48 naranjas. ¢Cuantas naranjas tiene cada uno?

6°) Julio y su hermano tienen conjuntamente 10 $ y Julio tiene 1 §
mas que su hermano. ¢Cuénto tiene cada uno?

7°) La suma de las edades de un padre y su hijo es 60 afios y la edad
del padre es el quintuplo de la edad del hijo. ¢Cuédl es la edad de cada uno?

8°) Hallar dos nlimeros consecutivos cuya suma sea 51.
9°) Hallar tres numeros consecutivos cuya suma sea 63.

10°) La suma de dos nimeros es 27 y su diferencia es 7. Hallar los
nimeros.

11°) Hallar dos nimeros que sumados den 131 y restados den 63.

12°) 'Tres personas A, B y C reciben una herencia de 3 500 §, B recibe

el triple de lo que recibe A; y C el duplo de lo que recibe B. ¢Cuanto
corresponde a cada uno?

13°) Un aeroplano va de la Habana a Miami y regresa en 100 minutos.
A causa del viento el viaje de ida demora 12 minutos mas que el de regreso.
¢Cuantos minutos demora cada viaje?

14°) En una clase de 47 alumnos hay 9 varones mas que ninas. ¢Cuéntos
varones y cuantas ninas hay?

15°) En una clase de 80 alumnos el nimero de aprobados es 4 veces
el nimero de suspensos. ¢Cuantos aprobados y cuintos suspensos hay?

16°) EIl cuerpo de un pez pesa 4 veces lo que pesa la cabeza y la cola
2 libras mas que la cabeza. Si el pez pesa 22 libras, ¢cual es el peso de
cada parte?

17°) El largo de un rectangulo es el triple del ancho y su perimetro
(suma de los lados) es de 56 cm. Hallar sus dimensiones.

18°) En una batalla aérea en Corea los norcoreanos perdieron 17 aviones
mas que los norteamericanos. Si en total se perdieron 25, icuintos aviones
perdié cada uno?

19°9) Una compania gandé 30000 délares en 3 anos. En el segundo afo

gano el doble de lo que habia ganado en el primero y en el tercer ano gand
tanto como en los dos afos anteriores juntos. ¢Cual fué la ganancia en
cada ano?

20°) TUn terreno rectangular tiene de ancho 5 metros menos que de largo
y su perimetro es de 95 m. Hallar sus dimensiohes,

21°) Hay cuatro nimeros cuya suma es 90. El segundo nimero es el
doble del primero, el tercero es el doble del segundo y el cuarto es el doble
del tercero. ¢Cuédles son los nimeros?

22°) La suma de cuatro numeros consecutivos es 198. Hallar los niimeros.

23°) La suma de tres nimeros impares consecutivos es 99. Hallar dichos
nameros.
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249?) Un caballo con su silla valen 1400 S. Si el caballo vale 900 $ mas
que la silla, ¢cuanto vale cada uno?

25°) Se han comprado' dos piezas de una maquina de la misma medida
y del mismo fabricante. Una de ellas se compré al precio de lista y la otra
con rebaja del 259%. Si por las dos se pagaron 52,50 doélares, euanto se
pagdé por cada una? *

3
4. Luis tiene 3 veces tanto dinero como José. Si diese a

José 20 3 entonces tendria solamente el doble. ;Cuénto dinero
tiene cada uno?

"
&

1) Representacion.

Numero de pesos que
tendrian si 20 $ cam-
biasen de mano

Numero de pesos
que tienen

José X . x + 20
Luis 3x 3x — 20
2) Planteo.

Puesto que Luis tendra el doble que José después de darle
20 $, resulta

3x — 20 = 2(x + 20)

3) Resolucion.
3x — 20 = 2x 4 40
3x — 2x = 40 4 20
x'="00-

Por tanto, José tiene 60 § y Luis tiene tres veces esta can-
tidad, o sea, 180 $.

4) Verificacion.

608 4+208 =808
1808 —203% =1608 =2 X 80 $.

5. La edad de un padre es el cuadruplo de la de su hijo y
dentro de 5 arios sera el triple. Hallar la edad actual de cada uno.
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1) Representacion.

Edades dentro de
Edades actuales S afios
Padre 4x 4x 4+ 5
Hijo x x4+ 5

2) Planteo.

Puesto que dentro de 5 afios la edad del padre sera el triple
de la del hijo, se tiene

4x + 5 =3(x+5)
3) Resolucién.
4x +5 =3x+4 15
4x —3x=15—-5
x =108

La edad actual del hijo es, pues, 10 afios. La edad actual del
padre es 4 X 10 = 40 anos.

4) Verificacion.
1045=15
40 +5=45=3 X 15.

6. Un terreno rectangular tiene 40 pies mas de largo que de
ancho. Si tuviese 20 pies menos de largo y 10 pies méas de ancho
su area seria la misma. Calcular sus dimensiones.

1) Representacion.

dimensiones dimensiones
actuales modificadas
ancho x x4 10
largo x 4+ 40 x + 20
area x(x 4+ 40) (x + 10)(x + 20)
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2) Planteo.

Como en ambos casos el terreno tiene la misma &rea resulta
x(x 4+ 40) = (x + 10)(x 4 20).
3) Resolucion.

x* 4+ 40x = x* 4+ 30x 4 200
10x = 200
x = 20 (ancho)
x + 40 = 60 (largo).

4) Verificacién.
El area actual es de 20 X 60 = 1200 pies
Las dimensiones modificadas serian
ancho = 30 pies, largo — 40 pies

y el area valdria 30 X 40 = 1200 pies?, que es igual a la anterior.

EJERCICIO 43.

1°) A tiene doble dinero que B. Si A diese 15 $ a B entonces tendrian
la misma cantidad de dinero. ¢Cudnto tiene cada uno?

2°) A tiene tres veces tanto dinero como B. Si A da 258 a B tiene en-
tonces el doble que B. (Cuanto tienen cada uno al principio?

3°) La suma de dos nimeros es 24. Tres veces el mayor excede en
2 unidades a cuatro veces el menor. Hallar los numeros.

4°) Entre Juan y Jenaro tenian 100 §. Juan duplicé su dinero y Jenaro

triplicé el suyo y ahora Jenaro tiene 25 $ mas que Juan. ¢Cuénto tenia cada
uno al principio?

5°) EIl duplo de las horas que han transcurrido de un dia es igual al
cuadruplo de las que quedan por transcurrir. Averiguar la hora.

6°) Seis amigos van a comprar un terreno a partes iguales. A tltima
hora dos de ellos desisten y esto hace que cada uno de los otros tenga que
aportar 500 $§ mas. ¢(Cuil es el valor del terreno?

7°) A tiene 9 $§ y B tiene 6 §. B le da a A cierta cantidad y entonces
A tiene el cuadruplo de lo que tiene B. ¢Cuanto le dié B a A?

8%) La edad de un padre es el triple de la de su hijo y dentro de
10 anos sera el doble. ¢Cual es la edad actual de cada uno?

9?) La edad de un padre es el cuadruplo de la de su hijo. Hace 3 afios
era el quintuplo. ¢Cual es la edad actual de cada uno?
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10°) La edad de un padre es ahora el duplo de la de su hijo, pero hace
20 afios era el cuadruplo. ¢Cuél es la edad actual de cada uno?

11°) Hace 5 afios la edad de un padre era el triple de la de su hijo y
dentro de 5 afios sera el doble. ¢Cuél es la edad actual de cada uno?

12°) Hace 4 afnos un padre tenia 8 veces la edad de su hijo. Actualmente
la edad del padre es 4 veces la de su hijo. ¢(Cual es la edad de cada uno?

13°) La suma de las edades de dos hermanos es 25 afios. La edad del
menor es dos tercios de la edad del mayor. ¢Cual es la edad de cada uno?

14°) TUna madre lleva a su hija 24 afos. Dentro de 6 anos la edad

de la madre serd el triple de la edad de la hija. Averiguar la edad actual
de cada una.

15°) Juan tiene 11 afios y Pedro tiene 28 afios. ¢Dentro de cuéntos
anos la edad de Pedro serd el doble de la de Juan?

16°) José tiene 7 afios y Luis tiene 25 afios. ¢Dentro de cuéntos afos
la edad de Luis sera el triple de la de José?

17°) La edad actual de Manuel es el triple de la edad que tenia hace
20 anos. ¢Cual es su edad actual?

18?) A tiene 20 afios y B tiene 12 anos. ¢Cuando la edad de A sera el
doble de la de B?

19°) EI denominédor de un quebrado excede en 2 unidades al numerador.

8i se suma 1 al numerador y 1 al denominador el nuevo quebrado equivale a
2/3. Hallar el quebrado primitivo. -

20°) EIl denominador de un quebrado excede en 3 unidades al numerador.

El triple del denominador excede al cuidruplo del numerador en 4 unidades.
¢Cuél es el quebrado?

21°) Un rectangulo tiene 20 m mas de largo que de ancho. Si el largo
tuviese 100 m mas y el ancho 40 m menos el area seria la misma. Hallar las
dimensiones del rectangulo primitivo.

22°) EI largo de un rectangulo excede al ancho en 30 m. Si el largo se
aumenta en 10 m y el ancho se disminuye en 6 m el area resulta la misma.
¢Cuéles son las dimensiones del rectangulo?

23°) Un rectangulo y un cuadrado tienen la misma é&rea. El largo del
rectangulo es 6 m mayor que el lado del cuadrado y su ancho es 4 m menor
que el lado del cuadrado. Hallar las dimensiones y el area del cuadrado y
del rectangulo.

24°) La diferencia de los cuadrados de dos nimeros consecutivos es 61.
Hallar los niimeros.

25°) La diferencia de los cuadrados de dos nimeros impares consecutivos
es 80. Hallar los niimeros.

7. Dividir un a’nguld de 60° en dos partes cuyas medidas
estén en la razén 5 : 7.

Page 167 of 479



www.opentor.com 157

1) Representacion.

Puesto que
S5x 5

7x T
representaremos por 5x el nimero de grados en una de las partes

en que se ha de dividir el angulo dado, y por 7x el nimero de
grados en la otra parte. Esto es:

12 parte 5x

22 parte 7x

2) Planteo.

La suma de las medidas de las partes debe dar la medida del
angulo total. Por consiguiente:

5x 4+ 7x = 60.
3) Resolucion.
12x = 60
=5
Sx =255 7x = 35

Es decir, una de las partes ha de tener 25° y la otra 35°.
4) Verificacion.
25° + 35° = 60°, 2 g =83 W

8. Antonio tiene 4 8 en monedas de 5 y de 20 centavos. Si

en total tiene 29 monedas, Jcuéntas son de 5 y cuantas de 20
centavos?

1) Representacion.

Namero de Valor en
monedas centavos
De 5 centavos X 5x
De 20 centavos 29 — x 20(29 — x)
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2) Planteo.
Como Antonio tiene en total 4 $ 6 400 centavos, resulta

5x 4+ 20(29 — x) = 400

3) Resolucion.

5x 4+ 580 — 20x = 400
— 15x = — 180
x = 12.

Por tanto, el nimero de monedas de 5 centavos que tiene
Antonio es 12. Y el nimero de monedas de 20 centavos es
29 — 12 = 17.

4) Verificacion.

5 X 12 = 60 ctvs,
20 X 17 = 340 ctvs.
400 ctvs. — 4 8.

9. En un numero de dos cifras la cifra de las decenas excede
en S a la cifra de las unidades. Si se invierte el orden de las cifras
resulta un nuevo nimero que sumado con el anterior da 121.
Averiguar el numero.

1) Representacion.

La representacién polinémica de un nGmero de dos cifras,
seglin vimos en § 62, es de la forma 10d -+ u, siendo d la cifra de
las decenas del nimero y u la cifra de las unidades.

Si en el problermm propuesto llamamos x a la cifra de las uni-
dades, la cifra de las decenas se podra representar por x -+ 5
(puesto que se sabe que excede en 5 a la cifra de las unidades).
La expresién polinémica del nimero sera entonces

10(x + 5) + x.

Si se invierte el orden de las cifras (si se escribe, por ejemplo,
64 en vez de 46), la expresién polinémica del nimero obteni-
do sera

10x 4+ (x + 5).
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En resumen:

Cifra de las unidades x

Cifra de las decenas x4+ 5

El nimero 10(x +5) +x
El nimero invertido 10x + (x+5)

2) Planteo.

Puesto que si el nimero con las cifras invertidas se suma al
numero el resultado es 121, escribiremos

10(x+5)+x+ 10x + (x + 5) = 121.
3) Resolucion.

10x +50 + x4+ 10x 4+ x4+ 5 = 121
22x —:606
x =3.
La cifra de las unidades del nimero es 3 y, por tanto, la cifra
de las decenas es 3 + 5 = 8. EIl nimero buscado es, pues, 83.
4) Verificacion.
83 + 38 = 121.

EJERCICIO 44.

1°) Dividir un angulo de 90° en dos partes cuyas medidas estén entre
si como 7:8.

2°) Dividir un angulo de 180° en dos partes cuyas medidas estén entre
si como 4: 5.

3°) La longitud de un rectangulo es a su anchura como 5:3 y su peri-
metro es de 112 cm. Hallar las dimensionés del rectangulo.

4°) Un ganadero tiene 528 reses que quiere poner a pastar en dos terre-
nos, uno de 15 ha y otro de 33 ha, de modo que haya en cada parcela el

mismo numero de cabezas cte ganado por hectarea. ¢Cuantas reses debe poner
en cada una?

5°) Los angulos A, B, C de un triangulo estan entre si como 2:3:5.
Se sabe que A + B + C = 180°. Hallar el valor de cada angulo.

6°) A tiene 3.30 § en monedas de 10 ctvs. y de 20 ctvs. Sj tiene en
total 24 monedas, /cuantas son de cada clase”
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7°) Un muchacho tiene 3,50 $ en piezas de 5 ctvs. y de 10 ctvs. Si el
nimero de piezas de 5 ctvs. es el triple del nimero de piezas de 10 ctvs,
Jcuéntas piezas tiene de cada clase?

8°) Un hombre tiene 45 $ en billetes de 5 § y de 1 $. Si el nimero
de billetes de 1 § es el cuadruplo del niimero de billetes de 5 §, ¢cuéntos
billetes tiene de cada denominacién?

9°) En una alcancia hay 65 monedas que suman 8,758. El nimero de
piezas de 20 ctvs. es el doble del nimero de piezas de 5 ctvs. y las restantes
monedas son de 10 ctvs. ¢Cuéantas hay de cada clase?

10°) La entrada en un cine cuesta 10 $§ los mayores y 6 $ los menores.
Una noche entraron 320 personas y pagaron 2 7208. (Cuédntos mayores y
cuantos menores entraron?

11°) En un nGimero de dos cifras, la cifra de las unidades excede en 2
la cifra de las decenas. Si al nimero se le agrega el triple de sus unidades
resulta 36. Averiguar el nGimero.

12°) La diferencia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades
de un nimero de dos cifras es 6. Si al nimero se le agrega el duplo de la
suma de los valores absolutos de sus cifras se obtiene 87. Hallar el nimero.

13°) En un nmero de dos cifras la cifra de las decenas es igual al duplo
de las cifras de las unidades. Si al nimero se resta 27 se obtiene otro niimero
con las mismas cifras pero en orden inverso. ¢Cual es el niimero?

14°) La cifra de las unidades de un himero de dos cifras es igual al
triplo de la cifra de las decenas. Si el niimero se divide entre la cifra de las
unidades el cociente es 4 y el residuo es 1. Hallar el niimero. (Téngase en
tuenta la relacién dividendé = divisor X cociente - residuo).

15°) La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras excede en 3 a
la cifra de las unidades. Si el nimero se divide entre la suma de sus cifras
el cociente es 7 y el residuo es 3. Hallar el némero.

16°) La cifra de las decenas de un niimero de 3 cifras excede en 1 a la
cifra de las unidades y la cifra de las centenas es igual al duplo de la cifra

de las decenas. La suma de los valores absolutos de las cifras del nGmero
es 7. ¢Cual es el niimero?

17°) En un nimero de 3 cifras la cifra de las unidades excedel en 5 a la
cifra de las centenas y la cifra de las decenas excede en 1 a la cifra de
las centenas. La cifra de las unidades es el duplo de la suma de las cifras
de las decenas y centenas. ¢Cuél es el nlimero?

18°) En un nimero de 3 cifras la cifra de las centenas excede en 5 uni-
dades a la cifra de las decenas. La cifra de las decenas aumentada en 2 es
igual a la cifra de las unidades. Si al nimero se agrega la suma de los
valores absolutos de sus cifras se obtiene 851..Hallar el namero.

19°) La cifra de las unidades de un nimero de tres cifras es el duplo
de la cifra de las decenas; y la cifra de las decenas es el duplo de la cifra
de las centenas. Si se invierte el orden de las cifras y del nlimero resultante
se resta el nimero primitivo se obtiene 594. ¢Cuéal es &l nimero?

20°) Las cifras de un nimero de tres cifras son tres niimeros consecu-
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tivos, siendo la cifra de las centenas el niimero menor y la cifra de las
unidades el nimero mayor. Si el nimero se divide por el nimero de dos
cifras que forman las decenas y unidades el cociente es 8 y el resto es tam-
bién 8. Hallar el nimero.

EJERCICIO 45. (REPASO).

1°) Resolver y comprobar las ecuaciones siguientes:
a) 4x—5=2x+17

b) 6—7x—14=8 — 2x 4 3x

c) 144 21x=6,4— 19x

d) 4(2x—1)+3=6(x—1)

e) 2(x—3)—3(x—1)=5(x+3)

f) x—[5—(2x—1)]=1—x

g) 1—{x—[Bx—(2—x)]1+1}=x+3

h) *—(x4+1)(x—3) =4(x—2)

i) +DG=3)+G—D((y+3)=2y(y+2)
) (x—2)(x—3)—(x+2)(x+1)=x—[2—(x—4)]

2°) Representar algebraicamente:

a) El duplo de un nimero mas el cuadrado del mismo nimero.
b) Tres nimeros. impares consecutivos.
c¢) La edad actual de una persona que hace x anos tenia 25 anos.

d) Un nmero cuya cifra de los millares es x, cuya cifra de las cen-
tenas es 2x, cuya cifra de las decenas es x+ 2 y cuya cifra de las
unidades es x — 1.

e) EIl nimero de pesos en m billetes de 10 $, n billetes de 50 § y p
billetes de 100 §.

39) Seis veces un numero es igual al duplo del mismo niimero mas 28.
Hallar el nmero.

4°) A tiene cuatro veces tantas fichas como B y entre ambos tienen
160 fichas. ¢Cuantas tiene cada uno?

59) Hallar tres nlimeros pares consecutivos cuya suma es 78.

6°) A, B y C son socios. ¢Como deben repartirse una ganancia de
6600 $§ si a C corresponde el triple de lo que corresponde a B y a A la
mitad de lo que corresponde a C?

79) José tiene doble dinero que Pedro. Si José da 30 $§ a Pedro enton-
ces éste tiene 10 $ mas que José. ¢Cuanto tiene cada uno?

8°) A y B juegan uno contra otro. A empieza con doble dinero que B
pero pierde 90 § y entonces A tiene la quinta parte de lo que tiene B.
¢Con cuanto comenzdé cada uno?
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9°) A, B y C van a comprar un almacén a partes iguales. Si admitiesen
un socio mas, cada uno tendria que aportar 6000 $§ menos. ¢Cuanto vale
el almacén?

10°) La edad de un padre es el quintuplo de la de su hijo. Dentro de
7 anos la edad del padre sera el triple de la edad del hijo. Hallar la edad
actual de cada uno.

11°) Un padre tiene 31 afios y su hijo 4. ¢Dentro de cuéantos anos la
edad del padre sera el doble de la del hijo?

12°) Dividir un angulo de 120° en dos partes cuyas medidas estén entre
si como 7: 3.

13°) El denominador de un quebrado es igual al duplo del numerador
mas 1. Si se suma 4 al numerador y al denominador, el nuevo quebrado se
reduce a %24. Hallar el quebrado primitivo.

14°) Un rectangulo tiene 4 m mas de largo que de ancho. Si el largo
tuviese 10 m maés y el ancho 8 m menos el area seria la misma. ¢Cuales son
sus dimensiones?

15°) Tengo 280 $ en billetes de 5, 10 y 20 pesos. En total tengo 26 bi-
iletes y hay tantos billetes de 5 $ como de 20 §. ¢(Cuantos tengo de cada clase?

16°) La cifra de las decenas en un numero de dos cifras es el triple de
la cifra de las unidades. Si del nimero se resta la suma de los valores abso-
lutos de sus cifras se obtiene 81. ;Cual es el numero?

17°) En un nuimero de tres cifras la cifra de las centenas es el duplo de
la cifra de las unidades. La cifra de las unidades excede en 1 la cifra
de las decenas. Si del nimero se resta 297 se obtiene otro numero con las

mismas cifras en orden inverso. ¢Cuéal es el nimero?

18°) Un estanque tiene 2 000 litros de capacidad y contiene una canti-
dad de agua que es los dos tercios de lo que le falta para llenarse. ¢(Qué
cantidad de agua hay en el estanque?

19°) Un capitalista dispone de 20000 $ que invierte parte al 3% vy
parte al 4 9% de interés anual. Si el interés total que percibe es de 680 §,
determinar las cantidades que ha invertido al 3 % y al 4 % respectivamente.

20°) En una seccién del parque zoolégico hay llamas y avestruces. Si hay
17 cabezas y 56 patas, ¢cuantos animales hay de cada clase?

21°) Con el dinero que tiene Juan puede comprar 7 naranjas y le sobran
30 centavos, o bien comprar 4 manzanas y le sobran 20 centavos. Si cada
manzana vale 40 centavos mas que cada naranja, ¢cual es el precio de cada
fruta y cuanto dinero tiene Juan?

22°) A empieza un juego y gana 10 $. Después duplica su dinero, pierde
25 $ y queda igual que al principio. ¢Con cuanto dinero comenzo el juege?

23°) Un hombre empieza a jugar y pierde 20 $. Despues duplica lo que
le queda, pierde 15 §, triplica lo que le gueda y saie ganando 8'0 8. ¢Con
cuanto comenzd el juego?

24°) En un velédromo entraron 18 400 espectadores. Habia 900 mas
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hombres que mujeres y el niimero de nifios era la tercera parte del nimero
de mujeres. ¢Cuéntos hombres, mujeres y ninos entraron?

25°) Determinar la cantidad de agua que se debe agregar a 10 litros de
solucién de 4cido nitrico al 60 % para reducirla a una solucién al 50 %.
(Se dice que una solucién de acido nitrico es al 60 % cuando contiene
60 gramos de acido nitrico en 100 cm? de solucion).

26°) EI radiador de un automévil contiene 16 litros de una mezcla que
tiene 20 9% de antidéxido. Se quiere sacar una parte de la mezcla y reem-
plazarla con antiéxido puro con el fin de elevar el porcentaje de antidxido en
la mezcla a 25 %. ¢Qué cantidad debe reemplazarse?

TEST :6:
1°) Dada la ecuacién
2x—1=x+43,
decir cuédles de las ecuaciones siguientes son equivalentes a ella:
a) 2x+1=x—3 b) 2x—x=1+43
c) x4+3=2x—1 d) 2x+4+x=3-—1.
2°) Decir cuél de los siguientes valores es solucién de la ecuacién
3x—8=12 —1x,
a) x=-—5 b)Y &x&=1 c) x=35.
3?) Representar algebraicamente:

a) El cubo de un nimero menos el cuadrado del mismo numero.

b) EIl nimero de centavos y céntimos en x pesos, y pesetas y z reales.
4°) Si 3x— 1 representa 20, ;cuinto representa x 4 5?
5?) Resolver:
(x—2)(x+1) —(x—1)(x+43) =5x+ 2.
6°) Resolver:
x—{2x+4+[x—(5—x)]—1}=10.

7°) Un rectangulo tiene 15 m mas de largo que de ancho y su perimetro
es de 110 m. ¢Cuéales son sus dimensiones?

8°) A y B juegan entre si. B empieza con triple dinero que A, pero
pierde 5 § y entonces tiene doble que A. ¢(Cuanto dinero tenia cada uno
al comenzar?

99) Un padre tiene 30 anos mas que su hijo. Hace 3 afios la edad del
padre era 7 veces la edad del hijo. ¢Cual es la edad actual de cada uno?

10°) José tiene 2,65 pesetas en monedas de 10 y 25 céntimos. En total
tiene 16 monedas. ¢Cuantas son de cada clase?
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b
CariTUuLro 7.

PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES.

64. Productos notables.

Asi como en Aritmética se hace practicamente indispensable
aprender de memoria las tablas de multiplicar, en Algebra hay
ciertos productos simples que se presentan con tanta frecuencia
que conviene memorizarlos, para no tener necesidad de efectuar
las multiplicaciones correspondientes repetidas veces.

Ademas, estos productos especiales, llamados también notables,
proporcionan los tipos mas elementales de expresiones algebraicas
que pueden ser factorizadas (o descompuestas en factores), como
veremos en el capituio préximo.

He aqui una relacién de los productos més importantes:

64-1
64-2
64-3
64-4
64-5
64-6
64-7
64-8
64-9

m(a + b + ¢c) = ma + mb 4 mc

(a4 b)(c +d) =ac + ad + bc 4 bd

(a+ b)*=a*+ 2ab + b*

(a— b)? = a®> — 2ab + b?
(a+b+c)?=a*+ b*+ c* + 2ab + 2ac + 2bc
(a+ b)(a— b) = a* — b?
(x+a)(x+b)=x*+(a+ b)x+ ab

(ax 4+ b)(cx 4+ d) = acx®* + (ad + bc) x + bd
(a+ b)®= g° + 3a’h 4 3ab®* 4 b®

64-10 (a — b)'= a® — 3a’h + 3ab* — b
6441 (a+ b)(a® — ab + b*) = a° + b
64-12 (a — b)(a® + ab + b?) == a® — B®.

Todos estos productos pueden ser obtenidos facilmente sin més
que realizar las multiplicaciones correspondientes. Varios de ellos
figuran en los ejemplos ilustrativos o en los ejercicios propuestos
del capitulo 5.
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El lector debe tener en cuenta que las letras que aparecen
en Jos productos notables enumerados arriba pueden representar
numeros cualesquiera, o bien, expresiones algebraicas mas o menos
complejas.

Por ejemplo, en § 64-6 se puede suponer

a=3m, bi=2
y resulta entonces

(Bm+ 2)(3m — 2) =9m* — 4.
Si en la 64-11 hacemos a — x*, b — y? se obtiene

x4+ ) —xy +y)=x+ y°

etc.

Para captar la gran generalidad de muchos resultados de
calculo algebraico conviene enunciar las reglas correspondientes
en lenguaje ordinario. Esto es lo que hacemos en los parrafos
siguientes con los productos notables; luego ‘seguiremos la misma
practica con otros resultados igualmente importantes de calculo
algebraico.

Ayuda mucho a recordar estas reglas el aplicarlas inmediata-
mente a numerosos ejemplos. Este es el objeto de los ejercicios

que figuran en este capitulo. En algunos casos daremos también
ilustraciones geométricas de dichas reglas.

64-1 m(a—+ b+ c) =ma-+ mb + mc

REGLA. EI producto de un monomio por una suma algebraica
es igual a la suma algebraica de los productos del monomio por
cada término de la suma.

Esta regla resulta de una aplicacion inmediata de la ley distri-
butiva y ya se consider6 en § 51. La figura proporciona una

a'bic pi

a b C

interesante interpretacion geométrica en el caso en que las letras
m, a, b, c representen nimeros positivos. (Obsérvese que el area
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del rectangulo de la figura puede representarse indistintamente por
el primero o por el segundo miembro de § 64-1).

Ejemplos.

x*(2a + 3b — c¢) = 2ax? 4 3bx* — cx?
Sp(x* — y* + 2°) = 5px®* — 5py? + 5pz*
x*(x* — 2x + 3) = x® — 2x* 4 3x°.

64-2 (a+ b)(c+d) = ac+ ad + bc + bd

REGLA. EI producto de dos binomios cualesquiera es un poli-
nomio cuyos términos son los productos de cada término del primer
binomio por cada término del segundo binomio.

Este no es sino un caso particular de la regla para multiplicar
dos polinomios cualesquiera (véase § 52).

En el caso de que las letras a, b, ¢, d representen ntme-
ros positivos, la figura proporciona una interpretacién geométrica

d ad bd
c ac bc
a b

de la regla precedente. (Obsérvese que el area del rectangulo ma-

yor puede representarse por (a + b)(c + d), o por ac + ad +
bc + bd.

Ejemplos.
(2a + b)(3c + d) = b6ac + 2ad + 3bc + bd
(a— b)(x—y)=ax — ay — bx + by.

EJERCICIO 46.
Efectuar los productos siguientes:
1°) a(b+4c—d) 2°) a’(a—b+c)
3°) 2x(x+y+2) 4°) a(a*—a+3)
5°) (p+q)(m+n) 6°) (p+q)(m—n)
7?) (x—py)(u—v) 8?) (a%+ b?)(c? +d?)
99) (3x—2y)(a+b) 10°) (2x—y)(3a—2b).
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64-3 (a+ b)? = a? + 2ab + b°.

REGLA. El cuadrado de la suma de dos términos es igual al
cuadrado del primer término, mas el duplo del producto del primer
término por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Este producto notable es un caso particular del 64-2. Suponien-
do, en efecto, que el segundo factor de 64-2 es igual al primero,
esto es, haciendo ¢ — a, d = b, se obtiene 64-3.

La figura proporciona una interesante interpretaciéon geomé-
trica de la regla anterior, en el caso en que las letras a y b
representen nameros positivos.

b ab b2
a a? ob
a b
Ejemplos.
(20 +5)2 =204 2 X 20 X 5+ 5°
(¢) 25% = 400 + 200 + 25 = 625

(x+3)>=x*+6x+9

64-4 (a— b)> = a* — 2ab + b?

REGLA. EI cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del
primer término, menos el duplo del producto del primer término
por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

Esta regla se halla, en realidad, contenida en 64-3 pues la pala-
bra suma debe entenderse alli en el sentido de suma algebraica.
Puesto que a — b = a + (— b) se obtiene

(a—b)*=[a+ (— b)) =a° + 2a(— b) 4 (— b)*
= a* — 2ab + b°.
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Ejemplos.

17 = (20 — 3)? =20 — 2 X 20 X -}-3z
= 400 — 120 4 9 = 289

(x—1)?=x*—2x+1

(a® — x?)* = a* — 2a’x* + x*.

64-5 (a+ b c)? = a’+ b* + c* + 2ab + 2ac + 2bc

REGLA. El cuadrado de un trinomio es igual a la suma de los
cuadrados de sus terminos mas la suma de los duplos de los pro-
ductos de cada término por cada uno de los términos que siguen
a él.

Se puede verificar 64-5 simplemente multiplicando el trinomio
a + b 4 ¢ por si mismo (hagase como ejercicio).

También se puede hacer la verificacion aplicando dos veces
64-3 en la siguiente forma:

(a+b+c)>*=[(a+b)+c]*=(a+ b)*+ 2(a+ b)c+ ¢
= a’ + 2ab + b* 4 2ac + 2bc + ¢?

La regla enunciada precedentemente sirvée para hallar el cua-
drado de cualquier polinomio de mas de tres términos.

Ejemplos.
(2a + 3b + 4c)? = 4a* + 9b* + 16¢* 4 12ab + 16ac + 24bc
(x2 gl zz)z =x*4 y* 4+ z* — 2x2y? — 2x%°2° + 2y°z°.

EJERCICIO 47.

Aplicar las reglas dadas anteriormente a los ejemplos siguientes:

1°) (c+d)? 2°) (3a+b)? 3°) (x4 2y)2
4°) (a+1)? 5°) (34 b)? 6°) (4x+ )2
7°) (&% 4 B2)2 8°) (x34y%)2 9°) (x%+4x)?
10°) (a%+ b?%)?2 11°) (x—y)? 12°) (x—3)2
13?) (5 —a)*? 14°) (2a— 3b)? 15°) (a—4b)?
16°) (3x—1)% 17°)  (x%? —y?)? 18°) (p* —q?)?
199) (x% —y?)? 20°) (a?—b3)? 219) (x+y+2)?
22°) (x—y+2)? 23°) (3a-+ 2b—c)” 24°) (x2 4 y%2 — 32)2
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64-6 (a+ b)(a— b) = a® — b?

REGLA. EI producto de la suma de dos expresiones algebraicas
por su diferencia es igual a la diferencia de sus cuadrados.

Véanse a continuacién, a la izquierda, la verificaciéon algebraica
de la regla anterior y, a la derecha, una interpretacion geométrica
de la misma, valida en el caso en que a y b representen niimeros

positivos.

a+ b
a—b bRy
a’ + ab E¢ - ',b :-c:b
— ab — b? : B " b
a’ — b? o e
|
Si del cuadrado de lado a se S co i
quita el cuadrado de lado b queda o '
una figura de area a’* — b?. Esta :
figura se transforma en un rectan- :
gulo de lados a-+b y a— b sin . .
mas que mover el pequefio réctan- |
gulo R a la posiciéon R’. | R
|
V |

i
o
1

Ejemplos.

(a4 2)(a—2)=2a—4
(3x 4+ 5y)(3x — S5y) = 9x* — 25y*
(¢ + ) —y) =x — "
(a+b+c)(a+b—c)=[(a+b)+cll(a+ b)—C]
= (a + b)* — ¢
= a’ + 2ab + b* — .

EJERCICIO 48.
Aplicar la regla anterior a los ejemplos siguientes:
1°) (11+43)(11—-38) 2°) (x+y)(x—ypy)
3°) (a+1)(a—1) 4°) (x+3)(x—3)
59) (x—5y)(x+ 5y) 6°) (2a—b)(2a+4b)
7°) (3a+ 2b)(3a— 2b) 8°) (x+10)(x—10)
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99) (6—a)(6+a) 10°) (ab+ 2)(ab—2)

11°) (a?+ b) (a2 —b) 12°) (a? 4 b?) (a? — b?)

13°) (22 +y3)(x*—¥?) 14°) (Sax 4+ y) (Sax —y)

15°)  (3p% + 2¢?) (3p* — 2¢7) 16°) (0,2 4 a?) (0,2 — &%)

17°) (x+4+y+z)(x+y —z, 18°) (ax + by -+ c) (ax + by —¢)

19°) (14+a+b)(14a—b>b) 20°) (&% — ab + b?) (a® + ab + b?).

64-7 (x+a)(x+b)=x*+(a+ b)x+ ab

REGLA. El producto de dos binomios que tienen un término
comun es igual al cuadrado del térméno comun, mas la suma alge-
braica de los términos no comunes por el término comin, més el
producto de los términos no comunes.

Este producto notable puede verificarse facilmente por mul-
tiplicacién directa, o teniendo en cuenta que es un caso particular
de 64-2.

Es interesante notar que 64-3 y 64-6 son casos especiales de
64-7 (para b = a el prime » y para b = — a el segundo).

(x+2)(x+3)=x*+5x+6

(x—4)(x+5)=x*+x—20

(x—3)(x—5)=x*—8x+4 15

(x4 3y)(x — 7y) = x* — 4xy — 21y>.
64-8 (ax+ b)(cx+ d) = acx®* + (ad + bc)x + bd

La regla correspondiente a este producto notable no tiene una
expresién sencilla en lenguaje corriente, por lo cual es preferible
recordar su formacién mediante el esquema siguiente:

acx? bd

(a5 55 @k + )
| tbcxj -J
adx
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Ejemplos.
8x2 15
(2x 4+ 3)(4x + 5) = 8x* 4 22x + 15

12x
10x

15x2 —6

(3x —2)(5x+3)=152* —x— 6
— 10z
9x

(4x+1)(2x —3) =8x* — 10x — 3
(2x — 5y)(3x — 4y) = 6x*> — 23xy + 20y°.

Con un poco de practica se puede escribir el producto directa-
mente, efectuando mentalmente las operaciones intermedias.

EJERCICIO 49.

Hallar los productos siguientes:

1°9) (x+1)(x+2) 2°) (x+3)(x+4)

3°) (x—1)(x+4) ) (x—2)(x—3)

59) (x+6)(x—2) 6°) (a+3)(a—1)

79) (a+8)(a—6) 8°) (a—5)(a—9)

9°) (y+ 10)(y + 12) 10°) (b+8)(b—12)
11°9)  (x+ 2y)(x+ 3y) 129) (x—4y)(x—2y)
13°2) (a—3b)(a-+ Sb) 14°) (ab+3)(ab—4)
15°) (ab + 2c¢) (ab — 4¢) 16°) (2x+3)(3x+ 2)
17°) (2x+45)(3x+4) 18°) (4x+1)(3x+5)
19°) (2x—3)(4x+ 1) 20°) (Sa—2)(3a-+4)
21°) (8Bm+3)(2m —5) 22°) (7b—2)(2b—3)
239) (9x—1)(8x+1) 24°) (3x+10)(2x — 15)
25%) (10p—1)(2p+3) 26°) (3x—2y)(4x+y)
27°) (2x—y)(3x+ 4y) 28°) (a—2b)(2a+b)
29°) (5a — 2b)(4a + 3b) 30°) (4a—7b)(3a— 10b).
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64-9 (a+ b)? = a*®+ 3a’h + 3ab* + b*

REGLA. EI cubo de la suma de dos términos es igual al cubo
del primer término, mas el triplo del cuadrado del primero por el
segundo, mas el triplo del primero por el cuadrado del segundo,
mas el cubo del segundo.

Puesto que (a + b)? = a* + 2ab + b* multiplicando una vez
mas por a -} b se obtiene, efectivamente, a® 4 3a’h + 3ab® + b,
como se muestra a continuacion:

a* + 2ab + b*
a+ b
a® + 2a°b + ab?
+ a°b + 2ab*® + b®
a® + 3a’h 4 3ab* + b®

Ejemplos.

12° = (10 4+2)* =10° 4 3.10°.2 4 3.10.22 4 23
— 1000 4 600 + 120 + 8 = 1728

(a+ 4)* =a' + 3a%(4) + 32(4)* + &
= a® + 12a® + 48a | 64

(¢ + y*)* == +3x%" + 3¢y 4 y°

64-10 (a — b)? = a® — 3a’bh + 3ab* — b°
REGLA. EI cubo de una diferencia es igual al cubo del primer

término, menos el triplo del cuadrado del primero por el segundo,
més el triplo del primero por el cuadrado del segundo, menos el

cubo del segundo.

Esta regla puede considerarse como una variante de 64-9
puesto que restar un nimero o expresion algebraica equivale a
sumar su opuesto. Resulta asi

(a—b)*=[a+(—b)]* =&+ 3a’(— b)+ 3a(— b)* +(—b)*
— a® — 3a’h + 3ab®* — b°.

Desde luego, 64-10 también se puede verificar por multiplica-
cién directa (hagase como ejercicio).
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Ejemplos.
(20 —4)* =20°—3.20°.4 + 3.20.4°— 4°
(a—1)*=a—3a*+3a—1
(2x — y*)* = 8x° — 12x%y* 4 6xy* — y°.

EJERCICIO 50.
Aplicar 64-9 6 64-10 a los ejemplos siguientes:
1°) (30+45)3 2°) (x+2)3 3?) (145)
4°) (2x+y)3 59) (a-+4b)s 6°) (40—5)3
79) (x—3)3 8°) (2—a)s 9°) (x—2y)3
10°) (2a—3b)3 11°) (x2 4 y2)3 12°9) (a% — b?)3
13°) (2x2 4 3y2)3 14°) (3x2 — 5y2)3 15°) (a® + b®)3
16°) (a3 —b3)s 17°) (ab +¢?)3 18°) (m — pq)?
19°) (x4 y)3 20°) (x—y3)3.

64-11 (a+ b)(a® — ab + b?) = a° + B

REGLA. Multiplicando la suma de dos expresiones algebraicas
cualesquiera por el polinomio homogéneo ordenado de segundo
grado formado con dichas expresiones y coeficientes + 1, — 1,
+ 1, se obtiene la suma de los cubos de dichas expresiones
algebraicas.

Compruébese la regla dada efectuando la multiplicacién indi-
cada (véase § 52-2).

Ejemplos.

(3+5)(3*—3.5+4+5)=3"+5°

(2x + y)[(2x)* — (2x)y + y*] = 8* + y*

[(x+7)+ 1[G+ y)—(x+y) +1]1=x+y)+1
(a* + b*) (a* — a’b* + b*) = a°® + b°.

64-12 (a— b)(a®*+ ab + b*) =a°* — b?

REGLA. Multiplicando la diferencia de dos expresiones alge-
braicas cualesquiera por el polinomio homogéneo de segundo
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grado formado con dichas expresiones y coeficientes todos iguales
a + 1, se obtiene la diferencia de los cubos de dichas expresiones
algebraicas.

Este producto notable se obtiene, como todos los anteriores,
por multiplicaciéon directa, o bien, observando que se halla en
realidad contenido en 64-11. Basta, en efecto, sustituir alli b por
— b para obtener 64-12.

Ejemplos.

(5—3)(5*+5.343?)=5*—3°
(a — 2b)[a® + a(2b) + (2b)?] = a°® — 8b®
[(x+ ) —zl[(x+ ¥)° + (x+ ¥)z+ 2] = (x + y)* — 2°

(a® — b?) (a* + a’b? 4 b*) = a® — b°.
EJERCICIO 51.

I. Aplicar [64-11] 6 [64-12] a los ejemplos siguientes:

1°) (2+43)(22—23 4 32) 2°) (m+ n)(m? — mn + n?)
3°) (a+2)(a®—2a+44) 4°) (x4+1)(x%—x+1)
5°) (34 b)(9—3b+b2) 6°) (5a 4 2b) (25a%2 — 10ab + 4b2)
7?) (p—q)(p?+ pq+q?) 8°) (x—1(x2+x+4+1)
9°) (y—3)(»2+3y+9) 10°) (2 —a)(4+ 2a+ a?)
11°) (2a —3b)(4a2 + 6ab 4+ 9b%) 12°) (x — 5y) (x2 + 5xy + 25y2)
13°) (a?+2)(a*—2a2+4) 14°) (b% — 2) (b* + 2b% + 4)
15°) (x2 —y) (z* + x2y + y?) 16°) (a + b?) (a2 — ab? 4 b*)

17°)  (2a% 4 b?) (4a* — 2a%b% -+ b*) 189) (222 — y2) (4x* 4 2x%y2 + y*)
19°9) (a® — b®) (a® + a%b3® 4 b%)
20°) [(x+y) +3l(x+y)2—3(x+y) +9]

II. Compruébese que
(a—b)(a*+ a®b 4 a?b? + ab® + bt) = a% — b’

III. Compruébese que
(a+b) (a* — a®b + a?b® — abd 4 bt) — a% + b®

IV. Compruébese que
(a* + b*) (a® — a*b* + b®) = a2 4 b2,
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65. Cocientes notables.

De los productos notables estudiados anteriormente resultan
cocientes correspondientes que llamaremos también notables. No
todos ellos tienen suficiente interés, por lo que nos limitaremos a
consignar a continuaciéon los méas importantes:

65-1 L W —=a+b-+4c
m
a®+4 2ab -+ b?
65-2 = b
a+ b a+t
o 2
65s Sodanbb. o s
a—>b
a® — b?
65 —_—— g —
-4 2D a—>b
2 _ b2
658 . —adb
a—>b
a*+ b
656 — 8 — g% — ab b?
b a ab +
3 __ B3
657 2 "2 _ L&lab 4 b,
a—>b

He aqui un ejemplo ilustrativo de aplicacién de cada uno
de los anteriores cocientes notables.

Ejemplos.
6 Oxy — 12
s I - 9xy = =2x+ 3y — 4z
3x
x* + 6xy + 9y°
. = 3
P x+4 3y Toody
4¢c* — :
3 c 4cd+dz=2c_d
2c—d
2_
4. _rn_i:m_3
m-+4 3
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16x* —
5. Y =4x+4y
4x — y
m® 4 8
6. —m—=m*—2m <+ 4
m -+ 2 T
p’'—27¢ ;
7. =p’+ 3pq + 9¢°*.
p— 3¢
EJERCICIO 52.
Escribir los cocientes correspondientes teniendo en cuenta 65-1 a 65-7:
19) ax — ay + az 29) a§+bc+b2
a b
39) 2am — 4bm + 10cm 49) x’yz + xy?z + xyz®
2m xyz
59) x24+2x+1 69) a? +4 10a + 25
x+41 a+4+5
2
79) x2 4 12xy 4 36y2 89) a* 4 2a?b? 4 bt
x + 6y a2+ b?
m? — b2 — 8b +4- 16
9?) ek 10°) +
m—1 b—4
4p2 — 2 4 _242ph2 | bt
119) p? — 20pq + 25q 129) a a2b? -
2p — 5q a? — b
2 Y e
1309 X1 149) '
x+1 24y
9a2 — 4pb2 100a2b62 — 1
15¢) ——— 16°)
3a+42b 10ab 41
az — 16 25 — B2
17°9) —4m89— 18°) ——MM
a—4 5—b
190 49x2 — 36y? 200 a’h? — ¢?
) 7x — 6y ) ab—c
210 at+1 229) as 4 27
) a+41 a3
8x3 3p3 L¢3
239) —_'__y_a 24°) Pl it
2x+4y ab+c
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x3—1

x—1

125 — x3
5—x
x3 — y3z3

X —yz

EJERCICIO 53. (REPASO).

I. Hallar los productos siguientes:

1°)
3°)
5°)
7°)
99)
11°)
13°)
15°)
17°)
199)
21°)
23°)

II. Hallar los cocientes siguientes:

1°)

39)

5°)

7°)

99)

3x?(x —y +2)
(a—Db)(x+y)
(a+3b)*

(2a — 5b)?
(a—b+c)?

(x 4+ 10y) (x — 10y)
(x—8)(x+6)
(2x+3)(5x+41)
(2a+b)3

(a—2b)3

(x+ 5)(x? — 5x 4 25)
(a—4)(a% 4 4a - 16)

4a® 4 6ab + 8ac
2a

9¢? + 6cd 4 d?
3c+d

x%' — 4xy + 4y?
x — 2y

a®* — 64
a4+ 8
25 — y?

5—y

26°)

28°)

30°)

29)
4°)
69)
89)

10°)

129)

149)

169)

189)

20°)

229)

249)

29)

49)

6°)

8°)

109)
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y*—8
y—2
8x3 — 27y3
“2x—3y
(a4 b)3—ct
(a+b) —c

2a2(2a + 3b — 2¢)
(m? + n?) (p* + q?)
(x? + 2y%)?
(322 — y2)2
(2x — 3y + 5z)2
(a? — 3b) (a% + 3b)
(a4 12)(a—5)
(3x — 2) (4x 4+ 6)
(3x +y?)3
(x2 —y2)3
(3x + 2y) (9x% — 6xy + 4y2)
(a — 3b) (a2 + 3ab + 9b2)

3a*b?d* — 2abc - ab?c

abc
16x% + 8x2 y2 4 y4
4x% + y2
9p? — 24pq + 164
3p —4q
a* — 16
vy
81 — z¢
932



178 www.opentor.com

c® + 64 1+ 23
119) _+_ 12°9) _ﬂ

c+4 14 xy

216x3 — 1 6
139) x 149) x6 — y8

)3 L g8 B)8— d)3

159 (x—y)3 4 169) (a+b) (c+d)

(x—y) +2 (a+b) — (c+d)

TEST 7.

I. Hallar los productos siguientes:

1°) (2x—3y) (2x+ 3y) 2°) (5x+4)(2x—3)
3?) (2x2 —y?)2 4°) (5x —y) (25x2 + Sxy + y?)
5°) (3a—2b+c)? 6°) (2a-+4b2)3
II. Indicar el cociente correcto en los siguientes:
19) 4x2 — y?
2x — y
a) 2x—y b) 2x+4y c) 4x+y
29) x2 4 10x 4 25
x+5
a) x—35 b) x4 20 c) x+5
36a2 — b2
g0y o=t
6a-+b
a) 6a—b b) 6a-+b c) a-+6b
49) x3 — 8y3
x— 2y

a) x%— 2xy -+ 4y? b) x24-4xy+4y® c) =224 2xy+ 42
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CaAriTULO 8.

DESCOMPOSICION EN FACTORES.

66. Introduccion.

Si dos expresiones algebraicas A y B se multiplican y su pro-
ducto es C, de cada una de las expresiones algebraicas A y B se
dice que es un factor de C.

Por ejemplo, puesto que
x+2)(x—2)=x*—4
diremos que x + 2 y x — 2 son factores de x* — 4,

En el Algebra es a menudo conveniente determinar los facto-
res de una expresion algebraica dada C. La operacién que consiste
en hallar estos factores (cuando existen) se denomina factorizacion
o descomposicion en factores de la expresion C.

Esta operacién es analoga a la divisién pero, en general, algo
mas dificil, pues en la divisién se conoce el producto y uno de
los factores, en tanto que en la factorizacién sélo se conoce el pro-
ducto, como muestra el esquema siguiente:

Multiplicacion: A.B =?
Divisién: Az(2)=C
Factorizacion: )Y@ '=C

Sin embargo, en muchos casos se halla un factor por inspec-
cion, por tanteo o por el conocimiento de ciertas propiedades;
entonces la determinacion del otro factor se reduce a la opera-
cion de dividir.

En lo que sigue nos ocuparemos de la descomposicién en fac-
tores de polinomios enteros cuyos coeficientes sean nimeros racio-
nales y buscaremos solamente factores cuyos coeficientes sean
también numeros racionales.
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En el problema .de la factorizacién algebraica los factores nu-
méricos son poco importantes y, por tal motivo, el factor F y el
cF (en donde c54 0 es un nimero) se consideran como equiva-
lentes. Asi, por ejemplo, en

; 1 3
2x° — 6xy = 2x(x — 3y) = — 2x(3y — x) = 4x(—2-x——2-}’)

todas las factorizaciones son correctas, pero esencialmente una
misma.

Una expresién algebraica puede no tener otros factores que
la propia expresién o un factor numérico, en cuyo caso Se dice
que es prima. Si tiene otros factores se dice entonces que es
compuesta. Estos conceptos son puramente relativos al sistema
numérico que se admita para los coeficientes.

Asi, por ejemplo, en el sistema de los niimeros racionales la
expresion x* — 4 es compuesta, puesto que se tiene

x*—4=(x+2)(x—2)
y, en cambio, es prima la expresion x* — 5.

Sin embargo, en el sistema de los nimeros reales (véase § 3),
esta Gltima expresién es compuesta, ya que se puede escribir

% —5=(x+V5)(x— V).

Admitiremos que todo polinomio compuesto se puede expresar
de una sola manera (salvo factores numéricos) como producto de
potencias de los factores primos que lo componen *. Por ejemplo,

X%y — 3x%y* = x2%(1 — 3y)

en donde x, y y (1 — 3y) son los factores primos distintos de
x’y® — 3x*y*. La propiedad anterior nos asegura que esta expre-
sién no se puede descomponer en factores de otra manera distinta.

Factorizar completamente un polinomio es expresarlo como
producto de potencias de factores primos.

Ejemplo.
Cuando se escribe
*—16=(x*+4)(x*—4)

* La demostracién de esta propiedad se encuentra en libros del Algebra superior.
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el binomio x* — 16 no estd completamente descompuesto en fac-

tores, ya que el factor x* — 4 no es primo sino compuesto.
Escribiendo

x*—-106=x4+4)(x+2)(x—2)

se tiene entonces el binomio x* — 16 completamente descom-
puesto en factores.

En lo que sigue, cuando propongamos descomponer en facto-
res una expresion algebraica, se entendera que se pide descom-
ponerla en factores completamente.

67. Factor comun.

Invirtiendo el producto notable 64-1 se tiene
ma + mb + mc =m(a+ b + ¢)

que nos dice que cuando los términos de un polinomio tienen un
factor comin m, el polinomio es igual al producto de este factor
por el polinomio cuyos términos se obtienen dividiendo por m los
términos del polinomio dado.

La operacion que consiste en pasar del primer miembro al
segundo miembro de la igualdad escrita arriba se llama sacar
factor comun.

Ejemplos.

2x* + 4xy + 6xz = 2x(x 4 2y + 3z)

ac’* — cx* + cy =c(ac — x* 4+ y)

a’b’c® — a*h’c® — a*b’c = a’b*c(c — ac®* — b)

6x’y + 3xy — 9xy* = 3xy(2x 4+ 1 — 3y)
(x+y)at(x+y)b+ (x+y)ce=(x+y)(a+ b+ c).

En el primero de los ejemplos anteriores m = 2x; en el Gltimo ejemplo
es m=x-+ty.

EJERCICIO 54.
Descomponer en factores:
1°) a%?—2a 29) x%+4-x
3°) 6x2—3x 4°) ay—by
5°) a%?2+4 ab? 6°) x3+4 5x
7°) x%2y? — xy® 8°) 2x3—4x244x
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9°) x34x242x 10°) a® —3a2+4a
11°) 5p2q— 10pqg? 4 5p2q? 12°) 2p3—8b2+4b
13°) x* —x3y 4 x%y? 14°) 8ab? — 4a%b + 4a%b?
15°) pqgr— p?qr+ pqr® 16°) 24x + 16x* 4 40x3
17°) a*bx? 4 2a%b3x® — a?b4x3 18°) ¢#¢ 4 3452 —¢8
199) x5 — x3 4 x2 20°) x?y3zt —2xy2z2 4 3y228
21°) 7m?n® 4+ 14m®n® — 21 m3n* 22°) 9a* — 6a’x 4 3a°x?
23°) a%?—at*-+4 a® — &t 24°) 4a°p%c*+8a’hict 4 12a%btc?
25°) (a+b)x+ (a+b)y 26°) (m+n)x— (m+n)y

27°) (a+b)x+ (a+b)y— (a+b)z
28°) (a+3)x*+ (a+3)y2

29°) (x—y)a’+ (x—y)B2 + (x —y)c?
30°) (a+b+ic)x+ (a4 b+4c)y.

68. Agrupamiento,

En algunas expresiones los términos pueden ser agrupados de
tal manera que factorizando cada grupo quede un factor comiin
complejo en la expresién; se termina entonces la factorizacién
sacando este factor comin en la forma estudiada en el apartado

anterior. (Véanse el Gltimo ejemplo ilustrativo de § 67 y los pro-
blemas 25 a 30 del Ejercicio 54).

Asi, por ejemplo, si la expresiéon dada es de la forma
ac + bc + ad + bd,

y se agrupa el primer término con el segundo y el tercero con el
cuarto, se tiene

(ac + bc) + (ad + bd),

y sacando factor comin en cada grupo:

c(a + b) + d(a + b)

Como ahora la expresién contiene el factor comin (a + b), sacan-
do este factor se obtiene finalmente

(a+ b)(c + d).
(Comparese con 64-2).
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Otros ejemplos.

1. x4+ 3x*+2x+4+ 6 =(x*+ 3x*)+ (2x + 6)
=x*(x+3)+ 2(x+ 3)
= (x 4+ 3)(x* 4 2).

2. x’ 4+ xy — bx — by = (x* 4+ xy) — (bx 4 by)

=x(x+y) — b(x +»)
= (x+ ¥)(x — b).

3. 2a* —2a*—a+ 1= (2a*"—2a8*)—(a—1)
=2a’(a—1)—1(a—1)
= (a—1)(2a°—1).

4. 2ax — by — ay + 2bx= (2ax — ay) + (2bx — by)
=a(2x—y)+ b(2x — y)
= (2x — y)(a + b).

Este altimo ejemplo muestra que a veces conviene agrupar el
primer término con el tercero (y el segundo con el cuarto) en
vez de agrupar el primero con el segundo, como se hizo en los
ejemplos anteriores. En algunos casos resultara conveniente agru-
par el primer término con el cuarto y el segundo con el tercero.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacion del método de agru-

pacion a la descomposicion en factores de una expresion de mas
de cuatro términos.

S. ax+4+ bx+cx —ay — by —cy

= (ax + bx + cx) — (ay + by + cy)
=x(a4+b+c)—y(a+b-+4c)
= (a4 b+ c)(x —y).

De otro modo:

ax + bx +cx — ay — by —cy

= (ax—ay)+ (bx—by) + (cx—oy)
=a(x—y)+b(x—y)+c(x—y)
=(x—y)(a+ b+ c).
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E JERCICIO 55.

Descomponer en factores:

1°)
3°)
59)
7°)
9°)
11°)
13°9)
15°)
17°)
199)
21°)
23°)
25°)
27°)
29°9)
30°)

69. Trinomios cuadrados perfectos.

ax+ bx+ay -+ by
ap—bp—aq-+bq

x4+ xz—bx—bz

x> —xy—4x+ 4y

ac+ 2bc—ad — 2bd
3ax—3ay—5bhx+ Shy
am-+ 6bn+3bm+4 2an
x*+x—ax*—a
x3—3x24+2x—6

2x* 4+ 3x3 — 6x%2 —9x
m’—m?+1—m

2xy —yz+ 6x> —3xz
3a2 —7b% —9a% 4 21ab?
ax+bx+ay+by+taz+bz

2°)

49)

6°)

8°)
10°)
12°)
14°)
16°)
189)
20°)
229)
249)
26°)
289)

am—bm-+ an-—bn

ax —my — ay -+ mx
y?+ay —by—ab
3xy—2xz—3ay+ 2az
ux+vy —vx—uy
—2ax—2ay —abx— aby
ab—3bm— 2am + 6m?
x*+4+2x2+4x-+8

x?—4x2 ~5x+4 20
az*+bz® —2az—2b

a’h + ac? — abd — c2d
abx? + ab’c — x?cy — bc’y
14+x—xyz—x%yz

ax —bx + cx+ ay? — by? 4 cy?

dam+ 2bm — m? —6an—4bn -+ 2mn

ax+ay+a—x—y—1.

En virtud de 64-3 y 64-4 se tiene

& + 2ab + b2 = (a + b)?
a® — 2ab + b* = (a — b)?

Segln esto, un trinomio es un cuadrado perfecto (igual al cua-
drado de un binomio), cuando dos de sus términos son cuadrados
perfectos y el tercero es el doble producto de las raices cuadra-
das de dichos términos. El trinomio es el cuadrado de una suma
o de una diferencia segin que el signo del doble producto sea
positivo o negativo.

Asi, por ejemplo, el trinomio

25x* — 20xz 4 42z

es un cuadrado perfecto, pues contiene dos términos cuadrados
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perfectos* 25x*> y 4z°. Las raices cuadradas, (positivas), de estos
términos son 5x y 2z, y su doble producto es

2(5x)(2z) = 20xz,

el cual coincide con el término medio del trinomio (exceptuando el
signo). Como dicho término medio tiene signo negativo, resulta

25x®> — 20xz 4+ 42* = (5x — 22z)2.

Observaremos que para sacar la raiz cuadrada (positiva) de
un monomio basta sacar la raiz cuadrada aritmética de su coefi-
ciente y dividir por 2 los exponentes de los factores literales que
contenga.

Asi, la raiz cuadrada de
49 a* es 71a
y la de 64 a'b® es 8a’h®.
Comprobacién: (7a)?* = 7a.7a = 49a*
(8a*b®)? = 8a°b* . 8a’b® = 64a'b®.

Notese que — 7a es también raiz cuadrada de 49a2 ya que (— 7a)2=49a2.
En general, todo monomio cuadrado perfecto tiene dos raices cuadradas, una
positiva y otra negativa. Pero en la descomposiciéon en factores de un trimonio
cuadrado perfecto basta considerar los valores positivos, pues los negativos
conducen a descomposiciones equivalentes.

Asi, por ejemplo,

9a% 4 6ab+ b*=(3a+b)2=(3a+4+b)(3a+b)
=(—3a—»b)2=(—3a—b)(—3a—b>b).

Otros ejemplos.

1. 4x*4+4x41=(2x+4 1)?

2. a®*— 22a®+ 121 = (a°* — 11)? |

3. (x—y)+4(x—y)z+4z2"=[(x—y) + 2z]

=(x—y+ 22)2.
EJERCICIO 56.
Descomponer en factores:
1°9) 9a?+ 6ab + b? 29) a? —4ab + 452
3°) x%+4 8xy + 16y? 4°) x2—10xz 4 252

* Nétese que el signo de estos términos ha de ser siempre positivo.
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5°) 4a%2—12ac -4 9a? 6°) a?—2a+1

7°) bZ+4+2b+1 8°) x*—14x+449

99) 25 — 10y + y? 10°) 100x2 4 20x 41
11°) 81a%2—90ab + 25b2 12°) 64 — 48z + 922
13?) 121a% -4 88ax 4 16x2 14°) 1—12m + 36m?
15°) x> +4x+4 Tl 16°) a? —0,5a -+ 0,0625
17°) x%?y? —4xyz 4 422 18°) 4a%+4 28abc 4 49b%c?
19°9) x*+4 2x2y2 4yt 20°) a* — 10a%bh? 4 25b*
21°) a® 4 6a%+49 229) a® —4a%x% 4+ 4x8
23°) 28422441 24°) a*h® — 2a’b®c + c?
25°) 4a* — 36a%b? 4 81b* 26°) 0,01 —0,2x% 4 x*

27°) (a-b)2—2(a+4b)c+.c? 28°) (x+y)2+46(x+y)+9
299) 16 —8(x —z) + (x — 2)2
30°) (a+bB)2+42(a+b)(c+d)+ (c+d)?

70. Diferencia de dos cuadrados.

Invirtiendo el producto notable 64-6 se tiene:
a® — b* = (a-+ b)(a — b).

Por tanto, la diferencia de dos cuadrados se descompone en
el producto de la suma por la diferencia de las bases de estos
cuadrados.

Ejemplos.
852 — 152 = (85 + 15)(85 — 15) = 100 X 70 = 7000
9x* — 16 = (3x+ 4)(3x — 4)

100a%b* — 49¢* = (10ab + 7c)(10ab — 7c¢)

1 1 1
x‘—T=(xz+7)(x“—7)

Las bases de los cuadrados pueden ser también expresiones
complejas.
Ejemplos.
x+y)Y—22=x+y+2)(x+y—2z)

9a — (2b — 3c)? = [3a + (2b — 3c)][3a — (2b — 3¢)]
— (3a 4 2b — 3c)(3a — 2b + 3c)
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(a—b)* — (¢ —d)*
=[(a—b)+ (¢ —d)][(a — b) — (c—d)]
=(a—b+c—d)(a—b—c+d)
(2x+y —3z)* — (x — y + 22)*
=2x+4+y—3z4+x—y+2z)(2x+y—3z—x+y—2z)
= (3x—2z)(x+ 2y — 52).
Sucede en algunos ejemplos que uno de los factores obtenidos
al aplicar el método anterior es también una diferencia de cua-

drados. Se procede entonces a descomponerlo a su vez en factores
siguiendo el mismo método.

Ejemplos.

¥r—1=((x+1)(x*—1)
=x*+1)(x+1)(x—1)
a® — b = (a4 -+ b‘)(a‘ b b‘)
= (a* + b*) (& 4 b*)(a® — b?)
= (a' + b*)(a* + b*)(a + b)(a— b)
(x+y)—16=[(x+¥y) +4][(x+ y)* —4]
=[(x+¥y) +4l[x+ vy +2][x+ vy — 2].

EJERCICIO 57.

Descomponer en factores:

1°) 802 — 202 29) &% — 4b2

3°) b2—-1 49) 9x% —y?

59) 4a%2—-9¢° 6°) 4x2 —25y?

79) 16 — 812 8°) 100 — 3612

99) x2—0,2% 10°) a? — 0,000152
11°) a?bh%2 —9x2 12°) 4a* — b2%¢?
13°) a® — bt 14°) xB —49y5
15°) 400a* — b2 16°) 4x% — y10
17%) 121m® — 900n12 18°) 64x'* — 0,36a1°
19°) 4x2y222 —b® 20°) 144x2y* — 28
21°) a*—xt 22°) (a+b)2—c?
23°) 16 —b* 24°) (a—b)2—c?
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25°) 1 —x8 26°) x°— (y+2)2

27°) a%— 256 . 28°) x°y*—(a—2z)*

299) a®—1 30°) (2x—y)-—2z°

31°) xt—yd 32°) (x+y)*— (a—b)?
33°) al*?-— 81 -34°) (a—2b)*— (2a-}+b)?2
359) (x+y)i—1 36°) (2a-§ 1) — (a+2)°*

37°) (x—2)*—(a+x—3)? 38?) (x—y+2z)*—(x+y—3)?
39°) (2a42b—c)?—(a—b +3¢)? ;
40°) (a®’—a+1)?— (a*4+a+1)*
41°) En la figura de la izquierda se tiene
a=77cm y b=23cm.

Hallar el area comprendida entre los dos cuadrados evaluando: 1) la ex-
presion a® — b?; 2) la expresion (a-+ b)(a—b).

42°) Hallar el area que queda de un cuadrado de lado a= 7,5 m’ al cual
se le ha cortado en cada esquina un cuadrado de lado b = 2,25 m (figura de la
derecha).

L]

71. Combinacion de cuadrado perfecto y diferencia de cuadrados.

Algunos polinomios pueden ser expresados como diferencia de
cuadrados si se agrupan convenientemente los términos que formen
cuadrados perfectos. Entonces se descomponen en factores como
en el paragrafo 70.

Ejemplos.
1. a*+ 2ab -+ b* — 25m® = (a* + 2ab + b*) — 25m?
= (a+ b)? — 25m*®
= (a+ b+ 5m)(a + b — 5m).
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2. a—x*—y*+ 2xy = & —(x* — 2xy + y?)
=a" — (x—y)*
=(a+x—y)(a—x+y).
3. 4a® — ¢* — 6cd + b — 9d? — 4ab
= (4a®* — 4ab + b*) — (c*+ 6¢cd + 9d°)
= (2a — b)? — (c + 3d)?
= ((2a—b+c+3d)(2a— b —c— 3d)
EJERCICIO 58.

Descomponer en factores:

19)
39)
59)
79)
99)

119)

139)

159)

16°)

17°)
18°)
19°)

209)

219)

229)

23°)

24°)

259)

26°)

279)

289)

299)

309)

a2 — 2ab -+ b2 —4x? 2°) x?42xy+ y?—a?

x? 4 y? — 22 — 2xy 4°) 482 —4ab+b%2—c2

9a%? — 4¢? 4+ 6ab + b? 6°) 4x®>—12xy — 16a2 4 9y?
a? — b2 —2bc—c? 8°) x2+42yz—z2—22
l1—a?2—4ax—4x° 10°) 25 —m? —n?+ 2mn
6xy — 9x2 — y? 4 22 12°) 30ab — 25a% 4+ 4c2 —9b?
100x%2 — y?2 — 14yz — 492 14°) 48ax — 36a% 4 y2 — 16x2
a4+ b%?—2ab+ 2cd —c? — d?

x2—y? 422 —¢t2 —2xz— 2yt

4a2 —4p*>* 4+ c?—4ac+4b—1

9 — 6a—b%4a?— 10bc— 25¢?

2582 — 162 4+ 9x% 4 30ax — 22 —8yz2

4a2 +9m® — 20bc — 12am — 4c*> — 25b2

2 —y?—2x—224+1—2yz

6ax —4y®’+ a2+ 9x2 —y*t—4

1—2x> 4 xt—4y2—12yz — 922

25x? 4 12x3 4+ 10a%2x2 — 9x" 4 a* — 4

x?y? —zt —2xy 4+ 1 —42°b% — 4b?

x2 —2xz—1—y2 42y + 2°

2t + 4 — at — bt — 2(x2y? + a?h?)

9a% — 8a% 4 6a°b? — 16a® — 1 4 b*

4xy —4 —a%2—4a+ x? 4 4y?

2a%x® — x% —a® 4 2b%y® 4 b® 4 ¥5.
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72. Cuadrados perfectos incompletos.

Llamaremos asi a los polinomios que pueden ser convertidos
en cuadrados perfectos mediante la adicién de un término conve-
niente. Para que la expresién considerada no se altere es preciso
restar a continuacién él término agregado. Si este término es a su
vez un cuadrado perfecto, la expresién se puede escribir como dife-
rencia de dos cuadrados y, por consiguiente, sera factorizable por
el método del paragrafo 71.

Ejemplos.
1. El trinomio
a4 a* 41
no es un cuadrado perfecto. Para que lo fuese el término del
medio deberia ser 2a®. Sumando y restando a® se tiene
at42a°+1—a*= (a*+ 1) — a* =
= (a8 +1+a)(a’+1—a)
2. x*— 12x%y% | 4y*.

Para que este trinomio sea cuadrado perfecto se necesita que
el término medio sea — 4x*y?% .o bien, 4 4x?y”. Se puede lograr
que el término medio sea — 4x’y? sumando -+ 8x?y?; y que sea
+ 4x°y? sumando -+ 16x?y? Esto 1ultimo resulta mas conveniente
para nuestro propésito puesto que entonces el término agregado
(que debe restarse después) es cuadrado perfecto.

Se tiene asi,
x* — 12x%y® + 4y* = (x* + 4x%y* 4 4y*) — 16x%y* =
= (x* 4 2y%)? — 16x°y* =
= (=* + 2y° + 4xy) (x* + 2y° — 4xy)
3. ¥4+4=x'4+0.*+4=(x"+4x*+4)—4x* =
=(x¥*+2)?—4x* =
= (x*+ 2 4 2x)(x* + 2 — 2x)
Puesto que
a’ -+ 2ab + b? = (a + b)?
a’+ b* = (a+ b)? — 2ab;
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es decir: una suma de cuadrados podria transformarse en una
diferencia de cuadrados y, por tanto, descomponerse en factores,
siempre que el término 2ab resulte un cuadrado perfecto.

Asi, en el ejemplo anterior x* 4 4, se tiene a = x*, b =2
y como 2ab — 4x®> es un cuadrado perfecto, la factorizacién es
posible.

4. x*— 2x’yz—y*—y*2® — 2*

Esta expresién contiene dos cuadrados perfectos incompletos,
como se ve escribiéndola en la forma

(x' =22yt 00) = (PR P )

Agregando y?z® en cada paréntesis (lo cual equivale a sumar y
restar y?z®) resulta

(x* — 2%y z + y%2*) — (¥* + 29°F + 2) =
= —yzy — (P + ) =
=X —yz+ y + 22)(x* —yz — y* — 2°).

EJErRCICIO 59.
Descomponer en factores:
19) 14 x24x* 2°) at* + a%b? 4 bt
39) x*42x2y2 49yt 4°) 25x* 4+ x%y? + y*
59) 16a* 4 8a%b? + 9b* 6°) 9a*— 21a%ph?  4b*
7°) 9x*+4 26x% 4 25 8°) m*—17m? 4 16
99) a*— 7a’b?®+ bt 10°) x* — 19x%y2 | 9y*
11°) 4 4 at 12°) x* 4 64
13°) 64x*+ y® 14°) b*-4 1024
159) 100x* 4 59x2y2? 4- 49y* 16°) 36a* — 6%a%bh% 4 25b*
17°) a* +4 31a2?x? 4 400x* 18°2) a* — 21a%b? 4 4b*

19°) a* —b* —ct — 2a’bc — b?c? 20°) 14 2xy—x?y?2 —x*—y*.

73. Trinomios de la forma x*+4 px + q.

En § 64-7 vimos que
(x + a)(x+ b) =x*+ (a+ b)x + ab.

Por tanto, si podemos encontrar dos nimeros a y b cuya suma
algetraica sea p y cuyo producto sea g, esto es, tales que
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at+b=p y ab=gq
se tendra

x>+ px+qg=x*+(a+ b)x+ ab= (x4 a)(x + b).
Ejemplos.

1. x*4+5x+6

Escribiremos

x*+5x46=(x ) (x )

y buscaremos dos niimeros cuya suma sea - 5 y cuyo producto

sea -+ 6. Como estos nimeros son evidentemente + 2 y - 3,
tendremos:

x4 5x 4+ 6 = (x 4+ 2)(x + 3).
2. x*—T7Tx+4 12

En este caso tenemos que determinar dos ntGmeros cuya
suma sea — 7 y cuyo producto sea -} 12. Tales nameros son
— 3 y — 4. Por tanto:

x2 — x4+ 12 = (x — 3)(x— 4).
3. x*+4+3x—10

Hay que hallar dos niimeros cuya suma sea -+ 3 y cuyo pro-
ducto sea — 10. Obsérvese que siendo el producto negativo, los
factores han de tener signos contrarios. Ademés, el mayor ha de
ser positivo, puesto que la suma de ambos es 4+ 3. Los nimeros
buscados son + 5 y — 2. Por tanto,

¥4+3x—10=(x+5)(x— 2).
4. x*—5x— 24

En este ejemplo hay que buscar dos nimeros cuya suma sea
— 5 y cuyo producto sea — 24. Como los factores de — 24 son

+1 y —24 6 —1 y +24
+2 y —12 6 —2 y +12
+3 y —8 é -3 y +8
i g Gy cor G losA g 46
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entre ellos hay que escoger la pareja cuya suma algebraica sea
— 5. Por eliminacién sucesiva se obtiene 4+ 3 y — 8. Notese

que siendo la suma negativa, el nimero de mayor valor absoluto
ha de ser negativo.

Por tanto, resulta
x> — 5% — 24 = (x4 3)(x— 8).
5. x*— 8xy + 15y~
Escrito este trinomio en la forma x? — (8y)x 4 15y? se nota

que el problema se reduce a hallar dos monomios cuyo producto

sea 15y® y cuya suma sea — 8y. Estos monomios son — 3y y
— S5y. Por tanto:

x> — 8xy + 15y* = (x — 3y)(x — 5y).

Compruébese efectuando la multiplicacién indicada en el se-
gundo miembro.

No siempre existen dos nimeros racionales cuya suma y producto sean
dos niimeros dados. Mas adelante (en § 79) daremos un método para reconocer
si un trimonio es descomponible en factores (con coeficientes racionales),
e indicaremos también un método general para efectuar esta descomposicion
(cuando ella es posible).

EJERCICIO 60.

Descomponer en factores:

1°9) x247x-+4 12 2°) x*4-8x+415
3°) x2+49x+4 20 4°) x2+47x+410
59) x2—5x+46 6°) x> —9x+4 20
7°) a®—3a-+42 8°) a*—6a-+5
9°) B24-3b—10 10°) b2+ 4b—5
11°) y24-3y— 18 12°) 22 4-3z—4
13°) x2—x—6 14°) x2—2x—15
15°) a? — 5a— 14 16°) a%?—2a— 24
17°) ¢249c+ 8 18°) 2 —9c+ 8
19°) x* —5x— 36 20°) x?2+49x—22
21°) a®—15a+ 36 22°) a?+4 19a+ 60
23°) m?®+4+ 13m—90 24°) c*—T7c— 120
25°) x?—T7xy 4 10y2 26°) x2+4 7xy -+ 12y2
27°) a*+44ab—215b% 28?) a®—2ab—48b2
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299)
31°)
339)
359)
37°)
399)
41°)
439)

459)

479)
49°)

www.opentor.com

a? — 20ax + 51x2
a*— 11a? 4 24
a2b? + 16ab — 36
x?2 —08x+ 0,15
a’x? 4 S5ax— 36

c® —20c® 4 64

x* — 28x% 4 115

a* 4 14a%b — 12052

a?bh? —48abc — 100c¢?

x* — 20x2y2 — 96 y4
x2n — 19xn — 120

309)
329)
349)
369)
389)
409)
429)
44°)

46°)

489)
509)

2+ 10yz — 7522
x* —8x? —33

a’b? — 6abc — 72¢?
az 4 0,29a 4+ 0,01
a’x? —6axy — 40y?
a*—5a2+4

x* —23x%2— 108

%2 + 35xy? + 15054
BRI,

SRR D

a® — 3a%h — 18052

a’n 4 40an 4 144.

74. Trinomios de la forma mx* 4 px + q.

Primer método. En virtud de § 64-8 se tiene

(ax + b)(cx + d) = acx®* 4 (ad + bc)x + bd.

Por tanto, si es posible determinar nimeros a, b, ¢, d tales que

ad +bc=p

8C = in;

se tendra

Cuando los coeficientes m y g contienen pocos factores la deter-
minacion de los nameros a, b, ¢, d no requiere muchos tanteos
y el método es de valor practico. Es claro que a y ¢ han de ser

bd=gq,

mx* + px + q = (ax + b)(cx 4 d).

factores de m y b y d factores de q.

Conviene disponer los nimeros que se ensayan en forma de

cuadro, como muestra el esquema siguiente:

a b

X
[ d

ac bd
ad-+4bc
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Ejemplo: 5x* — 8x 4 3

a=3 3=5b a=3=5 —3=5bH
X X
&=% 1=d c=1 —1=d
ac =235 3 = bd ac=2>5 3 = bd
ad 4+ bc=5+4+3=38 ad +bc=—5—3=—8

Los nimeros ensayados a la izquierda no convienen porque
la suma de los productos cruzados es 8 (en vez de — 8). Los
nameros ensayados a la derecha representan la combinacién apro-
piada. Puesto que hay un coeficiente negativo en el trinomio
dado, de entrada podia haberse desechado la primera combina-
cion (con nGmeros todos positivos). Por tanto:

5x2 — 8x + 3 = (5x — 3)(x — 1).

Segundo método. Cuando los coeficientes m y g contienen
muchos factores el método anterior se vuelve muy laborioso.
Puede ensayarse entonces el procedimiento siguiente: se separa
el término medio en dos sumandos de modo que el polinomio
resultante pueda descomponerse por agrupamiento (68).

Ejemplo.

8x* —37x — 15 =8x* — 40x + 3x — 15 =
=8x(x—5)+3(x—5) =
= (x —5)(8x+ 3).

Para hallar los términos en que conviene descomponer el término medio,
se forma el producto mq y se buscan dos niimeros que multiplicados den mgq
y que sumados algebraicamente den p. Asi, en el ejemplo anterior se tiene
imgq=8(—15) = — 120 y p=—37. Los nimeros que multiplicados dan
— 120 y sumados dan — 37 son —40 y 3. Por tanto, el término medio
— 37x se escribe en la forma — 40x 4 3x. Esencialmente, la misma determi-
nacién exige el método que se estudia a continuacién.

Tercer método. Se puede usar también el procedimiento
siguiente: se multiplica y divide el trinomio dado por m (coefi-
ciente de x?), con lo que se obtiene

(mx)? + p(mx) 4+ mq
m
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y considerando mx como un solo simbolo se procede a descom-
poner el numerador por el método explicado en § 73, es ‘decir,
buscando dos nimeros que multiplicados den mq y que suma-
dos den p.

Ejemplos.

(4x)? + 8(4x) + 12
4
(4x + 6)(4x + 2)
4
2(2x + 3)2(2x+ 1)

4
= (2x + 3)(2x + 1).

En el primer paso se multiplica y divide el trinomio por 4.
En el segundo, se procede a la descomposicién en factores para
lo cual se buscan los nimeros que sumados den 8 y que multi-
plicados den 12. El factor 4 que se introdujo en el numerador
aparece ahora repartido entre los factores. Sacando 2 factor comin
y simplificando se obtiene (2x +4 3)(2x 4 1).

2. 6x'—7xy — Sgpecien) — TCOX)y — 187 1y

1. 4x* 4 8x+4 3 =

6
__ (6x —9y)(6x+ 2y)
— = —
_3(2x—3y)2(3x+vy)
= - —

= (2x — 3y)(3x + »).

EJERcCICIO 61.

Descomponer en factores:

1°) 2x24-3x-+41 2°) 2x245x-42
3°) 2x247x+3 4°) 3x24-5x+42
5°) 4324+ 13a+43 6°) 2a%2—T7a-+3
7°) 2p2—T7b+46 8°) 6x2—T7x+42
9°) 6a®2—13a+46 10°) 4a®—12a+5
11°) 4x2—16x+4 15 12°) 22— 11b+4 12
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13°) 6a2—19a-+4 10 14°) 24x2—38x+4 15
15°) 4x?2+44x—3 16°) 4x>—4x—3

17°) 2a? 4 5a— 12 18°) 12p2—H—1

19°) 6a%2+4+5a—4 20°) 2x245x—3

21°) 6x2—11x—10 22°) 4a’+4+19a—5
23°) 4b2—16b+ 15 24°) 2x*—3x—9

25°) 6x2—5x—21 26°) 6x*y*+xy—1
279) 6x2 —25x — 25 28°) 8y? — 37y — 15
29°) 4x%+4 23x—35 30°) 6x%2-4+49x— 45
31°) 6x%2— 7ax—3a? 32°9) 2a®*—13ab -+ 6b2
33°) 9a% 4 6ab — 8b? 34°) 8x%2+4 6xy — 35y%
35°) 10x2 —23xy — S5y? 36°) 10y* — 21yz — 1022
37°) 31xy— 5x%2—6y? 38°) 2ab — 24a%+ 15b%
39°) 15a% 4 8x2 — 26ax 40°) 30x2—T7xy— 15y°

75. Suma de potencias de exponente impar.

75-1. Suma de dos cubos..
En § 64-11 vimos que
(a + b)(a* — ab + b*) = a*® + b°.

Por consiguiente,
a® 4+ b* = (a+ b)(a* — ab + b?).
Ejemplos. '
1. 24+ 1=Cx+4+1)(EE*—x+1).
2. 8x*+27y*=(2x)*+4 (3y)® =

= (2x + 3y) (4x®* — 6xy + 9y?).
3. P4yr=x+ ()= G+r)E -+ ).

75-2. Suma de dos potencias cualesquiera con el mismo expo-
nente impar.

Invirtiendo el ejemplo III del Ejercicio 51, se tiene
a® + b® = (a + b)(a* — a°b + a’°b* — ab® + b*);
Page 208 of 479



198 www.opentor.com

y, andlogamente, se comprueba que
a’ 4+ b’ = (a 4 b)(a® — a°b + a'b?> — a’b® 4 a’bh* — ab® | b°).
En general, se tiene
a®+b*"=(a+b)(amt*—a b+ a"*b* — .... 4+ b"?)
siempre que n sea un entero positivo impar. Es decir:

La suma de dos potencias con el mismo exponente n impar
sa descompone en la suma de las bases por un polinomio homo-
géneo de grado n — 1 con coeficientes + 1 y — 1 alternativa-
mente.

Ejemplos.
1. x¥432=x542°—=
:(x+2)(x*—x3.2+x“.22_x,23+24):
= (x + 2) (x* — 2x° + 4x* — 8x + 16).
2. 243 4+ 1=(3x)+1 =
= (3x 4+ 1)(81x* — 27x®* 4 9x* — 3x + 1).

EJERCICIO 62.
Descomponer en factores:
1°9) x3 4 p? 2°) a%b¥4- ¢t
39) 14 B3 4°) x34-8
59) a%4 125 6°) 27x3+41
7°) x54 yb 8°) a%4-1
99) 32x5 4y 10°) 32a% 4 243b%
11°) x3 4 y® 129) x5+ y0

76. Diferencia de potencias de exponente impar.

76-1. Diferencia de dos cubos.
En § 64-12 vimos que

(a — b)(a*+ ab + b?) = a® — b°.
Invirtiendo la igualdad se obtiene

a’ — b* = (a— b)(a®* + ab + b?).
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Ejemplos.
1. ¥*—64=x—4=(x—4)(x*+ 4x+ 16)
2. 8x* — 125y° = (2x)®* — (5y)¢ =
= (2x — 5y) (4x*> + 10xy + 25y?)
3. X~y =2 — (F) = (x—y)E + 17 + 7).

76-2. Diferencia de dos potencias cualesquiera con el mismo
exponente impar.

Del ejemplo II del Ejercicio 51 resulta, invirtiendo la igualdad,
a’ — b®* = (a — b)(a* + a’b + a*h® + ab® + b*).
De la misma manera, se puede comprobar que
a’' — b" = (a — b)(a® + a*b + a'b* + a’b* + a’b* 4+ ab® + b°)
y, en general,
a*—b*"=(a—b)(@a '+ a" b+ a**b*+....+ ab" 2 4 p1)

igualdad que es cierta siempre que n sea un entero positivo
{impar o par). Por tanto:

La diferencia de dos potencias con el mismo exponente n
impar (o par) se descompone en la diferencia de las bases por
un polinomio homogéneo de grado n — 1 con coeficientes -+ 1.

Ejemplos.

1. ¥*—-1=—1)E*+x4+x*+x+1)
2. 32¢° —d"= (2c)* — d® =
— (2¢c — d) (16¢* + 8¢°d + 4c*d? + 2cd® + d*).
El método anterior es también aplicable, como hemos indicado, a diferen-
cias de potencias con exponente par, pero en estos casos se prefiere considerar

el binomio como diferencia de dos cuadrados pues de esta manera se logra
mas facilmente su descomposicion completa en factores.

Ejemplo.
xt—yt = (x —y) (2 + 22y + xy% + y?).

El segundo factor se puede descomponer ahora por agrupamiento,
como sigue:

24+ x2y fxy? 4+ yi=a2% (x4+y) + 2 (x+y) = (x4 y) (22 + 3?).
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Por tanto:

¥ —yri=(x—y)(x+y)(x24+32).
Pero es a todas luces mas ventajoso proceder como en § 70, a saber:

Xy = (22 —-) (R + ) =(x—y)(x+¥)(x2+y2).

EJERCICIO 63.

Descomponer en factores:

1°)
3°)
59)
7°)
9°)
11°)

x3 —y3 2°)
a®—1 4°)
y:—38 6°)
x5 —ys 8°)
32x% —1 10°)
x3 —y9 12°)

a% — b3c®

x3 — 125

8x3 — 125y°
a’% — 32
243a% — 32b°

x10 — a5,

77. Suma o diferencia de potencias de exponente par.

77-1. Suma de potencias de exponente par.

La suma de potencias de exponente par es descomponible en
factores (con coeficientes racionales) cuando los exponentes contie-
nen el mismo factor impar, en cuyo caso dicha suma puede expre-
sarse como suma de potencias con el mismo exponente impar, y se

aplica la regla estiidiada en § 75.

Ejemplos.

1.

2.
3.
4.

X +y' =) 4+ () =&+ ) — 2y + y*)
812 + b12 - (34)3 + (b4)3 —— (a4 + b4)(a8 ol a4b4 + b8)
al2 + x8 — (a4)3 + (x2 3 — (a4 + XZ)(aB — a4x2 + xl)
x* 4+ y', x® 4 y® etc, no son descomponibles.

77-2. Diferencia de potencias de exponente par.

Como ya indicamos en § 76-2, para descomponer en factores
una diferencia de potencias de exponente par basta considerarla
como una diferencia de cuadrados. Si los factores resultantes
admiten a su vez descomposiciéon en factores, se procede a efec-

tuarla hasta que sean primos todos los factores obtenidos.

Page 211 of 479



www.opentor.com 201
Ejemplos.
1. xX*—y'=0GE+y*)E*—y°)
=(x+y)(xX—xy+y*)(x—y)(x*+xy+y?)
2. f—y=E+y)(x—y)
= (x*+ y*)(x* + y*) (x* — ¥°)
=&+ y)E+y)(x+y)(x—y).

EJERCICIO 64.
Descomponer en factores:
1°) a4 b® 2°) a® —p°
3°) x5+ 64y° 4°) x® — 64y®
50) 12 | y12 6°) x'2 — ylz
79)  al0 4 x10 89) al0 — x10
9°) xf+41 10°) a®—1
11°) x%0 4 y20 12°) x10—1
139) x'2 4y 149) x'2 — b
15°) a'? 4 729 16°) a'% — 729b12
17°) xSy% 4 z18 18°) a'8 —pb®
19°) (a-+b)8+ 8 20°) a®— (b+c)®.

78. Polinomios que contienen factores de la forma x 4 a®.

Si un polinomio cualquiera con coeficientes enteros, como
por ejemplo,
kx* + mx* 4+ nx+ p

es divisible por un binomio de primer grado de la forma x - a,
el nimero a debera ser un divisor de p. En efecto, en una divi-
sién exacta el wltimo término del dividendo es igual al producto
del dltimo término del cociente por el Gltimo término del divisor.
Tendremos, pues, p = aq, representando por q el Gltimo término
del cociente.

Por tanto, si un polinomio contiene factores de la forma x + a,
el nimero a habra que buscarlo entre los divisores (positivos y
negativos) de p.

* Antes de estudiar el parigrafo 78, el alumno debe repasar el § 57.
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Ensayando sucesivamente los posibles divisores x 4+ a se podra
determinar si el polinomio dado contiene o no un factor o divisor
de esta forma. Para ello es ventajoso usar el método de division
sintética explicado en § 57.

Ejemplos.

1. x*—8x*4 16x — 5.

Los divisores de — 5 son: 4+ 1, — 1, 4+ 5, — 5. Por tanto,
los posibles divisores de primer grado del polinomio dado son los
siguientes:

x+ 1, x—1, x+ 35, x—35.

Ensayando las divisiones correspondientes, tendremos:

1—8-416—! 8] 0 1998 +16 —5 | 41
w: § o (Gl B LD

1 —9--25-<30 Y-l G4

1— 84+16— 5 | % 1— §49625" ] +35
— 54 65— 405 M |

1 — 13+ 81— 410 1—3+ 140

Por consiguiente, el polinomio resulta divisible por x — 5 y el
cociente exacto es x* — 3x 4 1; es decir:

x* —8x* 4+ 16x — 5 = (x — 5)(x* — 3x 4 1).

Es facil comprobar que x* — 3x 4+ 1 no es a su vez descom-
ponible,

2. x*—6x2+4 11x — 6.

Los divisores de — 6 son: == 1, =2, *= 3, = 6. Las divi-
siones correspondientes a x4+ 1 y a x — 1 son:

JEOGeppaviiger s L gyipiede Py
I 4+1— 546
1— 7+ 18 — 24 1=5+ .6.40
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Por tanto,
x* — 6x2 4 11x — 6 = (x — 1) (x* — 5x + 6).

Ahora bien, el cociente x* — 5x 4+ 6, que es un trinomio de

la forma estudiada en § 73, admite a su vez la descomposicion
(x — 2)(x — 3). Luego,

xX*—6x*4+1lx—6=(x—1)(x—2)(x— 3).

También se puede aplicar al cociente hallado el método de
division sintética. Las operaciones necesarias se acostumbra dis-
ponerlas como sigue:

1= 6 A —=16 20 Jricpsd

TN TAeal

1 —8<: 6 Py
+2

1—3

Se han usado sucesivamente los divisores x — 1 y x— 2, ¥y
el Gltimo cociente obtenido es x — 3. Por tanto, resulta la facto-
rizacion (x — 1)(x — 2)(x — 3).

3. x*— 12x -+ 16.

Se tiene
1+0—12+4+16 | +2
+24+ 4
14+2— 8 | + 2
+ 2
144
Luego,

X —12x+4+16=(x—2)(x—2)(x+ 4)
= (x — 2)*(x + 4).

EJERCICIO 65.
Descomponer en factores:
1°) x*4+3x2+4+3x+ 2 2°) x*—4x*44x—3
3°) x3—4x2+x+6 4°) x*+4+4x°+x—6
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5°) x®—8x2416x—5 6°) x3—10x-—3
7°) x3—8x+3 8°) x*47x2+412x+4
9?) xX*—-3x2+44 10°) x344x2-—5
11°) x*—4x* 4+ 3x24x—3 129) 4x* —12x2 4 11x—6
139) x4 —3x3 —2x2+4+2x—6 149) 2x3 — 9x2 — 7x 410
159) x*+42x® —4x>—5x—6 16°) x*42x2+49
17°) x* —8x% 4 20x2 — 19x 4 12 18°) x*—24x45
19°) x*—14x 48 20°) =x* — 10x® 4 35x% — 50x 4 24.

79. Teorema del resto. Aplicaciones.

En este parrafo usaremos la notacién P(x) para indicar un
polinomio cualquiera, racional y entero, que contenga la letra x
(o, como se dice brevemente, un polinomio en x). Por ejemplo:

P(x) =x* — 6x* 4 5x + 11.

El valor numérico del polinomio para x — 2 se expresa escri-
biendo P(2), el valor numérico para x — 3 se representa por
P(3), y en general, el valor numérico del polinomio para x = a
se representa por P(a).

Asi, en el caso del polinomio de tercer grado escrito mas
arriba, tendriamos:

P(2)=2*—6.22+45.2+4 11 =S5.
Analogamente,
P(3)=—1, P(— 2) = — 31, etc.
Hagamos la division de P(x) = x* — 6x* 4+ 5x 4 11 por el
binomio x — 2. Se obtiene:
1—6+4+5+4 11 I_?_
+2—-8— 6
1—4—-3+4 5
de modo que el cociente de la divisidon es x? — 4x — 3 y el resto

es + 5. Obsérvese que el resto es precisamente igual al wvalor
que toma el polinomio para x = 2, esto es,

P(2) = + 5 =resto de la divisién por x — 2.

Este hecho no es casual. Por ejemplo, si ensayamos la divi-
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sion del mismo polinomio anterior por x — 3 veremos que Su

resto es P(3) = — 1; y si ensayamos la division por x 4 2 vere-
mos que su resto es P(— 2) = — 31.
En efecto:
1—64+5+11 |3 1—6+ 5411 | —2
+3—9—12 — 2416 — 42
1—3—4— 1 1—8-+4+ 21— 31

Es facil demostrar que necesariamente ha de ser asi en todos
los casos. Consideremos primero, para comprenderlo bien, el caso
de la divisiéon de x* — 6x®* 4+ 5x 4+ 11 por x — 2; como el co-
ciente es x* — 4x — 3 y el resto es + 5 y sabemos que

dividendo = divisor X cociente -+ resto
tenemos:
P(x)=x*—6x*+5x+11=(x—2)(x* —4x — 3) + 5.
Si en esta igualdad se hace x — 2 resulta:
P(2)=23-6.2245.2411=(2—2)(2°—4.2—3)+5=+45
puesto que 2 — 2 =0.

En general, si representamos por P(x) el dividendo, por x—a
el divisor, por Q(x) el cociente y por R el resto, se tiene

P(x) = (x—a)Q(x) + R.
Haciendo en esta igualdad x — a se deduce

P(a) =(a—a)Q(a)+ R
P(a) =R

o bien,

puesto que a—a=_0.

Hemos obtenido asi el llamado

TEOREMA DEL RESTO. EI resto de la division de un polinomio
por un binomio de la forma x — a es igual al resultado de sustituir
en el polinomio la x por la a. En simbolos:

R = P(a).
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Un binomio de la forma x 4 a se puede escribir x — (— a);
por tanto, el resto de la divisién serd en este caso P(— a).

Ejemplo.
El resto de la division de P(x) =x* — x4+ 2 por x4+ 5 es
P(—5)=(—5)*—(—5)+2=—118.

Si un polinomio es divisible por un binomio el resto de su
division es cero; inversamente, si el resto de la divisién es cero,
el polinomio es divisible por el binomio. Desde luego, si el resto
de la divisién no es cero, el polinomio no es divisible (exacta-
mente) por el binomio.

Resulta asi el siguiente corolario o consecuencia del teorema
del resto, muy 1til, como veremos en seguida, en las teorias de la
divisibilidad algebraica y de la descomposicién en factores.

CoROLARIO. Es condicién necesaria y suficiente para que un
polinomio P(x) sea divisible por un binomio x — a, que el poli-
nomio se reduzca a cero para X — a, esto es, que se tenga
P(a) = 0.

Ejemplo.

El polinomio P(x) =x* — 2x>* — 2x — 3 es divisible por
x — 3 puesto que

P(3)=3*—2.32—2.3—3=0.

El teorema del resto puede usarse para calcular el resto R
por medio del valor del polinomio P(a) o, viceversa, puede usarse
para calcular el valor del polinomio por medio del resto.

En el ejemplo anterior hemos hallado el resto por medio del
valor del polinomio. En la practica, sin embargo, en casos seme-
jantes a éste, suele hallarse el resto directamente mediante la
divisién sintética (lo cual es, en general, mas breve), como hici-
mos en § 78.

Hay casos, no obstante, en que conviene proceder a la inversa,
por ser facil o inmediata la determinacién de P(a). Esto es lo
que vamos a ver en las siguientes aplicaciones, cuyo interés justi-
fica el estudio del teorema del resto en Algebra elemental.

Page 217 of 479



www.opentor.com 207
Aplicaciones.
79-1. Divisibilidad de x" == a® por x = a (as40).

Examinemos la divisibilidad de la suma o diferencia de poten-
cias de igual exponente por la suma o diferencia de las bases, con

objeto de verificar y generalizar los resultados estudiados en § 75,
76 y 77.

1) P(x) = x" — a" siempre es divisible por x — a, puesto que
P(a)=a"—a"=0.

Es decir: la diferencia de potencias es divisible por la diferen-
cia de las bases, cualquiera que sea el exponente®.

Ejemplos.
x* — 3% es divisible por x — 3,
x* — 2* es divisible por x — 2.
2) P(x) =x"+ a® nunca es divisible por x — a, puesto
que P(a) = a" + a" = 2a" 7% 0.

Es decir: la suma de potencias nunca es divisible por la dife-
rencia de las bases, cualquiera que sea el exponente.

Ejemplos.
x® 4+ 2® no es divisible por x — 2,
x* 4+ 1 no es divisible por x — 1.
3) P(x) =x"— a" es divisible por x-4 a si el exponente
n es par y s6lo en ese caso. En efecto,
P(-a) =(—a)"—a"=0 sin es par,
P(-a) =(—a)"—a*"=—2a"5% 0 si n es impar.

Por tanto: La diferencia de potencias es divisible por la suma
de las bases tnicamente cuando el exponente es par.

* Se sobrentiende que los exponentes son niimeros naturales, puesto que tratamos exclu-
sivamente el caso de polinomios enteros.

Aunque no lo digamos, por evitar el incurrir en continuas repeticiones, entiéndase tam-
bién que se trata siempre de suma o diferencia de potencias del mismo grado (con el mismo
exponente).
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Ejemplos.
x' — y* es divisible por x4+ vy,
x* — y* no es divisible por x + y.

4) P(x)=x"+4 a" es divisible por x4 a si el exponente
n es impar y solo en ese caso. En efecto,

P(-a) =(—a)"+ a" = si n es impar,
P(-a) =(—a)"+ a*=12a"5%0 si n es par.

Por tanto: La suma de potencias es divisible por la suma de
las bases tinicamente cuando el exponente es impar.

Ejemplos.
x* 4 2* es divisible por x+ 2,
x* 4+ 1 no es divisible por x4 1.

De lo anterior resulta que la suma de potencias pares no es
divisible ni por la suma ni por la diferencia de las bases.

79-2. Descomposicion en factores de expresiones ciclicas.

Una expresion, tal como x* 4 y* 4 2% se dice ciclica cuando
se transforma en una expresién equivalente sustituyendo la x por
lay,layporlazylazporlax. Asi en el ejemplo anterior obten-
driamos y* - z* 4 x* que es equivalente a x* 4 y* 4 2°

Otros ejemplos.

Son también expresiones ciclicas las siguientes:
x’y + y’z + z°x
x*4y*+ 22— 3xyz
r—2)*+ (z—x)"+ (x —y)>
Vamos a dar a continuaciéon dos ejemplos de descomposicion
en factores de expresiones ciclicas.
Ejemplo 1.
Descomponer en factores

x’y + y*’z 4+ z°x — xy* -— y2z? — zx°.
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Investiguemos si la expresién es divisible por x — y para lo
cual hallaremos el resto sustituyendo x = y. Se obtiene:

Y+ ¥z + 2y — y — p2t — 2y =0,
luego la expresién es divisible por x — y.

Como la expresion es ciclica, también serad divisible por
Yy —z y por z— x. Puesto que la expresion es de tercer grado
no puede contener otros factores. Sin embargo, el producto

(x —y)(y — 2)(z — x) puede diferir de la expresién dada en
un factor numérico. Pongamos entonces

xXy+yz+2x — xy ! —yZ —zx* = A(x—y)(y — z)(z — x)

en donde A es un nimero a determinar. Siendo A un n(imero,
no depende de los valores particulares que se puedan dar a las

letras que figuran en la expresién. Haciendo x =1, y=2,
z = 3 encontramos

—2=A(—1)(—1)(2) dedonde A=-—1.
Por tanto,
X’y +y'z+ 2°x — xy* —yz* —zx* = —(x— y) (v — z) (z — x).
Ejemplo 2.
Descomponer en factores
(x=y) + (v — 2)* + (z — x)*.
Haciendo x — y se obtiene
F—2)+z—y)=0

luego la expresion es divisible por x — y. Anélogamente, ella es
divisible por y — z y por z — x. Por tanto,’

x—=y)+ -2+ GC—x)*=AEx—y)(y—2)(z—x)

en donde A es, como antes, un ntimero a determinar. Haciendo
x=0, y=1, z—= 2 se encuentra

6 =A(—1)(—1)(2) de donde A = 3.
Luego,
x—y)}+ -2+ E—x)=3x—y)(r—2z)( —x).
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E JERCICIO 66.

I. Verificar el teorema del resto en los siguientes casos, es decir, hallar
el resto por divisién directa y luego mediante la evaluacién del polinomio

correspondiente:
1°) x> —7x+4+9 por x—1 2°) x24-3x+1 por x—2
3°) x*+4+ x2+45 por x4 1 4°) x*—2x+48 por x4 2
5°) x34+x2—2x+4+6 por x—3

II. En los siguientes ejemplos determinar el resto sin efectuar la divisidn,
hallando el valor correspondiente del polinomio:

1°) x*+4+4x+41 por x—2 2°) x2—3x-+47 por x—1

3°) =x34-2 por x4 1 4°) x%—2x—4 por x—2

5°) =x*416 por x- 2

ITI. Decir si

1°) x® —y3® esdivisiblepor x4y 2°) x%— y® esdivisible por x4y
3?) x® — y® esdivisible por x — y 4°) x® — y5 esdivisible por x — y
5°) x3+4 y?® esdivisible por x — y 6°) x% 4 y® esdivisiblepor x4 y
7°) x% 4 y® esdivisiblepor x — y 8°) x° 4 y® esdivisible por x4 y
9°) x* — 16 esdivisible por x 4 2 10°) x* — 16 esdivisible por x — 2.

IV. Descomponer en factores las expresiones siguientes:

19) yz(y —2) 4 zx(z—x) +xy(x—y)

29) x(y+5-2)24y(z+4+x)242(x+y)2 —4xyz
3°) a(b—c)2+b(c—a)?+c(a—b)2+8abe
4?) a*(b® —c?) + b*(c2 — a2) + c*(a? — b?)
59 (x+y+2)8—x8—y3—28,

80. Descomposicion general en factores de un trinomio de segundo grado
de la forma ax® 4 bx + c.

Se supone a7 0 y que los coeficientes a, b, c representan nimeros
racionales. Multiplicando y dividiendo el trinomio por 4a se tiene:

4a’x? 4 4abx -+ 4ac
4a
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Ahora bien, puesto que

(2ax 4 b)2=4a%x2 + 4abx + b2
resulta

(2ax+ b)2 — b2 = 4a%x® 4 4abx,
luego la igualdad [1] se puede escribir en la forma
(2ax+ b)2 — b? 4 4ac

4a

ax’4+bx+c=

o bien,

(2ax 4 b)2 —\/ b? — 4ac)?
4a

ax?+bx+c=

y, finalmente,
1 SRS S e
ax? +bx+c=T (2ax+4 b+ Vb2 —4ac)(2ax+b—\/b?2—4ac).
a

La expresién b? —4ac se llama discriminante del trinomio. Por medio
del discriminante se puede determinar si un trinomio dado es compuesto
(es decir, descomponible) en un sistema numérico fijado (racional, real, etc.).
Se obtienen inmediatamente los siguientes resultados:

1) Si b? —4ac es un nimero cuadrado perfecto el trinomio es descom-
ponible en factores con coeficientes racionales. En particular, si b2 —4ac=0
el trinomio es un cuadrado perfecto (salvo, quizas, un factor constante).

2) Si b2—4ac> 0, pero b? —4ac no es un cuadrado perfecto, el
trinomio es primo en el sistema de los nimeros racionales, pero descomponible
en el sistema de los niimeros reales.

3) Si b%?—4ac <0 el trinomio es primo en el sistema de los nimeros
reales (y, por tanto, en el de los racionales), pues no existe ninglin niimero
real cuyo cuadrado sea un nimero negativo, es decir, no se puede extraer raiz
cuadrada a un nimero negativo en el sistema de los niimeros reales. Mas
adelante veremos que ampliando de nuevo el sistema numérico se logra la

descomposicion del trinomio (asi como la de cualquier polinomio) en factores
de primer grado.

El método anterior es aplicable también a los trinomios de la forma
ax? 4 bxy + cy?. Procediendo analogamente resulta:

1 I S—
ax? 4 bxy +cy? = 3 [2ax 4 (b4 Vb2 —4ac)y]l[2ax+
a
+ (b — VB2 — dac)yl.
Ejemplos.
1°) 6x2—7x—3.
Puesto que

b2 —4ac=(—7)2—4(6)(—3) =121 =112
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el trinomio dado es descomponible en factores con coeficientes racionales.
Se tiene, efectivamente,

6x2—7x—3=(2x—3)(3x+1).
2°) 5x243x—1.
Aqui se tiene

b?—4ac=9—4(5)(—1) =29.

El discriminante es positivo pero no es un cuadrado perfecto. Por
tanto, el trinomio no es descomponible en factores con coeficientes racionales,
pero si en factores con coeficientes reales.

3°) x*—ey4y2.

Este trinomio ocurre en la descomposicion de x4+ y3® en factores.
En este caso se tiene

b?—4ac=(—1)2—4(1)(1) =1—4=-—3.
Por tanto, el trinomio considerado es primo en el sistema de los niime-
ros reales.
EJERCICIO 67.

Calcular el discriminante y averiguar si los trinomios siguientes admiten
factores con coeficientes racionales:

1°) x2—4x-—35 2°) x®4-2x—15

3°) x2—-3x—18 4°) x2+4x+42

5°) x2—-3x+44 6°) 3x2—x—2

7°) 6x2—x—2 8°) 4x2413x+43

99) 3x2—x—1 10°) 5x246x+4+3

119) 17x+4 12 4 6x2 129) 12x® —x—1

139) 4224 7x—15 149) 10#2 —3¢— 15

15°) 8x%2421x—9 16°) x®4-xy -+ y?

17°) x2 —4xy 4 4y2 18°) 6x24 19xy — 732
19°) 6x% —xy — 35y? 20°) 15x2 4 8xz — 1622,

EJERCICIO 68. (REPASO).

Descomponer en factores:

1°) 3a%?—S5a 29) x3+4 x%2y + 2xy?

39) 2x5—4x2} 5x3 4°) a*h — a®h? 4 a?p3

5°) 2x%y —6xy? 4 3xy 6°) S5a®x + 10a®x? — 20a3x8
7°) 3a°b?c? — 6abc 4 9a3b3c? 8°) 4x3y® —8x2y22° 4 12xyz
9°) 2a’y 4 4a’y? -} 8a? 10°) 6a°c— 12ac® — 3a?c?

Page 223 of 479



119)
13°)
15°)
17°)
19°9)
20°)
21°)
23°)
259)
27°)
29°)
31°)
33°)

35°9)

379)
399)
41°)
439)
459)
479)
489)
49°)
50°)
519)
539)
559)
579)
599)
61°)
63°)
659)
67°)
69°)
719)
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2x2 —5xy + 4ax— 10ay 129)
x*4+3x244x+ 12 14°)
1+420xt —4x® —5x 16°)

ax+ bx+ay+ by-+ az+4 bz 189)
ax—ay+taz+x—y-+=z
xz"+x"+3-—x"+1—x“ (n>3)

az -4 6ab 4 9b% 22°)
x2 — 10x 4 25 24°)
121a% — 110a + 25 26°)
36x2 — 84 xwy + 49y? 28°)
4xt + 12x%y2  9y* 30°)
az—9 32°)
25 — 100a? 349)
x2 — i y? 36°)
4
3a® — 12a%b¢ 389)
(x—3y)2—162 40°)
22 + 2xy + 32 — 4 429)
9x2 —4a2+4a—1 44°)
2a4+c2—1—a2 46°)

x2—2x+1—a%2+4 2ay —y?

a* — a2 —9 4 b*— 2a%b% 4 6a

25x2 — 1 — 10ax —4y%z2 4+ a? + 4ys
at— 2a%x —x* — 2x2y2 — yt 4 x2

bt 4+ 5241 529)
a* 4 a?b? 4 25b* 549)
4a* 4 bt 56°)
x247x+ 10 58°)
x2 —3xy —4y? 60°)
5x2—-8x+3 62°)
4a> —4a—3 64°)
2x2 4 5xz+4 22 669)
ad 4 125 68°9)
ah’ 4 64 70°)
64x3 — 343y° 72°)
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x2 4 xy —ax—ay
at—at—a-+1
14a—a*mn—a’mn

a?—ab+4+ac—a+4+b—c

4x +4x+ 1

1—20y -+ 100y2

x® 4 14x3 4+ 49

25a2p? — 40apc + 16¢2
(x+y)2—6a(x+y) +9a?
x—x°

a’h? — 16¢2
xt —4y?
x8 — 256

(x+2)2— (2x—3)2

x? —y2 —22 —2yz

1—a?+4 6ab—9b?

24y —2xy—2a—a*-—1

a* — 3a%x? 4 xt
25a* 4 24a%b? | 16 b4
x® 4 64y
x2—T7x—8

a4 4ab— 2152
3x2—-2x—35

6a? — 7ab — 35
1282 — 7ax — 10x2
8a® — 27hH°
216 4 x®

By 41
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73°)
75°9)
77°)
79°)
80°)
81°)
839)
85°)
87°)
89°)
90°)
91°)
93°)
95°)
97°)
99?)
101°)
102°)
103°)
104°)
105°)
106°)
107°)
108°)
109°)
110°)
111°)
112°)
113°9)
114°)
115°)
116°)
117°)
118°)
119°)
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(a+3)3+8 749) x3 — (y —z)3
(x+y)3 4+ (x—y)3 76°) (a+41)%—(a—1)3
64x° — yb 78°) a’—ab—b—1

a? — b2 + a3 — b3

(=) = (x—=¥)2+ (22 —¥2)

x2 —xy+y*—x3—y3 82°) x*4x?—3x—6

x? 4 3x2 —6x—8 84°) x*—4x*45

x3 4+ 5x2—6 86°) =x*43x —2x+4

x? —x 88°) a®—pbi+4+a—b>b

a® —x®—3ax(a—x)

24y 422+ 2xy+2xz+ 2yz

a* — bt 4 2ab(a® — b?) 92°9) 4a*p? — (a® 4 b%2 —c?)?
a® + b* 4 2a*b + 2ab? 94°) 9m* + 3m*b? + 4b*
x?yn + 2xyntl 4 ynt2 96°) it 4 cIn 4 21 4P
a‘b® — a*b* + 16 b° 98°) a’x —2ax?—2x’—x
x8y0 - g2 100°) (2x—y)3 — (x+2y)3
x*4+2ay+y*+24+3x43y

6x> —Sxy —6y° —6xz+49yz

x*—5x34-5x¥ —-3x—4

12 4+ 7(a+ b) — 10(a+ b)*

16:x2% — (y.2)2

4u? —2xy — 12uv — x* 4 9v? —y*

8xt 4 x

xiyt 4+ 4

a"x —a’y + bx* — by?

x4 y?+2° —2xy —2yz+4 2xz

x? = 2x*y +x2—4x—4 48y

(m—n)2—2(m—n—1) —1

2xy —ax—2yz-+az—ay+ 2y?

2+ x—y2t+y—2t =zt 2ys

12a® 4 20a* —a + 14

2a® — S5ab + 2b2 —3ac+4 6bc

at+b—c+a’*—b>—c?2+4 2bc

x2 —6xy+-9y?2 —8x-+ 24y -+ 15

a*--8ab -+ 16b>—a—4b — 20
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120°) 932 —6ab 4 b> —21x%2 4+ 12ax — 4bx
121°) 2ab —2bc—ad +cd + 2b% — bd
122°) a* —2a’xy —x* — x?y? — yt

123°) 1+ 2ab — a* — b* — a?b?

124°) 4x2y? + 4yt — x5 —xt — 1

1259) x5 4 x4 1.

TEST 8.

1°) Descomponer en factores:

a) a’c— 12abc+ 36b3%¢ b) a’—8la
c) x2—142y—3~° d) a?x—a’y— b’y + b%x
e) at—8a?b?- 4bt f) x°—64y°

2°) En cada uno de los siguientes casos factorizar usando dos métodos
distintos e indicar en cada caso el método empleado:

a) x2+4+6x+9 b) 2x24+x—6
c) x¥*—3x24x—3 d) =x341.
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CarpiTULO 9,

MAXIMO COMUN DIVISOR Y MINIMO COMUN
MULTIPLO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS ENTERAS.

81. Divisor comin y maximo comiin divisor de expresiones
algebraicas enteras,

Divisor o factor comun de varias expresiones algebraicas ente-
ras es toda expresion entera que divide exactamente a cada una
de ellas. Cuando las expresiones dadas no tienen divisor literal
comun alguno, se dice que son primas entre si.

Maéaximo comun divisor de varias expresiones enteras es su divi-
sor comun de mayor grado.

Estas definiciones tienen significado diverso segin el sistema
numérico que se admita para los coeficientes.

Como en Aritmética, maximo comin divisor se escribe abre-
viamente m. c. d.

Ejemplos.
1. Sean los monomios
12ab, 18a*bp® y — 24a‘b?.
He aqui algunos divisores comunes con coeficientes enteros:
2a, — 3b, 6ab, — 6a’b.
El maximo comun divisor de los monomios dados seria
+ 6a’b, o bien, — 6a°h.

En la teoria de la divisibilidad algebraica dos divisores que
difieren en un factor constante distinto de cero se consideran como
equivalentes (véase § 66).

Page 227 of 479



www.opentor.com 217

Como los monomios escritos arriba, a saber, 4+ 6a°’b y — 6a°b,
difieren en el factor — 1, pueden considerarse como equivalentes.
Generalmente se dice que el m.c.d. de los monomios dados es
6a’b, escribiendo solamente el valor absoluto del coeficiente
numeérico.

Si admitiésemos como coeficientes nGmeros racionales, el
maximo comin divisor de los monomios anteriores seria Ca®bh, en
donde C 5% 0 representa un numero racional cualquiera.

2. Consideramos las expresiones
4x* — 4y y 2x* — 4xy + 2y°.
Descomponiendo ambas en factores tenemos:

x* —4y* =4(x+y)(x—y)
2x* —4xy + 2y  =2(x—y)(x—y)
Por tanto, un divisor comin de ambas expresiones seria

x —y; y el maximo comin divisor (con coeficientes enteros)
es 2(x—y).

Si se admitiesen coeficientes racionales, el m. c. d. seria
C(x — y), en donde C £ 0 es un nimero racional cualquiera.

En el Algebra elemental la teoria del m.c.d. tiene relativa-
mente poca importancia y suele restringirse su estudio al caso
de coeficientes enteros. En lo que sigue nos limitaremos a consi-
derar este caso.

82. Determinacion del miximo comiin divisor de varios monomios.

Para que un monomio divida a otro debe contener sus mismos
factores con iguales o menores exponentes. Por tanto, para hallar
el m.c.d. de varios monomios basta escribir el producto de todos
los factores primos comunes elevando cada uno al menor expo-
nente con que figure en dichos monomios.

Ejemplo.
Hallar el maximo comn divisor de 18a°bh? y — 45a°b3c.

Se tiene:
18a’h? = 2 . 3% a’b?
—45a’b’c®> = — 3%2.5 a?b’c?
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luego
m. c.d. = 32a%b? — 9a2b2.

Notese que no podriamos dar como resultado, v. gr. 9a®h? pues

este monomio no dividiria a — 45a%b°c?; es decir, el cociente no
seria un monomio entero. En efecto,
— 45a°’b°c? . Sbc?
= —Sa7bc® = = 2
9a’b? a

Tampoco podriamos dar como respuesta 9a?h?c pues este este
monomio no divide a 18a’h>

EJERCICIO 69.

Hallar el m.c.d. de los monomios siguientes:

1°) 40x2, 70x3 2?) 36at, 56a°

3°) 15xy?, 60x3y 4°) 35x%y?22, 49x3yzt

59) 30a%x, 40ax2, 50a%x2 6°) aib?c?, ad*hic?

7°) 21x2%y3, 63x*yt, 7T0xty? 8°) 3a’mn3, lla*bm?

9?) 8x(a—b»b)2 30x2(a—b)3 10°) 6a&*(x+4y)3, 9a(x+y)?3,
15a%(x 4 y)*

83. Determinacion del mdximo comiin divisor de varios polinomios por
descomposicion en factores,
Si los polinomios dados son facilmente descomponibles en
factores, se procede a efectuar su descomposicién en factores pri-
mos, y para hallar el m.c.d. se forma, como antes, el producto

de todos los factores primos comunes, elevando cada uno al menor
exponente con que figure en dichas factorizaciones.

Ejemplo.

Hallar el m.c.d. de 3x*—6x—24, 6x> —48x4+96 y
3x® — 48x.

Se tiene:
3> — 6x —24 =3(x*—2x—8) =

=3(x—4)(x+ 2)
6x* — 48x + 96 = 6(x* — 8x + 16) =
= 6(x — 4)*
3x® — 48x = 3x(x* — 16) =
=3x(x+ 4)(x— 4).
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Por tanto,

m.c.d. = 3(x— 4).

EJERCICIO 70.

Hallar el m.c.d. de los polinomios siguientes:

1°)
29)
39)
49)
59)
69)
79)
89)
9°)
10°)
119)
129)
139)
149)
159)
16°)
179)
18°)
199)
20°)

x2 — 8x+4 15, x2 — &x

x2 4 3x, x3 —9x

x?4+3x+2, 2+4x+4, x4 2x
8x3 4 33, 4x2 —y2

a® — 27b3, a? 4 3ab 4 9b2

a'— 16, at—3a2 —4

a2 — ab — 20b2, a? 4 ab — 3052

¥ —T7x3 41222, x5 4 2x% — 24x8
4a® — 25b2, 4a® — 125063, 4a2 — 20ab 4 25b2
xt — X3y, y2 — 122, xy® —yt

xt —y4 x4 y? — x?y — xy?, xt — 2x%y2 4yt
x8 —x%y, x> —2xy +y?, xy? — y*
2x2—11x+4+15, x* —2x2 —4x 43
at4-a’+4+1,a’—a-+1,a*+1

X+ 5% B+ 22y 4+ xy2 + ¥y, x8—y8
x*42x2—-2x+4+3, x*+1

x* 4+ 3x2y 4 2xy2, x* + 6x3y 4 8x2y2

4x%2 —2xy —6y? 422 — 10xy 4 6y2, 8x2 — 182

a* — 13a%2 4 36, (a*+a—06)2

(x24+x—2)2 x*+4x244x, (x* —x3 —6x2)2.

219

84. Determinacién del mdximo comin divisor de dos polinomios por
divisiones sucesivas.

Este método se basa en el siguiente

TEOREMA. S:1 las cuatro expresiones algebraicas enteras A, B,
C, R, son tales que

[1] A=BC+R

los divisores comunes de A y B son los mismos divisores comu-
nesde B y R.
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En efecto, si D es un divisor comin de A y B se tiene
A =DA’, B=DB/’, en donde A’ y B’ son expresiones enteras.
Por tantpo,

R=A — BC=DA’ — DB'C =D(A’ — BC)

luego D es también un divisor de R y, por consiguiente, un
divisor comtGn de B y R. Reciprocamente, todo divisor comun de
B y R es también un divisor comin de A y B.

CoroLARIO. Si A(x) y B(x) son polinomios enteros en x, sien-
do el grado de A(x) mayor o igual que el de B(x), el cociente
y el resto de la division de A(x) por B(x) estan relacionados
en la forma [1]. Por tanto:

Los factores comunes del dividendo y del divisor son los mis-
mos que los del divisor y el resto.

Esto permite investigar el m.c.d. de dos polinomios por el
método de divisiones sucesivas, analogo al que se usa en Aritmética
para investigar el m. c.d. de dos nimeros no facilmente descom-
ponibles en factores.

El método consiste en lo siguiente:

En primer lugar, si la divisién de A por B es exacta, eviden-
temente B es el m.c.d. de ambos, ya que es un divisor comin y
es el de mayor grado posible.

Si la division de A por B no es exacta y deja resto R,, se
procede entonces a dividir B por R,; si esta divisiéon es exacta,
resulta

m.c.d.(A, B) = m.c.d.(B,R,) = R,.

Si no es exacta la division anterior y deja resto R., se pro-
cede entonces a dividir R, por R,, y asi sucesivamente hasta
encontrar resto 0. El altimo divisor empleado sera entonces el
m. c.d. de los polinomios dados. Si este ultimo divisor es un
namero k, desde el punto de vista de la divisibilidad algebraica
los polinomios se consideran primos entre si (es decir, sin factor
literal comin).

Ejemplo.

Hallar el m.c. d. de los polinomios x* — 7x* 4 5x* 4 31x — 30
y x* — 8x* 4+ 17x — 10.
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Las divisiones sucesivas se disponen de la manera siguiente:

x+1 x—2

x*—T7x*4+ 5x* +31x—30 [x*—8x*4+17x—10 | x*—6x+ 5
x* — 8x® 4 17x* 4+ 10x x*—6x*4 5x

x* — 12x* + 41x — 30 | —2¢+ 12x— 10

X— 8x*4+17x—10 | —2x412x—10

— 4x* 4 24x — 20 0
:—4) x*— 6x+4 5
Por tanto,

m.c.d. = x* — 6x 4 5.

Como los polinomios dados no contienen ning(in factor numé-
rico comin, la multiplicacién o divisién de algiin resto o divisor
por un numero (distinto de cero) no influye esencialmente en el
resultado final. Asi, en el caso anterior se dividié el primer resto

hallado por — 4 para evitar en la divisién siguiente nGmerocs
fraccionarios en el cociente.

El m.c.d. de tres o méas polinomios se obtiene hallando el
m.c d. de dos de ellos, después el m.c.d. de este resultado y
el tercer polinomio, y asi sucesivamente.

EJERCICIO 71.

Hallar el m.c.d. de los polinomios siguientes por el método de divisio-
nes sucesivas:

1°) x¥*—x*42, x*+x2—4x+6

2°) 3x*4+x—4, 6x* —7x2—20x

3°) x* —x?—8x+412, x*4+4x>—-3x—18

4°) 4x® —x2—3x, 3x*—3x24+x—1

59) x*—4x*—2x2—9x+4+2, x®*—2x2—14x+43

6°) 2x*+4+3x3—x2—3x—1, x*4+4x34+2x2—4x—3

7°) 3xt4+5x*4+11x24+5x+ 12, 3x34+8x*+4+ x4 12

8°) X4+ x*—9x2—3x+418, x* —9x —9x2 4 67x—42

99) x{—3x2+43x—1, x*—-x3—4x245x—2

10°) x5 —3x4+x*+13x—5, x¥*—8x+43

11°) 2x3 4+ 11x2y 4 3xy2 —y3, x' 4 6x3y 4 5x°y? 4 4xy% — yb
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12°) x* —x2y —7xy2+4 3y3, 2x5 —S5x'y —2x'y? —4x° y* 4 4xyt — 3 y°
13°) 4x! 4 5x%y2 4 xy3 4 2y', 2x' 4 Sx'y 4+ x*y* 4 Sxy* 4 24
14°) x* —2x®—13x—10, 2x*43x*—5x—6, x4 32 —3x—10

15°) 2x44-9x>4+7x—6, 2x'4+3x'—6x*+8x—3,
2x° —5x' +4x3 —Tx" 4+ Tx— 2.

85. Determinacion del maximo comun divisor de dos
polinomios por suma y resta.

Este método, que es de til aplicacién en muchos casos, esta
basado en el siguiente

TEOREMA. Si A y B son dos expresiones algebraicas enteras
Y P ¥ q son nimeros, o mas generalmente, expresiones algebraicas
enteras, todo divisor comiun de A y B es también un divisor de

PA + gB.

En efecto, si D es un divisor comin de A y B y ponemos
A = DA’, B = DB/, resulta:

pA 4 gB = pDA’ 4+ ¢qDB’ = D(pA’ + ¢gB’).

Ejemplos.

1. Hallar el m.c.d. de los polinomios 3x*—8x-+4+ 8 y
x' — 6x + 4.

Multiplicando el segundo polinomio por — 3 y sumandolo
con el primero se obtiene,

10x 4 20 = 10(x + 2).

Como los polinomios dados no tienen ningin factor numérico
entero comun (excepto 1), el unico factor comin posible es
x + 2. Efectuando las divisiones (hagase por coeficientes sepa-
rados) se ve que x + 2 es divisor de ambos polinomios. Puesto
que no hay posibilidad de otros divisores comunes (pues éstos
aparecerian necesariamente en toda combinacion de la forma
pPA 4+ gB), se deduce que

m.c.d =x+ 2.

2. Hallar el m.c.d. de los polinomios x* 4+ x*+4x+41 y
x4+ x* 4 2x + 4.
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Restando un polinomio de otro se obtiene x 4+ 3. Pero este
binomio no es divisor del primero de los polinomios dados (y, por

consiguiente, tampoco del segundo). Por tanto, estos polinomios
son primos entre si.

Notese que el teorema asegura que todo divisor comin de A y B es
también divisor de pA + gB, pero en ninguna parte se dice que el reciproco

sea cierto; esto es, que un factor que aparezca en pA 4 gB sea necesaria-
mente un factor de A y B.

EJERCICIO 72.

Hallar el m.c.d. de los polinomios siguientes por el método de suma
y resta:

1°) x3—9x2 4 25x—20, x® —x?—15x+4 12

2°) xt—x2 41, x*4+x2+4+1

3°) xt—1, x*+41

4°) x*—4x3 4 10x? —12x+9, xt 4+ 2x249

5°) x¥4x+41, x24x+1

6°) x3—x2—x—2, x3—2x2—2x—3

7°) x2—5x+4, x*—5x2+4

8°) 2x*—3x%y? 4yt 2x% —3xiy? 4y~

99) x*+4x+4+1, x*4x2—1

10°) x*—2x*—5x+4+6, 2x*—3x2—19x+430, x*—4x- 3.

86. Comiin miiltiplo y minimo comin miltiplo de expresiones
algebraicas enteras.

Se llama comun mualtiplo de varias expresiones algebraicas
enteras a toda expresion entera que sea exactamente divisible por
cada una de ellas.

Minimo comun mdultiplo de varias expresiones enteras es su
comUn maultiplo de menor grado.

Minimo comun multiplo se escribe, abreviadamente, m. c. m.
Ejemplo. Sean las expresiones
8x'y, —6x%, x*—zxy’=x(x+y)(x—y).

El producto de estas expresiones, a saber,
— 48"y (x +y)(x — y)
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seria un comin miltiplo de ellas. Pero no es un comin miltiplo
del menor grado posible. El minimo comin miltiplo es, en
este caso, |

24x°y*(x + y)(x — y)

aunque también seria aceptable — 24x*y*(x+ y)(x—y). Por
costumbre, se prescinde del signo del coeficiente, esto es, sélo se
considera su valor absoluto.

Si se admitiesen como coeficientes niimeros racionales, el
m. c.m. de las expresiones dadas se escribiria

C'y*'(x+y)(x —y)
en donde C £ 0 representa un nimero racional cualquiera.

En lo que sigue nos limitaremos a considerar el caso de coefi-
cientes enteros.

87. Determinacién del minimo comin mdltiplo de varios monomios.

Para hallar el m.c. m. de varios monomios basta formar el
monomio cuyos factores primos son todos los que figuran en los
monomios dados y cuidando de elevar los factores comunes al
mayor exponente con que figuren en dichos monomios.

Es claro que el monomio asi formado ser4 un miultiplo comun
de los monomios dados, y serd el de menor grado posible, pues
si dejasemos de escribir algin factor primo o pusiésemos un expo-
nente menor que el sefialado a alguno de los factores primos
comunes, el monomio resultante no seria divisible por uno, al me-
nos, de los monomios dados.

Ejemplo.
Hallar el m. c. m. de 25a°bc?, — 40a’b®* y 150abc?.
Se tiene:
25a’bc* = 5%a’bc?
— 40a*bh* = — 23. 5a’h?

150abc® = 2. 3. 5%abc®

luego
m. c.m. = 2%. 3. 5%%b°c® = 600a’h?c.
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EJERCICIO 73.

Hallar el m.c.m. de los monomios siguientes:

1°)
3°)
59)
7°)
9?)
10°)

18x3, 24x? 29)
15 x2y3, 50x3y? 4°)
6a’b%c?, — 15abc? 6°)
xy?z, — x%yz?, x%yz? 8°)

10a(x + y)2, 15a?(x 4+ y)?3

60a*, 36a°

— 64xyt, 24x%y3
l4axy, —21bxz?
12a%p, 30ab? 6a%b®

— 16a’(y — z)3, 12a'(y —z)2, 30ab(y — z)4.

88. Determinacién del minimo comin miltiplo de varios polinomios por
descomposicion en factores.

Cuando los polinomios dados pueden ser descompuestos en
sus factores primos, se procede como en el paragrafo anterior, for-
mando el producto de los factores primos que figuren en las
descomposiciones obtenidas, elevando cada uno al mayor expo-
nente con que aparezca en dichas descomposiciones.

Ejemplo.

Hallar el m. c. m. de 4x*— 16,

2x* 4+ 8x 4 8.

Se tiene:

3x* 4+ 3x — 18 y

4x* — 16 = 4(x* — 4) = 4(x + 2)(x — 2)

3x*+3x —18=3(x*+x—6) =3(x+ 3)(x —2)

2x2 4 8x + 8 = 2(x* + 4x + 4) = 2(x + 2)?

Por tanto,

m.c.m. = 12(x + 2)*(x — 2)(x + 3).

EJERCICIO 74.

Hallar el m.c.m. de los polinomios siguientes:

19)
29)
39)
49)
59)

2 —0bx, xX2—5x—6
3x2—6x+3, x*4+2x—3
Pty y—A4yt-ay
a?—6a-+8, 2a2—7a—4

a® — 2a%x + ax?, a’zx+ ax?— 2x°
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6°) a*—1, a2—1
7?) xXB—x24+x—1, 2+x24x+1
8°) b®—pB% BP+b2+ b
9°) a®—(b+c)? b*2— (a+c)?
10°) x3 —y3, x* 4 x%y2 4 4
11?) x*Azyt ¥ 2 —yh —dxy-tYE
12°) 4?4 3a, a®—8, a2 4+a—=6
13°) a2+ ab+2a-+2b, a4 a?hb—ac?—bc?, 3a—3c
14°) y? —x%, x%—y3, xT—yt
15°) x2—Sxy+46y2 x?—T7xy-+ 12y2, x%2 —6xy -4 8y%
16°) a*-+4a>—8a2—24a, a*—a®*+8a—8, a?2+a—2
17°) a*— 102?49, (a?+42a—3)2
189) x*+4 Xy — 2x%y?, x?y?2 4 3xy3 4 2y4
199) 2x% —15x2426x—5, (2x2—5x+41)2
20°) x>—=x3 x4 x% x*4x241.

89. Método general para hallar el minimo comin miltiplo de dos
expresiones algebraicas enteras.

Cuando las expresiones dadas no estan descompuestas en fac-
tores, ni es facil factorizarlas, se puede obtener su m. c. m. aplicando
el siguiente

TEOREMA. EI m.c.m. de dos expresiones algebraicas enteras
es igual al producto de dichas expresiones dividido por el m.c.d.
de las mismas.

Si representamos por A y B las expresiones dadas, y ponemos
m.eid. (A, B) =D, m.cm(A B) =M

lo que afirma el teorema es que

AB
M=—-
D

En efecto, se tiene A = DA’, B=DB’, en donde A’ y B’
son factores primos entre si. Por tanto,

A B AB
M=DA'B' =D —— = ——.
a D D D
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El m.c.d. D se halla ¢n general por el método de divisiones
sucesivas, como vimos en § 84, o por suma y resta en § 85.

Si se tienen mas de dos expresiones, para determinar su
m.c. m. se halla el m.c. m. de las dos primeras, luego el m. c. m.
del resultado encontrado y la tercera expresiéon, y asi sucesiva-
mente,

Ejemplo.
Hallar el m.c.m. de x* —2x*+45x—6 y x*+4 3x —2.

Restando un polinomio de otro se encuentra
— 24+ 2x—4=—2(x*—x+4 2).

Es facil comprobar, haciendo las divisiones correspondientes,
que x* — x4+ 2 es el m.c.d. de ambos. Se tiene, efectivamente,

x*—2x*4+55x—6=x*—x+2)(x*+x—3)
¥*4+3x—2=F—-—x+2)(x¥*+x—1)
Por tanto,
(x*—2x*+5x—6)(x*+3x—2)
x* — x4 2
=x—-—x+2)xX*+x—3)(x*+x—1)

mcm =

Nbétese que

AB

M= =A'B=AB’'=DA'B’.

En la prictica se usa cualquiera de estas diversas formas de expresar M.
Asi, en el ejemplo anterior, puesto que

(*+3x—2): (x?—x+2)=x24+x—1=B’'
se tiene
M=AB'=(x¥*—2x24+5x—6)(x24+x—1)

=x%4+x5—3x*4+3x34x2—11x+46.
EJjErcCICIO 75.
Hallar el m.c.m. de los polinomios siguientes:
1) »»+2x*—2x2—3x+4+2, x*+2x*+~3x2—4x+3
2°) x*—xX+x*+2, x*—3x34+5x2—4x+2
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3°) x*—10x"+9x—2, x*—12x24+3x-}2

49°) 3P -4y —x+2, 3x8 —x?—x—1

5°) 425452 +3, P—x*+5x2—4x+3

69) B3 —=5x*44+06x2—6x2+10x—8, x*—T7x*+4 15x— 10

7)) X"4x+4+1, 2+2x24+x4+2

8°) x*+4+22—3x41, ¥4 =243 +x2—x+4+1

P) B —85x246, x3—7x2412x—6, 2x3—13x2 4 18x—6

10°) 33 —8x2+41, x¥8—-5x24+7x—2, x*—2x3 —x2—2x+41.
EJErciCIO 76. (REPASO).

Hallar el m.c.d. y el m.c.m. de las expresiones algebraicas siguientes:
1°) 48a®bc?, — 30ab?, 72a?b3c®

2°) 20abx, 50a’by, — 75a°’bz

3°) —15m?n®s, — 20m®n?%t, 45m*n’¢?

4°) 8x(a-+b)3, —6xy(a+b)? 12x%2y(a-+b)

5°) 3a2(2x—y), 9b%2(2x—y)2, 15ab(2x—y)3

6°) x5 —x, x>—2x+42x

7?) x*4+x—6, x2—x—12, x24+2x—3

8°) x*—5x2—T7x+4+14, x3 —10x%2 4 28x— 21

) x4x4+1, B—2x241

10°) x%—xyt, x4+ x8y, x* 4 yt — 2x2yp°

11°) x2 —6xy+8y2 x2—T7xy+ 12y2, 2x2 —9xy 4 4y?
12°) a3 —4a%2-44a, 4a%> —a*, a® — 8a’

13°) x2—4y?2 4+ 12yz—922, x2 4+ 2xz—4y2 4 8yz—322
14°) 3x2 4+ 11xy —4y2, 2x2+4 11xy + 12y2, (x+4y)2
159) 2x3 —7x2 42, x*—2x2—6x+4

16°) 3x%+4 20x>—8, x*+ 7x3+ 3x2 4 2x — 4

17°) y*—=8y*+y*+9, yt—7y3 = T7Ty? 418

18°) 4x® —12x245x+6, 12xt —40x® +27x>4 13x—6
199) x"—x, x4 x2, (x3 —x24x)?

20°0) x¥*—2x3+42x2+4+x—1, X —xt4+2x341

TEST 9.

1°) Dados los monomios 12a2bc?, — 30a3b?c y 60a*b®c? indicar cuél
de los siguientes es su m.c.d. y cual es su m.c.m.:

a) 3abc, b) 120a%*h3c?,
c) 6achc, d) 60atb’c2.
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2°) Dados los polinomios x24+x—12, xX3—9x y x2—6x-+ 9 indicar
cuil de las expresiones siguientes es su m.c.d. y cuédl es su m.c.m.:

a) (x—3)2 b) x-—3,
c) x(x—3), d) x(x—3)(x+3)(x+4),
e) x(x—3)2(x+3)(x+4).

3°) Se dan los monomios — 8x3y322, 20x2ytu, — 32x*y?v y se pide:

a) un com(n divisor, b) el m.ec.d,
¢) un com@n miltiplo, d) el m.c.m.

4°) Hallar el m.c.d. de:

x% — x2, 4218+ x, x3—x24x—1.
5°) Hallar el m.c.d. de:

x3—1, (x24 x4 1)2, x*4x2 41,
6°) Hallar el m.c.m. de:

x? 4 4x, x3 4 64, 2x% 4 16x2 4 32x.
7°) Hallar el m.c.m. de:

2a% —ab—3b?, 6a? — S5ab — 6b2, 4a? — 9B,

8°) En los siguientes hallar el m.c.d. y m.c.m.:

a) 22— (y—z2)? £—(x—y)?
b) x*—7x*4+8x—2, x3—4x>2—10x+4
c) x34+2x2—3, x**—5x2—6x+4 3.
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CapiTurLo 10,

FRACCIONES ALGEBRAICAS.

90. Definiciones.

Si A y B son dos expresiones algebraicas y B0, el
cociente indicado

Ris 6.5 400

B
recibe el nombre de fraccion algebraica, o de fraccion sim-
plemente,

La expresion A es el numerador de la fraccion y la expre-
sion B es el denominador. Ambas reciben el nombre de términos
de la fraccién.

Cuando tanto A como B son expresiones algebraicas racio-
nales *, la fraccién A/B se dice que es racional. En este capitulo
s6lo nos ocuparemos de las fracciones algebraicas racionales.

Cuando ambos términos A y B son expresiones algebraicas
enteras la fraccion A/B se llama simple. Si A 6 B, o ambos,
son expresiones fraccionarias, la fraccion A/B se llama compleja.

Ejemplo. Consideremos las dos fracciones

3
x+1 2+x—1
x* 4+ 4 ¥ x4+ 2

x—1

La primera es simple; y la segunda, compleja.

En este capitulo veremos que toda fracciéon algebraica racional
puede reducirse al cociente indicado de dos polinomios. En gene-
ral, no existe un polinomio que exprese exactamente el cociente

_* Recordaremos que en el § 34 llamamos cxpresién algebraica racional a toda combi-
nacién de nimeros y letras, o de letras solamente, mediante las operaciones de suma, resta,
multiplicacién, divisién y elevacién a potencia.
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de estos dos polinomios numerador y denominador, por lo que la
fraccion algebraica debe interpretarse como una expresion que
indica que para cada sistema de valores numeéricos de las letras
que en ella figuran, se debe hallar el cociente de los valores numé-
ricos del numerador y del denominador.

Cabe también interpretar una fraccion algebraica vomo un
par ordenado de expresiones algebraicas sujeto a ciertas reglas
operatorias.

91. Principios fundamentales.

91-1. Puesto que la fraccion A/B es el cociente indicado de
A por B, se tiene:

L
B

A AC

91-2. 5 — 5C si C%0. En efecto, multiplicando la
primera fraccion por BC se obtiene

A A
— o B —s . C =A

B
y multiplicando la segunda fraccion por BC se obtiene
AC
——.BC=AC
BC
que es el mismo resultado anterior. Tenemos pues
2 opess8S e
B BC
y por la ley de cancelacion del producto 7-2 resulta
A AC
B BC’

Esta propiedad significa que si a las letras que intervienen
en las expresiones algebraicas A, B y C damos valores numéricos
cualesquiera tales que B%0 y C 0O, el valor numérico del
cociente A/B es el mismo valor numérico del cociente AC/BC.
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La propiedad anterior se usa frecuentemente, invirtiendo la
igualdad, en la forma

AC A

BC B
La operacién que consiste en pasar de la primera fraccion a
la segunda, dividiendo ambos términos por C, se llama reduccién
o simplificacion de la fraccidn.

En resumen: Se puede multiplicar o dividir ambos términos
de una fraccion algebraica por el mismo factor C. La fraccion
resultante es equivalente a la dada (toma los mismos valores que
ella) para todo sistema de valores de las letras que den para C
un valor numérico determinado distinto de cero.

91-3.

En una fraccién se deben considerar tres signos: el signo del
numerador, el signo del denominador y el signo propio de la
fraccion, que se antepone a la raya.

Ejemplos.
+ x — m
=¥ o INEI=N

Cuando no se escribe signo alguno se sobrentiende el signo .

En virtud de la ley de los signos del cociente, § 16-2, se pueden
cambiar libremente dos de estos signos sin que el valor numérico
de la fracciéon varie. Asi, por ejemplo,

+x__—x_ —x + x
= T

En los paragrafos siguientes sélo nos ocuparemos de las frac-
ciones simples. En el § 99 trataremos sobre las fracciones com-
plejas.

92. Simplificacion de fracciones.

A continuaciéon aplicaremos el principio 91-2 a varios ejem-
plos de reduccién o simplificaciéon de fracciones.

Una fraccion se dice que esta reducida a su mas simple expre-
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sion cuando el numerador y el denominador son primos entre
si, esto es, cuando no tienen factor comiin alguno.

Para reducir una fracciébn a su maéas simple expresion basta
dividir el numerador y el denominador de la fraccién por su
maximo comun divisor.

Ejemplos.
1 21a’b’c*  3a
" 28a'b'c* 4b
5 ay=uds (a+ 2)(a—2) 12 a4 2
" a—8  (a—2)(a®+2a+4) | a:+ 2a+4
3 x*+3x—10  (x—2)(x+5) _ x+5
T 2x*—3x—2  (x—2)2x+1) T 2x+1
4 x*— x* 4 2
T x —x34x242

Como en este caso la factorizaciéon de los términos de la frac-
cién no es inmediata, es preferible determinar su m. c.d. por divi-
siones sucesivas o por adiciéon y sustracciéon. Empleando este
Gltimo método tendriamos, restando un polinomio de otro:

x*—x*4+x4+2)—-(x*—x+2)=x' —2x*4 2x* =
= x*(x* — 2x -+ 2)

Ahora bien,

—x4+2):(x*—2x++2)=x+1
(x*—x*+x>4+2):(x* -2x+2)=x*4+x+41

luego
m.c. d. = x* — 2x 4 2.

Por tanto,
x*— x4 2 . x4+ 1
=2+ x24+2 x+x4+1

En este ejemplo se podia haber encontrado por division sinté-
tica (véase § 78):

xX*—x*4+2=(x+1)(x* —2x+ 2)
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y notando que x4 1 no es un factor del denominador, se pro-
cede a ensayar la division por el otro factor x* — 2x - 2.

Como hemos visto, los factores comunes pueden eliminarse de
ambos términos de una fraccién y simplificar ésta. Pero suman-
dos o términos comunes no pueden en general eliminarse sin alte-
rar la fraccion. Por ejemplo,

x4+ a a
x+b’ b’

Compruébese sustituyendo x=2, a=3, b=4.

Tachar o simplificar un sumando con otro es uno de los errores
en que mas frecuentemente caen los principiantes.
EJERCICIO 77.

Reducir las fracciones siguientes a su més simple expresién:

6a3b? 8atbsc?
1°) 2°) —
15abt 12a%b3c
25322 o 6
39) 35x2%y3z 49) 16 m3nfp
S6xyz* 40nrindp®
72 a%x3 — 63 p8q7¢h
59) _aL 6°) P q
— 96 b3x2y3 — 54 pPg®12
91abct 100 xnyn+223
7 — 89)
39 a2b%c’ 150 xnyn+1z2
o 3
99) as(b —c)* 100) x3(y + 2)
a®(b—c)* x(y + )¢
= oas
119) Sac—bc 129) x3y — x2p2
25a% — B2 2x%y2 — 2xy3
az — b2 9ab — 12b2
189) = 14°)
(a—b)2 15a2 — 20ab
i T i
- ax — bx 169) 4x 1 8x
b2 — & x244x+44
052 — a2 e
53 (2x+y) (92 ) 189 a®® — 9a%ps
(3z —a)(4x2 —y?) a’h? — 3a2b3
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x4 — 2 x¢—7x+4 10
19°) __7.. 209) _ £
x4 -9 x?—11x+ 30
24, 35 xt —x34+6x—6
219) 3x2 4 26x + _ 229) -+
2x* 4 17x + 21 3 —1
xt—xt — 12 a® — b3
239) 2 24°) -
xi — 16 a* + a*b* 4 bt
O 3 _p3 (x—a)z—1
2555 (a b%) (a ) 269) x ),,
(a—b) (a® — b") (a—1)2—x2
1)2 — y? (a+ b)2— (1+ b)?
279) (x+1) ye 289) + 27
x2— (y+1)2 atee’]
2 __ B2 2.4 9 -y)2 — (m+n)?
5603 a* — b® 4 c% + 2ac 309) _(“f.-’r Y)" e .
a? 4 b* —c*+ 2ab (m+x)*— (n+4y)?
2 . 5x2 —3x—2
Sy ot it ¥ 329) i %
x*—3xy+ 2y° x3 4+ x*4+3x—5
x:—2x—3 X} —x2 —x— 2
G30Y e : et 34°)
x4+ 2x2—11x — 12 x4+ 4x*+4x+3
x1 — x3 — 1 2x343x2—1
359) 5 x4, 36°) — __.*._.._ e
x! —2x3 —x>—2x+ 1 X 4+2x342x>+2x+1
a’ —4a2 45 b 4 b — 106 — 12
379) » 338?)
at —3a%*—3a>+ 10 b’ —8b—8
3 —x° 12 x4 5x —2x2—16
399) P 409)
xt —4x 4 21x — 54 x14-5x% 4 8x — 32

93. Reducciéon de fracciones al minimo comin denominador.

La suma de fracciones algebraicas requiere, como la suma de
fracciones aritméticas ordinarias, que éstas tengan el mismo deno-
minador. En caso contrario, es preciso convertir primero las
fracciones en otras equivalentes que tengan un denominador comun.
Con objeto de abreviar los calculos es conveniente que el denomi-
nador comun sea el de menor grado posible. Esto es lo que se
llama el minimo comuan denominador de las fracciones dadas.

Para reducir varias fracciones (simplificadas) al minimo coman
denominador, basta aplicar la siguiente regla, que es analoga a la
que se utiliza en Aritmética en el caso correspondiente de frac-
ciones ordinarias.
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REGLA. 1°) Haéllese el m.c. m. de los denominadores de las
fracciones dadas. Este serd el minimo comun denominador.

29) Multipliquese el numerador y el denominador de cada
fraccion por el factor o factores necésarios para que cada denomi-
nador sea igual al m. c. m. de los denominadores.

Estos factores se hallan por inspeccion o dividiendo mental-
mente el m.c.m. de los denominadores por el denominador
corespondiente.

Ejemplos.

2a 3b c s y _
3z’ Az y al minimo comin denominador.

1. Reduci
ucir ¥

El m.c.m. de los denominadores es 24x°. Dividiendo sucesi-
vamente 24x® por los denominadores de las fracciones dadas se
encuentran en orden los cocientes 8x%, 6x, 3 que son respectiva-
mente los factores por los que hay que multiplicar ambos términos
de cada fracciéon para convertirlas en fracciones de denominador
comun igual a 24x®. Efectuando las multiplicaciones correspon-
dientes se obtiene:

16ax? 18bx 3c
24x° "’ 24x3 "’ 24 x*

2. Reducir o 5 g al minimo comun de-
2 x*+x—6 x2 — 4

nominador.
Puesto que

x*X+x—6=(x+3)x—2)
x2— 4 =(x+2)(x—2)

el m.c. m. de los denominadores es
mcm=(x+ 3)(x+ 2)(x —2).

Introduciendo en ambos términos de la primera fraccion el
factor x + 2 y en ambos términos de la segunda el factor x 4 3
resulta:
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EJERCICIO 78.

1°)

3°)

59)
79)
99)

11°)

13°)

149)

159)

169)

179)

189)

www.opentor.com
x N x(x 4+ 2)
(x+3)(x—-2)  (x+3)(x+2)(x—2)
3 - 3(x+ 3)
(x+2)(x—2) (x+3)x+2)(x—2)
Reducir las fracciones siguientes al minimo comin denominador:
2 3 x y
ab ' bc ) e B
S a b a—b a+b
xy? ? Xy T x? - 4a G:b
a be 1 2 3
6x2 8x Ex; P ax® ax  a2x?
x+y ' 2 -3 89) Xy , yz , xz
3 xdyt Xyl yps abc a%% b3
2 3 1 2
) 10°) )
x+1 x—2 a—1 a*—1
3 1 a x
x—3 2x—6 125 a? —x2 a+x
1 x b
1—x 1+ x 1—x2
a 1 a?
at+1l’ (a+1?’ (a+1)3
1 1
x2—T7x+ 12 x2—5x+ 4
1 2
2—9  x2—4x+3
1 1 1
x—3y ’ x? 4+ 3xy — 18y2 x4+ 6y
1 2 3
(a—b)(b—c)  (B—c)(c—a) (a—c)(b—a)
a b c

199)

’ ’
xy?—y (xy—1)2
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20°) —1—. -1—. AL ’ -
X y x—y x3—yp8

94. Adicién y sustraccion de fracciones,

Puesto que las fracciones algebraicas se reducen a fracciones
numéricas para cada sistema de valores de las letras que contie-
nen, se definen las operaciones con fracciones algebraicas del mismo
modo que se hace en Aritmética para las fracciones ordinarias.
La terminologia y notacién de las operaciones es también la misma.

De ahi que para sumar o restar fracciones algebraicas se apli-
qQue la siguiente

REGLA. La suma algebraica de varias fracciones de igual deno-
minador es ofra fraccién cuyo denominador es el mismo y cuyo
numerador es la correspondiente suma algebraica de los nume-

radores.

Si las fracciones tienen denominadores diferentes se comienza
por reducirlas a un comin denominador (preferiblemente al mi-
nimo comun denominador) y se procede como en el caso anterior.

Se acostumbra dar el resultado en forma simplificada siempre
que la reduccién a una expresién mas simple sea posible (véase
mas adelante el ejemplo 5).

Ejemplos.
1 a b i B a—b+c
m m m m
3 2 3—2 1
2. + = - 3 — — —

X—a a—Xx X—a X—a X—a X—a

En este ejemplo los denominadores difieren sélo en signo, por
lo que hemos comenzado por cambiar el signo del denominador
de la segunda fraccién (escribiendo x —a en vez de a — x),
cuidando al mismo tiempo de cambiar el signo de la fraccién (el
que se escribe enfrente de la raya).

a b c a® b? c? a® + b* —c?
3. + J— - + o —

bc ac ab abc abc abc abc
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x—3 x+2  2x—1 2x—3

A 6 09 3 12
_ 6x— 18 4x+8+ 24x — 12 6x—9
i .36 36 36 36
_ (6x—18) — (4x+ 8) + (24x — 12) — (6x —9)
— = —
_ 6x—185—4x—8+424x—12—6x+9
= = —
_ 20x —29
— == ;

Con un poco de practica pueden suprimirse los dos primeros
pasos intermedios, pero al principio conviene no omitirlos para evi-
tar equivocaciones. Un error en que se incurre a menudo consiste
en restar incorrectamente los numeradores. Asi, en el caso ante-
rior, al restar el numerador de la ultima fraccién hay tendencia
a escribir — 6x — 9 en vez de — 6x 4 9, lo que se evita escri-
biéndolos primero encerrados en paréntesis, como hicimos arriba.

La raya de quebrado puede considerarse en lo que respecta al
numerador como equivalente a un vinculo o un paréntesis.

5 1 n 1 4a i
" x4 2a X — 2a x? — 4a>
x — 2a x + 2a 4a

x? — 4a* x? — 4a* x* — 4a*
x—2a+x+2a—4a

x? — 4a°
2x — 4a 2(x — 2a) 2

T x*—4a® (x4 2a)(x— 2a) = x+2a

VERIFICACION. Hagamos x —= 3, a= 1. Las fracciones dadas
toman respectivamente los valores 1/5, 1, 4/5, y se tiene

1 4 2
R ]
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que es el valor numérico que toma la fraccién suma 2/(x 4 2a)
para x=3, a=1.

1 2 3
® ToDG=D TE=DG-n T G—DGE=3)"

En este ejemplo conviene cambiar el signo del segundo parén-
tesis en la fraccién intermedia, escribiendo x — 3 en vez de 3 — x,
ya que el factor x — 3 aparece en el denominador de la tercera
fraccion. Como cambiar de signo a un factor equivale a cambiar
de signo al producto, modificaremos el signo de la raya de la
segunda fraccién y pondremos —. En consecuencia, el ejemplo
propuesto se escribe

1 2 i 3 "
—1(x—2). c—2)c—Q0Y G—1)x—3) -

_ x—3 y 2(x—1) 4
T G-DGE—2)@—3) (—1)E—2)(x—3)

3(x—2) s
=DE—=2)x—=3):
(x—3)—2(x—1)4+3(x—2) D

(x—1)(x—2)(x— 3) =
x—3—2x+2+4+3x—6
(x—1)(x—2)(x—3)

+

3 2x — 7
T (x—1)(x—2)x—3)
a5 Lol v 2 1

x— 2 x—1 x+ 1 T x + 2

A veces no conviene sumar al mismo tiempo todas las frac-
ciones. Asociadndolas convenientemente se economiza mucho tra-
bajo en algunos ejemplos. Asi, en el caso anterior procederemos
de la siguiente manera:
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x—y x4y xy
17°) — — —— — - -
) Xty X=y +x2-73
189y <=7 _ 2y
x s x(x2 — y?)
1 x —4 x2—3x+4+2
199) + i
x4+ 1 x2—x+4+1 =41
| L
- t o, 14t
1—¢t+4 ¢ 14¢4¢2
3 2
21°) 3+ -
m?—3m+2 m?*—4m+3 m?*—5m-+6
4 3 5
22°) . 1 -
2 — 13x + 42 15x — x* — 56 x2 — 14x 4+ 48
= 2
239) x y+ 4x +x3+31y
y X—y y2 — x2y
249) 1 3 3 1
x+1 x+4+3 ¥ x—3 i .
1 3 3 1
25°9) — + o
x+a x+3a x+ 5a x4+ 7a
269) 1 1 + 1 1
x4 a x4+ b x—a x—b
279) x+4+3 n x+1 x+2
(x—1)(x—2) (2—x)(x—3) (x—3)(1—x)
2x+43 2x—1
289) ~—
x*+2x?—9x— 18 x34+3x2—4x—12
200) m-n _ 2
2m+2n+4 m*+2mn-+2m -+ 2n+n?
309) afc _ b+4c a-+b
(a—b)(a—c) (c—a)(b—a) (c—b)(a—c)
1 2 3
31°) T— ale "
x—=y)(y—2z) ((y—2)(z—x) ((x—2)(y—x)
bc ac ab
329) L -
(a—c)(a—b) (b—c)(b—a) (a—c)(c—b)
1 1
33®) : +

1
ala—b)(a—c) b(b —a)(b—c) clc—a)(c—b)
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38°)

39°)

40°)
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1 1 1
a(a—b)(a—c) _'.t;(-a —'b.)-(b —c)" " abc
a* b* c?
(a—b)(a—c) 3 (b—c)(b—a) T (c—a)(c—b>b)
a’ b3 cl
R X P i T e Ry Py T
a2 —b>b a + b? ab-41
(a—b)(a—1)  (b—a)(b+1) (a—1)(b+1)
a?—(b—c)2  b— (a—c)? c® — (a—b)?
(a+c)?—p* (a+ b)2 —ct (b +4¢c)¢ —a*
be(a+d) ca(b -+ d) ab(c+4d)
(a—b)(a—c) (b—c)(b—a) . (c—a)(c—D>b)
X! —yz y2 —xz z2 —xy
(x+y)(x+2z) " (y+2)(y + x) +_(z+x)(z+y)

95. Expresiones mixtas. Reduccién de expresiones mixtas
a fracciones y viceversa,

Se llama expresion mixta a la suma algebraica de una expre-
sion entera y una fraccionaria.

Ejemplos. Son expresiones mixtas las siguientes:

2
X+l+?;

a® 4+ b* —

bs
ai+b"

95-1. Reduccion de una expresion mixta a fraccionaria.

Para reducir una expresion mixta a fraccionaria basta efectuar
la suma algebraica indicada, escribiendo 1 como denominador de
la parte entera.

Ejemplos.
b* at - ab 4 b* b?
; | 2 b 2 = L
& raba Bg 5 1 a—h
__ (@®+ab+b*)(a—b)+b* & —b'+ b A
o a—b o a—Db a—b
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X'ty X—y &Y

2. X —y — — o
x+y 1 x+y
. == )= (). o o2
x+y x4y

(x + 3a)* (x + 3a)?*— 12ax (x — 3a)*
— 2 = = s
6ax 6bax bax

Puesto que en general se tiene

B

A B _AC+B
Ritg =g+ &

C T~ T 4C

puede usarse también la siguiente regla para reducir una expresion
mixta a fraccionaria:

Al producto de la parte entera por el denominador sumesele

(algebraicamente) el numerador y dividase por el mismo deno-
muinador.

Esta regla es analoga a la que se da en Aritmética para reducir
un numero mixto a quebrado.

95-2. Reduccion de una expresion fraccionaria a otfra mixta.

Si en una fraccién algebraica el grado del numerador (con
respecto a alguna de las letras que contiene) es mayor o igual que
el grado del denominador (con respecto a la misma letra) basta
dividir el numerador por el denominador para reducir la fraccién
a forma entera (cuando la division es exacta) o a forma mixta
(cuando es inexacta), como vimos en § 58 al estudiar lo que llama-
mos cociente completo. El cociente completo es igual al cociente
entero mas una fraccion cuyo numerador es el resto de la division
y cuyo denominacdor es el divisor,

Ejemplos.

3x* —5x+ 3

1. Reducir a forma entera o mixta: =%
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Efectuando la divisién indicada se tiene:
3¥* —52+3 | x—2
3x* — 6x 3x+ 1
x4+ 3

x— 2

+ 5

Por consiguiente,

3x2 — 5x + 3 o g 5

x—2 x—2

a3 R b3
2. Reducir a forma entera o mixta: ——.
a+b

Tenemos:
ad —b |a+b
a® + a’b a’ — ab + b?
— a’b
— a’b — ab?
+ ab?* — b?
+ ab* + b®
— 2b3

Por tanto,
at — b? — 2b® o

—___a-}-b =a’—ab+b’+a+b

2p°
a+ b’

Cuando el resto es negativo generalmente se expresa el resul-
tado en la segunda de las dos formas escritas arriba.

= a* — ab + b* —

EJERCICIO 80.
Reducir las siguientes expresiones mixtas a forma fraccionaria:
1—x?
1°) x4+ 2°) x4+24
x-—1 x—2
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x* : a* + b?
3°) x+y+——£‘— ?) at+b—— i
XY a4 b
59) 3 y—1 69) a—2b g
—_—3 - —a
. y+1 3
2y3 a? 4 2ax — x*
7°) x*+4zxy+y:+4+ 89) +x—a
xX—Yy a-t+x

o =2y

9°) x—y— 10°) 44 2x -+ x%2 —
xX—Yy 2—x
Reducir las siguientes fracciones a forma entera o mixta:
2x?> —6 5 5x® 4 10x—8
) o 129) L
x Sx
2—-9 3 3x24+7x—8
13°) z =t 14°) £
x-+1 x—2
3 .4 b3 x4 — yt
159) _a_-{-__ 1650 —————
8=-5 x+y
3 4 3a*h 4 3ab? 4 b3 34 6x2—35
179) a’ 4 3a*b 4 3ab* + 189) x3
a? 4 2ab +4 b? x2—x+4+3
at 2b? 4 b* 2x3 —x2—8x+4
ooy, AR 200) z %
a? — ab - b? X 4+x—1

96. Multiplicacion de fracciones.

Por definicién, el producto de dos o mas fracciones algebraica
es otra fraccién algebraica cuyo numerador es el producto de lo
numeradores y cuyo denominador es el producto de los denom:
nadores de las fracciones dadas. De esta manera, al atribuir valore
numéricos a las letras que figuren en estas fracciones, resulta com
valor numérico del producto una fraccién igual al producto de lo
valores numéricos de los factores.

En general, pues,

A C _AC

B D BD
8,8, By AR iy
B D F BDF ’ '

Si entre los factores figurase una expresién entera bastari
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expresarla como fraccion de denominador 1. Si figurase una ex-
presion mixta, se reduce primero a forma fraccionaria, como
explicamos en § 95-1.

Con objeto de obtener un resultado ya simplificado, esto es,
reducido a su mas simple expresién, es conveniente factorizar los
numeradores y denominadores de las fracciones dadas (cuando no
lo esten ya), eliminando todo factor comin a un numerador y a
un denominador antes de efectuar las multiplicaciones indicadas.
Es claro que la eliminacion de un factor comtn a un numerador
y @ un denominador antes de multiplicar es mas ventajoso, pero
equivalente a su eliminacién posterior.

Ejemplos.
1 2xy* 6abx* Saz  2.6.5a%hx%%’z L x
" 3aiz 10yz 4by  3.10.4aby‘z 2z
g 10 x*— 1
2 > = . =

x4 x—2 x*44x+4 3

_ (x—4)(x+3) =+1)(x—1) __x—4
Co(x+2)(x—1)  (x+3)(x+1) T x+2
En este ejemplo, antes de efectuar la multiplicacién, se han eli-

minado los factores comunes al numerador y al denominadeér, a
saber: x4+ 3, x—1 y x4+ 1.

Comprobaciéon. Haciendo x — 3 se obtiene

—6 8 — 1

10 24 5

EJERCICIO 81.

Efectuar las multiplicaciones indicadas:

6a'b 15abc 3xyz 10aby
19) . 29) {5
Sc 9a-h3 4ax® 6by“z
24m°n? 20 21xy® 30x%z
39) o 49) :
15mnp 8mng 25y2z7 14x%y
13a3x* 33c¢*y? —6by 3m? x> —4
59) : 2 69) ;
22b%y* 39a%x Scx 3x>—6x m
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7°)

9°)

11°)

13°)

149)

15°)

16°)

17°)

18"

199)

20°)

21°)

22°)

23°)

249)

25°9)

www.opentor.com

4a% . 3x+4+ 6 89) 4x2+44y2 . x% — y2
2x 4+ 4 6a 2x — 2y x+y

a*—1 az— 4 é ,z) ( a )

. 10°) —_—— 14

at—3a+2 a*+43a+2 b? b—a

103 LY 129) Dby ARV
x2—zxy +y? S5x? zd—y3 x+y
a—b at — bt
a?+ab a?—2ab+ b?
x4+a x3-—2al x-+a

x—a x*—a? x?+4ax-+ a®

TEFCMTEY

x24+3x—4 x*—x—6 x%45x°

x4+ x—12 .x'~’+7x+10. x? —x
a’ 4 a az —a (a41)%—a?

a’—2a+1 . 2a+1 . al—a
ab — b? —bc a? — ab -} ac (a4 b)2—c?

(a+c)2—b2 . (a—b)2—c¢* ac+4 bc —¢c?

x24-y2—2242xy x—y—2

x> +y?—224+2xy x+y+z
4m? mt—1 4m+3

m—1 A6mt—0m? 2m®+ 2

x2+2x—15 x>+ 11x+4 18 x2—8x+47

x24+4x—S5 x2—6x—17 x2 4 6x — 27
2x2 —3x—2 2x24+x—3 2x24-5x—3

2x3+3x—£. 212+7-x+3  2x2—x—6

T : x*4y2 | x3—y°
y_x (x—y)2| (x+y)?

x24+3x—70 x%2-4+x-—42 x24+11x 4 30

xz — 100 x2—36  x2—49
932 — 16 4a2 -1 16a2 — 25

1232 —a— 20 : 6a?+4 11a -4 . 8a2—14a+4 5
Page 258 of 479



www.opentor.com 249
a? 4 3a a’®—2a—8 2at —7a—15

Q 5 :
4% a®—4a a’—2a-—15 3a+47a+42
279) b2—9 bB2—2b 20243b-—2

b®—4 B2—-3b 2b6°45b-—3
ct—1 -1 c?43¢c—10
289) :

*—2c S—2c+1 S+o+1l

29°) (x— Bt ) (1_ ¥\ aeAydgoe
B4y ) 4+y2| -y

ab — ab? 14 a? 4 b? atb a—b\

& + b? 2ab a—b ' a+b)

30°)

97. Potenciacién de fracciones.

Para elevar a potencia una fraccién se eleva a dicha potencia

el numerador y se divide por la misma potencia del denominador.
Esto es:

Ejemplos.

: 2a ) *_2a 2a 2a _ (2a)* 8a’
: (35 ~ 36 3b 3b (3b)® 27b*
A (x—y ' (x—y)»? x*—2xy+4y

" \x+y T @+ T 42y

98. Division de fracciones.

Invertir una fraccion A/B es intercambiar su numerador y
denominador obteniendo la nueva fraccién B/A. Esta nueva frac-
cién, llamadg inversa o reciproca de la dada es tal que

A B AB

B A~ BA
Para dividir una fraccién por otra basta multiplicar la fraccién
dividendo por la fraccién reciproca del divisor. En simbolos:
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En efecto, el resultado hallado satisface la definicién general
de cociente, es decir, es tal que su producto por el divisor es igual
al dividendo:

AD C A
BC D B
Ejemplos.
1 6x%y : 3x%y? __ 6x’y 10a°6° 4ab
" 5ab? " 10a’* = 5ab® 3x%y*  y
2 49x"’y’—l. 1 — 7xy _
] 3xy+1 = Ox?yz2—1
_Uxy—D)(Txy+1) Gry+1)@xy—1)
o 3xy + 1 — (7xy — 1) "y
7 1)(3xy —1
= (lxr )(lxy ) = 14 4xy — 21x%72.
3 a’—Sa+4+6 a'—9a+418 a’'—4a’

a®—9a-+20 & —1la+ 30 a*— 2a

Cuando hay multiplicaciones y divisiohes combinadas éstas se
efectian en el orden en que se presentan (de izquierda a derecha),
como se establecié en § 37, a menos que se inserten paréntesis, en
cuyo caso se efectlan primero las operaciones incluidas en pa-
réntesis.

Descompeniendo en factores e invirtiendo la segunda fraccién,
se obtiene:

(a—2)(a—3) (a—5)(a—6) a(a—4)
(a—4)(a—5) (a—3)(a—6) a(a—2)

EJERCICIO 82.
Efectuar:
12a2 18a%b 8 x? 4x3
1°) 3 2°) 4 3 4
762 21b3%¢ 9a’hb 3ah®
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25a%x%y 15alxy? 10m’nt 30amn
3°) - : 4°) .
24b°xz 18byz° 27pq® 81p%g?
59) 8 y3 . 14 x2y : 7y3z2 6%) 4p? , 2xz . 5xz2q
11x2? 5y?z 22mx® 15qr? 33y pry
25ab 10bc 3a2 a
79) : 8°) :
a®—c> a+c a®—b® a—b>b
99) x4 — at : x? 4+ ax 109) x2 — 81 : x4 9x
(x—a)? xX—a x? 4 3x x2—9
2. 2 s
119) x 25 o x +2x—15
x2 — 16 x4+ x—12
c2— (a-+b)? ( b)z —c*
129) (a+5)?  (a+b)
c?2— (a—b)? a2— (b—c¢)?
h4+1 hR—-h+h
13°) 73 e X
h’—h h®—2h+1
a? —2bc—b* —¢* a+b+4c
14°) : Bilads
a?—c? —b? 4 2bc a—b+4c
a2 —4a—35 a—3a—10 a?—2a—3
15°) : :
a4+ 2a—8 at+a—12 a:—4
169 a’b? 4 2a° bt — 7b% — 18 a’bt — 2a?b? — 3 a2
B*4+ b | bt—4b24+3 = bt —8b2—9
179) x3—xy? x2—xy+y? 22+ 2xy+4y?
x +y? x*—xy x3 —8y3
189) x*4+64 2x%+4 16x*+4 32x2 x* —4x2 4 16
(x2+4)3 6x* + 6x? T 3a(x2+1)

4656 (3 4b + 20a _é 16a lSaT) 4a o 15a2
2b + 5a T T h b Y
i (l+x 3 l—x) : [(1+:_l) (1_ 1 )J
1—x 1+4x 1—x 14x

99. Fracciones: complejas.

)

Ya dijimos al comienzo de este capitulo que una fraccién A/B
se dice compleja cuando el numerador, el denominador, o ambos,
son expresiones fraccionarias.
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Ejemplos. Es compleja la fracciéon

- S

x—1

1+

Las fracciones complejas de la forma

X

1 —x

a

C

d 4 —

se llaman fracciones continuas.

Puesto que la suma, diferencia, producto y cociente de dos
fracciones simples se expresa por una fraccion simple, toda frac-
ciobn compleja es reducible a una fraccién simple sin més que
efectuar las operaciones indicadas.

Por regla general lo que se hace es realizar las operaciones
indicadas en el numerador y en el denominador separadamente
y luego dividir el primer resultado por el segundo. Sin embargo,
a veces es mas breve multiplicar ambos términos de la fraccién
compleja por el m.c.m. de los denominadores de las fracciones
simples que figuran en ella.

Ejemplos.

1. Sea la misma fraccion compleja escrita anteriormente

L -

x—1

1+

X

1—x

Efectuando la operaciéon indicada en el numerador:

x 1_x—(:l'—l) s |

x—1 — x—1 x—1
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Haciendo lo mismo con el denominador:
x l—x+4x 1
1+1—x_ 1—x  1—x~
Dividiendo un resultado por otro:
1 1 1 x—1

= =—1.

x—lzl—x—x—l -1

Otro método. Multiplicando ambos términos de la fraccion
compleja por x — 1 se obtiene, sucesivamente:

X

x— 1 . B (il Y oo 2T 4 1
14 x (x—1)—x —1
1—x
a+b_a—b
2. a—b a+b
2 a

a—b at+b

Multiplicando ambos términos de la fraccibn compleja por
(a+ b)(a — b), que es el m.c.m. de los denominadores de las

fracciones simples que aparecen en ella, se obtiene:
(a+b)*—(a—b)* a*42ab-}b*—a’{2ab—b*  4ab —
a(a+b) —a(a—b) a® -+ ab — a* + ab ~ 2ab

3. Sea la fraccién continua - 1

1l

1
x+1

Estas fracciones se reducen haciendo operaciones de abajo
arriba, esto es, comenzando por la operacion indicada en el
peniltimo, denominador, a saber:

1 i z43—1_ .=
x+1- x41 ~— x+1°
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EJERCICIO 83.
Simplificar:
4
X — - X = —
19) = 29) L
x4+ 2 3
——— y.—._
x b 4
b
& —2m s Py
39) z 4°)
g 118
* m a—b
ab x2 - y?
8ok a—b x2 — y?
59) 6°)
ab x y
a4 b xX—y x+y
b b ST ]
e a X y
a—b x+y
7°) 8°)
a? i ¥ -2y 4 y?
a'.’_bz == xz_yz
1 1 1
e
x x y z
90) 10°) —
pea gl
1+x y z x
1 c x4+ 2 4 x—2
7155 a+b (a4b)(a+c) 129) X 2
1 b x -2 x—2
a+c (a+b)(a+c) 2 x
x 1—x x—3 x—35
ora -
14+ x x x—35 x—3
139) 14°)
x 1 —x 1 1
14x x x—35 x—3
x x x a
5 I8 A
150) c—x c+ x 169) x—a x4 a
c c x a
c—x c+x x—a x-a
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17°)

19°)

21°)

23°)

25°)

27°)

28°)

29°)

www.opentor.com

a—b a+b a+b a—b>b
b —b a—b a+b
a+ a 189) a+
a+b a—b a a
a—b a+b a—b a+b
1 1
20°) 3 —
1 5
- 4—
s 2——
g s e
a b
x 2
- 22°)
x az—1
s - a— 7
x 4 it
a—1
b
at 249) =
1 1—x
a4+ b+ B? 1— x2
sl 1
’ + a+4b x 3—x
x—y x2 + y? x+y x3 4+ y3
2 y2 e x3 —
x+y x2—y 269 x—y
x+y+:2+y2 x+y x2 4 y?
xX—y x2 — y? Xy, xt—
x y 1 1
y x xt
/1 1' 2
X y
e \__'._
) 4 = X y
1 1 1 1
a_b+c b a+c
1 1 1+ 1
a b+ c b a+c
x
14 s
x—1
1+ =
X 1
X
x—1
x
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1 1 1 1
P P
11 N 11
- ¥y 2y
| sl X ¥ : £+y_2—2
iy x+y y: =

100. Evaluacion de fracciones. Casos singulares,

Ya en §§ 36 y 37 hemos tratado sobre la determinacion del
valor numeérico de las expresiones algebraicas y, en particular, de

las expresiones algebraicas fraccionarias. Asi, por ejemplo, la
fraccion

2x — 3y
x* -+ xy -+ y
toma para x = 2, y == 1 el valor numérico
2 234N ¥ 1

2. +2.8. 7

En este proceso de determinacién del valor numérico (o eva-
luacion) de una fraccion algebraica puede ocurrir que el numera-
dor, el denominador, o ambos, se reduzcan a cero. Estos casos
especiales o singulares se denotan escribiendo

0 a 0
N R

en donde a-+0, y de ellos vamos a ocuparnos ahora particu-
larmente.

) 0
Primer caso. Forma —.
a

Esta forma no ofrece dificultad alguna. Cuando el numerador
de una fraccion es cero y el denominador no lo es, el valor de
In fraccion es cero, ya que, como se sabe, cero dividido entre
cualquier otro numero es cero. Es decir:

— = 0.
a
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En efecto, se tiene 0.a — 0, esto es, el producto del cociente
por el divisor es igual al dividendo.

Ejemplo. Para x — 3 el valor numérico de la fraccion

o

x*—x—206

x4+ 2
es
9—-3—-6 0 s o
8 2:1c11 sDyant
a

Segundo caso. Forma 0

Puesto que la divisién por cero de un nimero distinto de cero
no se define en Aritmética (ver §§ 7-8), la forma a/0 carece de
significado numérico. En Algebra no es permisible atribuir a las
letras que figuren en una expresién fraccionaria valores que anulen
algin denominador y conduzcan a la forma a/0.

Ejemplo. No es admisible poner x — 2 en la fraccién

x+1

x— 2
ya que esto conduciria a la expresién 3/0 a la cual es imposible
atribuir significado numérico alguno.

En todas las formulas y ejemplos de expresiones fraccionarias
que aparecen en esta obra se sobrentiende siempre que se exclu-
yen de los valores atribuibles a las letras, aquéllos que anulen
algin denominador. |

Observacion. En ramas mas avanzadas de la Matemaética se escribe
— =00
0

simbolismo que tiene el significado siguiente:

a
— >K si x>0
b ¢

lo que quiere decir: el cociente a/x toma valores absolutos mayores que cual-
quier néimero positivo arbitrario K, siempre que x se tome bastante pequenio,
esto es, bastante proximo a cero.
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Noétese, por ejemplo, que

2 2
0,01 0,0001

de modo que a medida que disminuye el denominador de un quebrado (per-
maneciendo fijo el numerador) el valor del quebrado aumenta, y se puede
hacer dicho valor mayor que cualquier nlimero positivo con tal de tomar el
denominador suficientemente pequeno. Cuando un ente variable v toma va-
lores mayores que cualquier nimero positivo se dice que crece infinitamente
o que tiende a infinito (en simbolos: v— 20). Tenemos, pues, que un
quebrado de numerador fijo y denominador que se aproxima a cero, crece
en valor absoluto infinitamente. Esta frase, o la escrita mas arriba en letra
cursiva, es lo que se expresa en forma condensada al escribir simbélicamente

00 .
0

Este uso del simbolo a/0 difiere esencialmente del que le dimos al prin-
cipio (y que es el que corresponde en Algebra elemental), a saber: resultado
(inadmisible) a que puede conducir la sustitucién directa de valores numé-
ricos en una fraccion algebraica.

Este uso diverso del simbolo a/0 en dos ramas distintas de la Matemética
(el Algebra y el Analisis) ha dado origen a muchas confusiones.

Tercer caso. Forma -0—

Finalmente, consideremos el caso en que la sustitucién de un
cierto sistema de valores de las letras que figuren en una fracciéon
algebraica produzca la anulacién de ambos términos, el numerador
y el denominador. En tal caso puede tomarse-.como valor del
cociente cualquier nimero k, esto es:

0
o = k — n® arbitrario
lo que es sin duda correcto puesto que 0.k = 0, cualquiera que

sea k. Por ejemplo, podemos decir que

0 0
-6-_5 6 F_—S, etc.

Debido a esto se dice que la forma 0/0 es indeterminada, y
se escribe
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Ejemplo. Si en la fraccién

3x+ 4y — 18
5x—2y—4

ponemos x = 2, y — 3 se obtiene

52 o2.8 4“0

En general, también se excluye del conjunto de valores per-
misibles de las letras que figuran en una fracciébn algebraica,
aquéllos que hacen indeterminado el valor numérico de la fraccién.

Se exceptiia el caso en que ambos términos de la fraccién
sean polinomios que contengan una sola letra, por ejemplo, x.
En este caso la anulacién de ambos polinomios para un cierto
valor de x, digamos para x — a, indica que ambos admiten el
factor x — a (§ 79). Simplificada entonces la fraccién, si la nueva
fraccién tiene valor numérico para x — a, se dice que éste es el
verdadero valor (mejor seria decir valor convencional) de la
primera fraccién para x — a.

Ejemplos.

x*—5x+4+6

x? —6x+4 8

Sustituyendo directamente se tiene
2°—5.246 0

22—6.24+8 0

1. Verdadero valor de

para x = 2.

La anulacion de ambos polinomios para x = 2 indica que
ambos admiten como factor el binomio x — 2. Descomponiendo
en factores y simplificando se obtiene

x*—5x+6 (x—2)(x—3) x-—3
x*—6x+8 (x—2)(x—4) x—4°

La primera fraccién es equivalente a la f(ltiitna para todo

x5 2. Como para x=2 la ultima fraccion toma el wvalor
2—3 —1 1 ) 2
- = 5 = = se conviene en asignar este nimero como
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verdadero valor de la primera fraccion para x — 2. La ventaja
que tiene el hacerlo asi consiste en que entonces se pueden consi-
derar ambas fracciones como equivalentes en sentido estricto, es
decir, sin valores especiales que excluir®.

x*—3x+4+ 2

2. Verdadero valor de ®tx—_5x+3

para x = 1.

La sustitucion directa conduce a la forma 0/0. Descompo-
niendo ambos polinomios en factores y simplificando se tiene

(x—1)*(x+2) x+2
(x—1)?*(x+3) =x+4+3°

3
Para x = 1 la Gltima fraccion toma el valor —. Por tanto,

éste es el verdadero valor de la fraccién dada para x = 1.

x? —2x— 3
. == 3.
3. Verdadero valor de P ae® T 15209 para x

También aqui tenemos 0/0 por sustitucién directa. Descom-
poniendo en factores y simplificando resulta

(x—3)(FR)” - x+1
(x—3)*(x—1)  (x—3)(x—1)

Como la 1ltima fraccién carece de valor numérico para x = 3
no es posible en este caso asignar verdadero valor a la primera
fraccion para x = 3.

Tampoco en el caso de la fraccién

3x4+ 4y — 18
S5x—2y—4

para x = 2, y = 3 y en otros muchos analogos es posible asignar
un “verdadero valor” o valor convencional a la fraccién propuesta®*®.

* Recuérdese que en el § 39 dijimos que dos expresiones algebraicas son equivalentes
cuando toman los mismos valores numéricos, cualesquiera sean los valores atribuidos a las
letras que contienen.

** Para més detalles constlitese M. O. GONzZALEZ. Complementos de Aritmética y
Algebra pp. 166-168.
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EJERCICIO 84.

Hallar el valor numérico de cada una de las fracciones siguientes para
los valores de las letras que'se indican o expresar que la fraccién correspon-
diente carece de valor numérico. En los casos de indeterminacion dar, si es
posible, el verdadero valor.

19) X% —x— 12 4
ara x=
x> 42 4
29yt D 3
10 ara = —
x2+41 & i
x4 6
BPY s ara =1
) x2—1 - 5
247 10
49) il Lk para x=-—35
x+8
2x+43
5°) * para x=—2
x?—5x— 14
2 1
6°) ki para x=3
x2—6x+49
X2 —
7°) = ol para x=2
x2 —8 15
8°) ki para x=35
x> —6x+45
3 = 2
9°) 3 o para x=—2
x34+3x243x+42
x2—1
10°) para x=—1
x> 4+2x41
1191 g w4 para x=2
x2—5x+46
¥ —7x+46
12°9) para x=1
*—3x+42
3x24x—1 1
13°) para x=—
2x245x—3 2
2 — 4
14°) e para x=1, y=2
3x4-2y—7
x2 2
15°9) _—}-_y_ para x=y=23.
x—y
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EJERCICIO 85. (REPASO).

I. Simplificar:

263

— 36a3bc? 150 x3y%22
19y — 2°)
54 a2p%c3 225 x5yig3
Z2 —ah— 2 Y
39) at —ab—30b 49) x2y xy3
a?—3ab— 18ph° Xy — xy3
3 2 2
59) ad — b3 6 (a+x) (b+y)
a? — p? (a4+y)?— (b+x)2
12 12 bz — 1
79) w5 89)
x% <4 xty 4 xyt 4 y© (14-ab)?— (a4 b)?
2x2—-5x—3 a4 2a%2 -3
99) 10°)
2x3 —x2 —5x—2 at+2a%°+a%?+43
II. Reducir al minimo comin denominador:
1 —1 5
1?) ’ ’
3x3y? 2y223 6 x222
a b a?
2°) » ’
a-+b b—a a? — b?
1 2
3°) ’
x2 —xy — 12)2 2x2 4 Sxy —3y?
1 1 1
4°) ’
(x—y)(y—2z) (G—2z2)(x—2z) (z—x)(x—y)
1 1
D e S
> —ghey +y° x2 4+ xy + y? 2 —zy+y
III. Sumar:
19 x—1 x—2_ x+1 x—4
5 10 2 5
29) 1 + 1 2x
1—x 1+4x 1—x2
2 3 3a
3°) - +
3a+1 3a—1 9a% — 1
2 =
49) az 4 b2 & a—1 s b-+41
az —b? b—a a+b
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59)

6°)

7°)

8°)

99)

10°)

IV.

1°)

39)

5°)

1?)

3°)

5°)

VL

1°)

2°)

39

www.opentor.com
2 x—3 3x?
x—1 + x*4+x4+1 T —1
1 1 2
xt—9x+20  x2—11x+ 30 v —102+24
1 2 2 1
a—1 % a2 _a—2 _a+l
b+1 b 2
G- (6-3)  (b—3 (-5 (-2 (kb-b
x x 2x? 4 xt
x+y * x—y * x* 4+ y® + xt 4yt
xy -+ z2 xz 4 y? vz 4+ x2

(x—2)(y —2z) (x—y)(z—y) (y —x)(z—x)

Reducir a la forma fraccionaria:
5—x 6xy — y?
3x+4 2°) 2y ——«——
3x
a3 4 g in
x _— a a
Ty x+ 2y l—a
xs
1—x-4x2—
1+4+x
Reducir a la forma entera o mixta:
4a® —2a+5 x34+x2—-3
+ 29) -+
2a x4+ 2
xs x3 — x2y -_—X 2 ys
49) ye =
b x+y
x‘
x2—x+4+1
Multiplicar:
6a2bic — 10xyz 7ax?z

Sax?y? . 3bic?z? . 4by*

a’ 4+ ab a’?—ab—2b* a?2—2ab-+4b?
ab—2b°  al—ab  at—b?
x24+x—6 x"’+3:—4.x2+22

xX4+x—2 . x24+2x—8 x*2-—9
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) 4x? —9y? 4x2 — 4xy + y? x2y?
2x2 4+ 3xy — 2y? 2x%y — 3xy? 2xy + 3y°
g 2 _ b2 2 .. 2
59 b a b a® 4+ ab— 12b

a—3b attab+h® a*+3ab—4b

VII. Dividir:

26a%x?z*> 13a%x3z*

1°) : -
215%c%y 14 b3ciy?
20 ax -+ x? : (a+x)?
3b+cx 3bx-+cx?
ct—1 c—1
3°9) :
x* 41 x2—x+41
49) (x4+y)2—2z2 ) x2 — (y + z)2
(x —y)2—2z° x2— (y —2z)?
59) (a4 y)2—(x+2)2 . (amy)i= (x4 2)2
(a4+x)2—(y+2)?  (a4x)2—(y—12)?
VIII. Efectuar:
19) a?—8a-+47 ) 2a®—13a—7 a2+2a
a2—6a—16 = 2a2—15a—8 az —1
3a2 2
29) (a+x+ e Yy (
a—x
39) /m+n mz-}-n2 m+n_m3+n3\

EE ==
49) a® — bt
a’? — b? + a? + b & a’h’

x'-’+y3—z'-’\ { 1 1 1 1

59) ezl s (_____

(l+ 2xy / \x+y ¥ z) x4y 8)

IX. Simplificar:

a b x x
%) a+ b a 29) x+1 x+3
b a x
i PO
a-+4b b x2—1

Page 274 of 479



266 www.opentor.com

m n
- i
X m-—n
3°) 1-— 4?)
4 m—n {
"+—_6— m+n+
X4 —
X
x y 1 1
Yy e BTy .
59) . ¥ 6°) -
x= y* 1 1 x
— — _._.L._-.. X —a—
y_ x° xs' yl 3 X
xX—a
x y
79) Xy ~-y° X 4 xy
x 1
R x+y
x? -
8°) = =5 4
- ol 2 x*
X —— Y — aar——
x4y x+vy
1
99)
1
p [—
1
s
1
3+—
a

10°)
1 1 1 1 1 1
R A
y z z x x y
X. Evaluar:
19 x2—4x—35 5
=i para x=
x3—x247
29) Y. para x=4
x2 4 9x 4 14
39 ¢ S para x=—2
x4 6x+48
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x3—4x*4+5x—6

4% ar =3
: x3—2x2—4x-3 g 0
x3 —-3x+42
5° ra =1
2 x3—2x2—x+2 e *
TEST 10.

I. Simplificar:

x5y — 4 %3 —8
1°) 4 ol 29) .
xiy? — 2x2%y3 x—x2—2x—12
II. Efectuar:
19) 2 + 1 2x
2x—1 x—2 x2—4
5 —8x
2°) 3x—5——m—
x—1
x x2
3°) -1 —1
x+ 2y 4y2
a’ — az—9
4°)
a’—a—=6 a®—a—2
B 3
50) 4x 9 8x3 4 27

III. Indicar cuil es la respuesta correcta en los siguientes:
b2 —4b—5 b2 —5b—6 b? 4 5b°

1°) . ;
b®+4b—5 b2 —5b+4+4 b2—5b
b2 —4b b(b—4)(b—5)2
a) b b) —m—— c) -
b—6 (b—6)(b+5)2
a a
29) a+x_a—x
a—zx a+x
a4 x a—zx
1
a) 2 b) a c) e
z
IV. Verdad s AR 3
§ ara x—= 3.
erdadero valor de e pis T )
9
a) 1 b) 7 c) no tiene
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EJERCICIOS DE REPASO de los capitulos 1 3 10.

1°) Hallar el valor numérico de
xX—y x4+ 32
£
z y

para x=—2, y=3, z=35.
2°9) Hallar el valor numérico de 6x3y—2 — 3x2y° para x=2, y=—3.

39) Escribir una féormula que exprese el drea total de la superficie de
una caja rectangular de largo a, anchura b y altura c.

4°) Calcular el volumen de un cono cuya altura es de 2 dm y cuya

1
base tiene un radio de 24 cm. Tomese 5= 3,14 (V:?nrzh).

5°) De ias siguientes expresiones algebraicas decir cuales son enteras
y cuales son fraccionarias:

1
a) 4x2%3 b) 2x+y+—2-
1
c) 4x34+1+4x2 d) x2+3-
6°) Sumar los polinomios 6x2 —3xy 4 2y2—32243yz44xz
y —3x2—4y2 4 222 —xz+} yz-4 6xy.
7°) TRestar x"— 2x'y +3x3y2 —8x%y3 4 y5 de x5 —6x'y+ 3x3y2}
+ ¥5 —zyt.

8°) Dados los polinomios
Sa* — 2a’x 4+ 8a%x?+46ax+ 7x*
— 7a* 4 3a’x — 10a%x2 — 3ax’ 4 4xt
— 2a*—9a%r -} 5a%x? 4 8ax® —3x*
3at 4 8a’x — 7a%x%? —4ax® -} 6x*
del primero restar la suma ae los tres filtimos.
99) Suprimir paréntesis y reducir términos semejantes:
3b—[4b+x—[2b— (3x—b)] —x} —[10x— (2b—3x)].

10°) En el polinomio siguiente incluir los términos que contienen x en
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un paréntesis precedido del signo + y los términos que contienen y en un
paréntesis precedido del signo —:

ax — by — cx + a?’y — b%x 4 Ay.
11°) Multiplicar: 2x?y — x® 4+ Sy —4xy? por xy? + 2y° — 522y + x8.
12°) Multiplicar:
xPt2 — 4041 L 3x® — 5x%—1 por x2M 4 2x2n-1 4 63202,
13°) Dividir: 32xy® — 4x%y* 4 3xiy® — x3y® — 24 por x%y* 4 4 — 2x)2.
14°) Dividir: x'm — 4x2my2n L 4xmySh — yin por x2M — 2xMyn | 320,
15°) Resolver:
(x+2)(x+4) - (x+1)(x—3)=5—[x— (3 —1x)].

16°) Un aeroplano vuela 10 % maés de prisa con un viento de cola de

25 km por hora, que con el mismo viento de proa. ¢Cuél es su velocidad en
aire tranjuilo?

17°) Un hombre es 5 afios mayor que su esposa y su edad es 6 veces
la de su hijo. Hace un afio la suma de las edades de los tres era 83 aiios.
Hallar la edad actual de cada uno.

18°) Aplicar la regla correspondiente a los productos notables de los
ejercicios 18-23:

a) (3a—b)(3a+b) b) (2x-—-3y)?
c) (b+11)(b—6) d) (4x—3)(2x+5)
e) (2a+1x)® ) (x+3)(x2—3x+9)

19°) Aplicar la regla correspondiente a los cocientes notables de los ejer-
cicios siguientes:

s 8t
3 9a 6ax 4 x? b) a 27
3a—x a—3
xt—1 34362 41
c) —m— d) —mM8M8M —
x2 41 7b+1
20°) Descomponer en factores:
a) 8la*-4 11a?+4 b) y*—16—2y° 48y
¢) 6x°+4 12x%y + 12x* 4 24x%y 4 30x2 4 60xy
d) a+a—b—b3 e) ct—cx®
f) x*—4ax—zxy+ay-+ 3at g) aht—c12

21°) Hallar 1 m.c.d. y el m.c.m. de los polinomios dados en los ejer-
cicios siguientes:

Q) 4x2—20x+425, 15—x—2x%, x4 10— 2x2
b) x{4x241, xt—x, x4 x*

a2 —3abx 4 2bx2
a® —7a’x 4 6ax?
Page 278 of 479

22°) Simplificar:



270 www.opentor.com

x*—5x?4+8x—6
xt—x342x242

23°) Simplificar:

24°) Efectuar las operaciones indicadas en los ejercicios siguientes:

%= l-—-x 1+x 2 —1
a) —-— -
y2+y =1
g (“")(‘”) ( =)
14y x 4 x? 1—x
) 6a 2a2+l3a—7 2a% 4 3a—9
c

6a? —7a+2 " 24+ 6a 42 —8a+3

6m 3
d) — :
m?—4 m-—2 m2—m—6

[feme-25) [f-+2m) fr)

25°) Simplificar las fracciones complejas siguientes:

o

1)2 1
(!+—) -1 x—24—
) x x
a .
(EENEEIT » N
1 —— x—1+4— X ——
x x x2
1—4m [1 k41 ]
b) (2R + k)2 2h—1
1 1 4h

2h k. - 2h—k AR-—K

. “2169) En los siguientes decir si la afirmacién qué se hace es verdadera
o falsa:

a) El resultado de restar — 3 de 0 es — 3.

b) 5 dividido por 0 es 5. c) 22.283=45

d i -1 1 —

) (x+y) Ty e) x 14y S

m m m

f) - —-=—F— g) a(x+y)=ax+y
x4y x y
at

h) —;:a‘ i) a2+ b?>= (a4 b)2
a
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a-+ b __ a

Cc

b
+ k)

c

2a-+ b

= 11)

a-+b

2x9="1

(a-—b) (b a) = b> — a?

El m.c.d. de 1 —a%* y a°>—1 es a—1

1

2x—a

1

_——

2x+ a
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CariTUuLO 11.

ECUACIONES FRACCIONARIAS.

101. Generalidades.

En el capitulo 6 hemos estudiado la resolucién de ecuaciones
sencillas. También estudiamos el modo de resolver problemas que
conducen a ecuaciones sencillas. En muchas aplicaciones del
Algebra, sin embargo, se encuentran ecuaciones que contienen
fracciones algebraicas. Tales ecuaciones se llaman fraccionarias.

Ejemplo. La ecuacién

5 x—4
—fF—=4
x 3x
es una ecuacion fraccionaria.

Hay también muchos problemas, algunos relativamente sim-
ples, que conducen a ecuaciones fraccionarias. Mas adelante, en
este mismo capitulo, daremos varios ejemplos de problemas
de esta clase,

102. Principios fundamentales para la resolucién
de las ecuaciones fraccionarias.

En general, las ecuaciones fraccionarias se resuelven transfor-
mandolas en ecuaciones sencillas (enteras).

Ya vimos en § 60 que las siguientes operaciones permiten
transformar una ecuacién en otra equivalente, esto es, con las
mismas soluciones:

a) Sumar o restar el mismo nimero o la misma expresién
algebraica entera, a ambos miembros de la ecuacidn.
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b) Multiplicar o dividir ambos miembros de la ecuacién por
el mismo namero distinto de cero.

Ademas de estas operaciones se necesita, en la resolucién de
las ecuaciones fraccionarias, utilizar la siguiente:

c) Multiplicar ambos miembros de la ecuacion por una expre-
sion que contiene la incognita.

Esta operacién no conserva, en general, la equivalencia. En
efecto, la nueva ecuacién puede admitir raices extranas, es decir,
raices que no satisfacen a la ecuacién original.

Ejemplo. La ecuaciéon
x+3=28

tiene una sola raiz: x == 5. Si multiplicamos ambos miembros de
la ecuacién por x — 4 se obtiene la nueva ecuacion

X —x — 12 =8x — 32

que admite las raices x =5 y x =4, como es facil comprobar
por sustituciéon. Por tanto, la operacion realizada introduce la raiz
extrana x = 4.

De lo anterior resulta que siempre que se utilice la operacion
c) en la resolucién de una ecuacion, sera necesario comprobar las
raices halladas en la ecuacion original, con objeto de desechar las
raices extranas que se hayan podido introducir.

Conviene observar que con la operacion de multiplicar ambos miembros
de la ecuaciéon A =B por la expresiéon entera M no se pierden raices, es
decir, la ecuacion AM = BM tiene, al menos, todas las raices de A = B.
En efecto, supongamos que para x ==r, las expresiones A, B y M tomen,
respectivamente, los valcres numéricos a, b y m. Si x=r es raiz de
A = B, tendremos a—=5. Multiplicando esta ltima igualdad por m, re-
sulta am = bm; por consiguiente, x =r es también raiz de AM =BM.

Observaremos, por ultimo, que si ambos miembros de una
ecuacién fraccionaria se multiplican por el minimo comin multi-
plo de los denominadores de las fracciones que contiene, toda
raiz de la ecuacién obtenida lo es también de la ecuacion original,
siempre que no anule el minimo comin denominador.

Ejemplo. Sea la ecuacion
X x?— 2

x+2 x—4
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Multiplicando ambos miembros por x* — 4, que es el m.c. m.
de los denominadores, se obtiene:

x(x —2) =x* —2,

o
X* —2x = x* — 2

-— = D

x =4 1.

Como este valor x = 1 no anula al multiplicador empleado,
esto es, a x?-— 4, es seguramente raiz de la ecuacion propuesta.

Comprobacion. Sustituyendo x = 1 en la ecuaciéon de partida
se encuentra

1

3

—1
—

103. Resolucion de ecuaciones fraccionarias.

El método general que se emplea para resolver una ecuacion
fraccionaria consiste en transformarla en una ecuacién entera (sin
denominadores), la cual se resuelve de la manera ya estudiada
en el capitulo 6. Para efectuar esta transformacion, o como tam-
bién se dice, para quitar los denominadores a la ecuacion, basta
multiplicar sus dos miembros por el m.c.m. de los denomina-

dores de las fracciones que figuren en ella®.
- Sin embargo, no siempre es éste el método mas sencillo.

A veces conviene quitar primero algunos denominadores, simpli-
ficar, y suprimir después los restantes; o bien, efectuar las sumas
o restas de fracciones indicadas en la ecuacion. Véanse ejemplos

5y6.

Ejemplos.

1. Resolver la ecuacién

[1] 2x—1_3x+l=x_5x+ll
3 4 6

* Se supone que estas fracciones son simples. Por tanto, si la ecugcién contuvicse frac-
ciones complejas se comenzeria por reducirlas a fracciones simples. Véase mas adclante el

ejemplo 4.
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El m. c. m. de los denominadores es 12. Multiplicando ambos
miembros de la ecuacidén por este numero se obtiene

[2] 4(2x—1)—3(3x+1)=12x— 2(5x + 11)
de donde resulta:
8x —4—9x —3=12x — 10x — 22
—3x=—15
x=-+5.

La ecuacién entera [2] es completamente equivalente a la [1],
pues se multiplicaron ambos miembros de [1] por un agmero, ope-
racion que conserva la equivalencia. Por tanto, x = 5 es raiz o
solucion de [1].

Comprobacion. Sustituyendo x =5 en [1] se obtiene

2. Resolver la ecuacién

X 2x —1 14

= 3.
x——3+ x -3 X’"’—9+

El m. c. m. de los denominadores es x* — 9 = (x + 3)(x — 3).
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién propuesta por
x* — 9 se obtiene:

x(x+3)+ 2x—1)(x--3) =14 L 3(x*—9).

Efectuando operaciones y simplificando:
x*+3x+2x*—7x+ 3 =14 4 3x? — 27

—4x = — 16

x=+4.

Como la raiz hallada no anula el multiplicador empleado, esto
es, a x* — 9, se puede asegurar que x == -}- 4 es raiz de la ecua-
cién propuesta. Compruébese.
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3. Resolver la ecuacién

1 1 4

[1] 2 T aas i

Multiplicando por x* — 4 = (x + 2)(x — 2) se encuentra

[2] x+2+x—2=4
2x =4
Xe==2

Este valor x = 2, que anula el multiplicar empleado x*— 4,
es raiz de la ecuacxén transformada [2] pero no de la ecuacnén
original [1]. Puesto que la divisién por cero es madrmslble, no
tiene sentido efectuar la sustitucién x — 2 en la ecuacién [1], lo
cual conduciria a

1 1 4
S— + — GI——e
0 4 0
X = 2 es, pues, una raiz extrafia. La ecuacién propuesta care-
ce, por tanto, de raiz.
EJERCICIO 86.

Resolver las ecuaciones siguientes:

19 x 3x B 29) x—1 4 7x — 7
I, 5 10 ~
x b 4 Sx b 4
3°) S5x——=095 4°) — — —=1
4 3 6 4
59) x x 33 6%) x+x+x+x 54
L P —_——t—_—t—ad—=54—x
) Tyt 2" 3, 4 "6
70) 3x —2 _ 3x+4+3 89) S5x—1 _ Sx+2
4 8 3 4
3 5 4 x4 2
99) — 4 —=16 10°) — — =1
x x x 2x
4 7 2x+1 2x—1
11°9) - 129) =
x—1 x42 x—1 x—35
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15°)

16°)

17°)

18°)

19°)

20°)

21°)

22°)

23°)

249)

259)

26°)

27°)

289)
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x—2 x+ 1 x—1
RS I
x+2 3x+1 x—1 5
s 2 T R
3x+ 4 5x—8 S5x |6
u Tttt T T
5 3 2 7
Tl IGED Gt 6
2 3 x 1
x—2 2zx—4  3x—6 2
__i___x_+3 x? + 31 o
x+3 x—3 x2 —9
3 _x2+l x+1 1 fa
1+x 1—x? 1—x
2x — 1 10 14 2x
2x+1  ar—1_ a0 %%
x+1 x—1 10 — x2
3x—6 2x+4% 0 —24
5 7 70 _
x+1 + x+3 ks x2+4x+3
2 " 1 n 20 2o
x+5 x—35 x2 — 25
4 1 _ 1
2x— 3 T xel x+3
3:2—2x+ 1 w9
3x+1 2x
2x+1 3x+ 2 6x+41 B
g toge U innyg 5
5 3 1,5
x—x—06 = x2—4 +xz—5x+6
2 1 8

-+ —
yroy—ig y?—3y+2
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2 1 13
29°9) + =

22—2z—8 22—2—12 2245246

2 i
300) x+2x+4+ x 2x+4=2x.

x4+ 2 x—2

4. Consideremos ahora la ecuacion

12 2x:3 2""‘51?
St 75 .
3 6

que contiene fracciones complejas.

En las ecuaciones de este tipo se comienza por reducir las
fracciones complejas o fracciones simples, efectuando las operacio-
nes indicadas. En el ejemplo propuesto se obtiene inmediatamente
12 3(2x — 3) 6(2x*+ 1)

-+ — + 2.

5 2x 5x

Multiplicando por 10x para quitar denominadores resulta:
24x* 4 30x — 45 = 24x* 4+ 12 4 20x
10x = 57
=5}

5. Sea la ecuacién

3x+ 2 4x+3 x+43
9 3x4+6 3

Cuando en la ecuacién figuran denominadores monomios y po-
linomios, conviene generalmente suprimir primero los denominado-
res monomios, simplificar el resultado y proceder sucesivamente a
la supresién de los denominadores polinomios. Asi, en la ecuacién
anterior se tiene, multiplicando primero por 9:

3x+ 2+ 3(::_'23) =3z 49,
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Simplificando:
3(4x + 3) _ 7
x+ 2
Multiplicando ahora por x -} 2 se obtiene:
12x +9=7x+ 14
5x=35
=1

El método general consistiria en multiplicar la ecuacién dada

por 9(x + 2). Hagase y compruébese que la resolucién resulta
mas trabajosa que en la forma expuesta arriba.

6. Consideremos, por Gltimo, una ecuacién de la forma

1 1 1 1

x4+ 1 x+2 x+43 x4+ 4
Efectuando primero las sustracciones indicadas se tiene
(x+2)—(x+1)  (x+4)—(x+3)
(x+ 1)(x+2) (x+3)(x+4)
1 1
x+1DE+2)  (x+3)(x+4)°
Suprimiendo ahora los denominadores resulta:
E+3)x+4)=(E+1)(x+2)
x4+ T7x+ 12 =x*4+3x+ 2
4x — — 10
x=—25.

Seria mucho mas trabajoso comenzar por quitar los denomi-
nadores en la ecuacion original.

EJERCICIO 87.
Resolver las ecuaciones siguientes:
2x 14 x
19) 3 3 . _2_
6 2 3
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pip 2 24—
2°) 1'-l- +4 —~ :
4 2 - 5
2x—3 2x+3
3°) = =
2 - 3
3 2
4x—1 + 2
x ——
4°) : + . -
s 6 > 3 6
x x 2
59) - =
1—— 1+— 1+ of
x x x
2x+3 3x—5 4x—3 5
6°) - = - —
9 2x —3 18 6
79) Pz 29 = L +:-——'2
27 2x+ 6 3 27
2x 4+ 7 4x—1 10x 4 22,5
8°) = B
5 7x+ 2 25
3x+410 2x—8 x4 20 17
9?) n + = = o
15 x—1 5 6
109) x+8 4l 4z 11
7 7x+3 14
oy XI5 6x+14 204
6 9 15—x
1%) x45 . 2x 4+ 21 _ 2x — 18
11 22 x+6
189 G R AR & IR O
5 x+2 10 7 70
W el Sl et i
4 3(x+1) 12 12
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x2 42 1—6x x 2x+3

15¢ _——
) x+5 + 20 2 10
1 1 1 1
16°) — — Rad
x4+ 2 x+4+3 x+4 x+5
1 1
17°) - = : - >
x—3 x—4 x—35 x—©6
1 1
189) R a 1 o 1
x+41 x—3 x+2 x—2
199) x—2_ x—3= x—S-x—G
x—3 x—4 x—6 x—7
20°) x+3_ x+4= x+6_ x+7.
x+4 x4 5 x4+ 7 x+8
104. Problemas.

Daremos ahora varios ejemplos de problemas que conducen
al planteo y resolucién de una ecuacién fraccionaria.

Ya en § 63 definimos el problema como toda cuestion en la
que se propone la determinacién de uno o varios nameros desco-
nocidos (incégnitas) mediante la relacion o relaciones que existen
entre ellos y otros nimeros conocidos (datos).

Cuando algunos de los nameros que intervienen en un proble-
ma representan medidas de magnitudes fisicas se dice que el
problema es practico o de metematica aplicada (ver mas adelante
los problemas 2 y 6). Si los nimeros que intervienen en el pro-
blema son todos abstractos se dice que el problema es de mate-
matica pura (problema 1).

Como en el capitulo 6, distinguiremos en la resolucién de un
problema las siguientes etapas:

1) Representacion.

2) Planteo de la ecuacion.

3) Resoluciéon de la ecuacion.

4) Verificacién o comprobacién de la solucién hallada.
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Ejemplos.

1. EI denominador de una fraccién es 4 unidades mayor que
el numerador. Si a cada término de la fraccion se agrega 5 la
fraccion resultante es equivalente a 2/3. Hallar la fraccion original.

1) Representacion.

Si representamos por x el numerador de la fraccién original,
el denominador se podra representar por x 4+ 4. Si agregamos
5 unidades a cada uno, el nuevo numerador serd x4+ 5 y el
nuevo denominador x 4 9. Esto es:

fraccién original fraccion modificada
numerador X x+5
denominador x+ 4 x+9
2) Planteo.
Puesto que la fraccién resultante es equivalente a 2/3, tenemos
x+5 _2_
x+9 3

3) Resolucion.

Quitando los denominadores en la ecuacién fraccionaria ante-
rior, se obtiene

3(x+5)=2(x+9)
3x + 15 =2x 4 18
)
Por tanto, el numerador de la fraccién original es 3 y el deno-

minador 3 4+ 4 = 7. La fraccion buscada es, por consiguiente,
3/7.

4) Comprobacion.

Sumando 5 a cada término de 3/7 se obtiene 8/12, que equi-
vale a 2/3.
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2. A puede hacer un trabajo en 3 dias y B puede hacerlo en
S dias. ¢En qué tiempo lo haran trabajando conjuntamente?

1) Representacion.

Dias que demoran en Parte del trabajo que
hacer el trabajo hacen en 1 dia

1

A 3 -
3

1

B 5 —
5

1

AyB X —
X

2) Planteo.

Puesto que la parte que hace A en un dia mas la parte que

hace B en un dia da la parte del trabajo que hacen ambos en un
dia, resulta:

1 1 1
1] W

3) Resolucion.

Sumando las fracciones que aparecen en el miembro izquierdo
se obtiene

8 —_—
15  «x
y quitando denominadores
8x = 15
7
. = 1—.
6 x 3

Por tanto, trabajando conjuntamente haran el trabajo en

7
— dias.
8
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4) Comprobacién.

Sustitiyase el valor encontrado en la ecuacién [1].

EJERCICIO 88.

1°) La suma de la cuarta parte y de la quinta parte de un nGmero
es 18. Hallar el nGimero.

2°) La suma de la mitad, la tercera y la quinta parte de un nimero
es 31. Hallar el nimero.

3°) La diferencia entre la cuarta y la séptima parte de un niimero es 3.
Hallar el niimero.

4°) La suma de la tercera y la quinta parte de un nimero excede en
40,5 a la diferencia entre la cuarta y la sexta parte. Hallar el nimero.

59) EIl denominador de una fraccion excede en 3 unidades al numerador.
Si se suma 2 a cada término de la fraccién resulta una fracciéon equivalente
a 1/2. Hallar la fraccion original.

6°) EIl numerador de una fraccion es 2 unidades mayor que el deno-
minador. Si se suma 1 a cada término la fraccion resulta equivalente a 3/2.
Hallar la fraccién original.

7°) EIl denominador de una fraccion excede en 4 unidades al numerador.
Si se resta 5 a cada término la fraccidon resultante es equivalente a 3/5.
Hallar la fraccién original.

8°) Hallar el niimero que sumado al numerador y al denominador de
7/10 convierte esta fracciéon en otra equivalente a 3/4.

99) Si del numerador y del denominador de la fraccién 8/13 se resta
cierto niimero, se obtiene una nueva fraccién que es reducible a 1/2. Hallar
dicho nGmero.

10°) Si al numerador de M fraccién 4/21 se le suma el duplo de cierto
nimero y al denominador se le resta el triple del mismo nimero se obtiene
una fraccién equivalente a 5/6. Hallar el nimero.

11°) Pedro puede levantar un muro en 6 dias y Julidn en 8 dias. ¢En
qué tiempo haradn el muro trabajando conjuntamente?

129) Luis puede hacer una obra en 15 dias y Jorge puede hacer la misma
obra en 10 dias. ¢Qué tiempo tardaran trabajando conjuntamente?

13°) Francisco puede hacer una obra en 3 dias, Santiago en 4 dias y
José en 6 dias. ¢En qué tiempo hardn la obra trabajando conjuntamente?

14°) Ricardo puede hacer una obra en 9 dias y Alberto en 12 dias.
Ricardo y Alberto trabajando conjuntamente con Vicente pueden hacer la
obra en 3 dias. ¢En cuanto tiempo Vicente podrd hacer la obra trabajan-
do solo?

15°) Juan y Antonio trabajando juntos pueden abrir una zanja en 12
horas. Antonio y Toméas pueden abrirla en 15 horas. Antonio trabajando
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solo tardaria 25 horas.  Qué tiempo tardarian en abrir la zanja Juan y
Tomas?

16°) Un cano de agua puede llenar un tanque en 28 minutos y otro en
42 minutos. Si se abren ambos cafios simultineamente, ¢en qué tiempo lle-
naran el tanque?

17°) Un cafio puede llenar un aljibe en 30 horas, otro cafno en 36 horas
y el tercer cafio en 20 horas. (En qué tiempo llenardn el aljibe los tres cafios
si se abren simultineamente?

18°) Un tanque puede llenarse por un cafio en 2 —2— horas, por otro cafio

1
en 3 B horas y por el tercero en 5 horas. ¢En qué tiempo se llenara el tan-

que si se abren los tres a la vez?

19°) Una piscina se puede llenar por un grifo en 4 horas y por otro en
3 horas; y se puede vaciar por un desagiie en 6 horas. Si se abren simulta-
neamente los dos grifos y el desagiie, ¢en qué tiempo se llenara la piscina?

20°) Un tanque se puede llenar por un grifo en 20 minutos. Después
que este grifo ha estado corriendo durante 5 minutos, se abre otro grifo y
entonces se llena el tanque en 3 minutos mas. ¢Cuénto tiempo tardaria el
segundo grifo solo en llenar el tanque?

3. Un movil sale de A al mismo tiempo que otro sale de B
y van en sentidos opuestos uno al encuentro del otro. EI primero
lleva una velocidad constante de 45 km por hora y el segundo una
velocidad, también constante de 35 km por hora. Si la distancia
entre A y B es de 400 km, Ja qué distancia de A se encontraran
los méviles y cuénto tiempo tardaran en encontrarse?

En los problemas de méviles supondremos siempre que los cuerpos se
mueven con velocidad constante. Este tipo de movimiento se llama uniforme.
En realidad el movimiento de un automévil, de un tren, de un barco, de un
avion, etc., es siempre variado, es decir, no uniforme, pero podemos imaginar
sustituido el moévil por otro que recorre el mismo espacio en igual tiempo
¥ se mueve con movimiento uniforme. Esta sustitucion reemplaza el proble-
ma real por uno ideal que es mas facil de resolver y que proporciona solu-
ciones aproximadas del primero.

En el movimiento uniforme la velocidad (v) de un cuerpo se define
mediante la formula

en donde e significa el espacio (o distancia) recorrido y ¢ es el tiempo

empleado en recorrerlo. Asi, por ejemplo, la velocidad de un mévil que ha
40

recorrido 240 km en 3 horas (con movimiento uniforme); es de = 80 km.

por hora.
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De la formula anterior se deduce
e=vt, I —

es decir:

. . . . espacio
espacio = velocidad X tiempo, tiempo = ——m8——.
velocidad

1) Representacion.

Representaremos por x la distancia (en kilometros) desde A
hasta el punto M de encuentro, es decir, la distancia recorrida por
el primer mévil. La distancia recorrida por el segundo moévil (el
que sale de B) sera entonces 400 — x, y tendremos:

(= X > | - 400 - x ——
¥ : :
A M B
espacio velocidad tiempo
1 ’ . x
er. movil x 45 a5
(400 — x)
2d0. movil 400 — x 35 35

En la ultima columna se ha tenido en cuenta la foérmula
t—e/v.

2) Planteo.

Como el tiempo empleado por ambos moéviles para llegar
a M es el mismo, resulta:

X 400 — x
45 35

3) Resolucion.
7x = 9(400 — x)
16x = 3600
x'='2285:
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Por consiguiente, los méviles se encontraran a 225 km de A.

El tiempo que tardari el primer movil en llegar a M sera
de 225/45 = 5 horas.

4) Comprobacion.

El segundo mévil recorrerda una distancia de 400 — 225
— 175 km; y tardarda en llegar a M, 175/35 = 5 horas, lo que
concuerda con el tiempo empleado por el primer moévil.

4. Son las tres de la tarde. {A qué hora coincidiran por pri-
mera vez las manecillas del reloj?

La técnica de la resolucion de los problemas de reloj es
aniloga a la del problema 3 y se basa en la aplicacion de la
féormula ¢t =e/v.

Es costumbre utilizar la subdivision en 60 partes de la periferia del
reloj para medir con esta unidad, llamada minufo, los espacios recorridos
por las manecillas del reloj. Asi, por ejemplo, cuando el minutero pasa de
las 12 a las 2, no se dice que ha girado 60° sino que ha recorrido 10 minutos.
Cuando el horario pasa de las 6 a las 8, ha recorrido también un espacio
de 10 minutos (para lo cual necesita un tiempo de 2 horas).

La velocidad con que camina el minutero es de 60 minutos por hora.
La velocidad con que camina el horario es de 5 minutos por hora.

1) Representacion.

Sea x la distancia (en minutos) que ha de recorrer el minu-

tero para alcanzar al horario. La distancia recorrida por el horario
en el mismo tiempo serd x — 15. Se tiene asi el cuadro siguiente-
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- velocidad S
espacio ” tiempo
2 (en minutos por
(en minutos) R (en horas)
X
minutero X 60 B0
1 (x — 15)
horario x— 15 5 B

Planteo.

Puesto que el tiempo que emplean las manecillas en llegar
al punto de coincidencia es el mismo para ambas, resulta la
ecuacion:

X x — 15

60 5

3) Resolucion,

x = 12(x — 15)

— 11x = — 180
» — lﬁi.
11

Las manecillas coincidiran, pues, a las 16Tl_ minutos después

delas 3,0sea,alas3 hy 16—1- m.

11
4) Comprobacion.
4
BTN
El minutero tarda en llegar a esa posicion T
de hora.
4
) 3
El horario tarda en llegar a la misma posicion T

de hora.
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Nota. Se podria también medir el tiempo en minutos, pero
resulta mas claro para el principiante en la forma que lo hemos

presentado.

5. ¢A qué hora, entre las 2 y las 3, se encuentran las mane-
cillas del reloj en linea recta?

1) Representacion.

Sea x la distancia que ha de recorrer el minutero (a partir

de las 2) para encontrarse en linea recta con el horario. Es decir,
representemos por x la medida en minutos del arco ABCD:

x = ABCD =AB + BC+ CD
Ahora bien, AB =10m. y CD = 30 m,, luego se tiene
x =40 4+ BC
de donde resulta que

BC = x — 40 = distancia recorrida en el mismo tiempo por
el horario.

Por tanto:
espacio velocidad tiempo
X
minutero x 60 60
— 40
horario x — 40 5 Cx 5 )
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2) Planteo.

La igualdad de los tiempos de recorrido da
x x—40
60 5 ..

3) Resolucion.
x = 12(x — 40)

— 11x = — 480
7
=43 —.
> 11
La; manecillas se encontrardn en linea recta a las 2 h
y 43? m.

4) Comprobacioén.

Los tiempos respectivos (en horas) serian:

74
Ly
minutero: ; a = 8
: B0 i, wonalEic
7
<, Y
horario: L = o

; D

El reloj como aparato trisector.

Se sabe que, en general, no puede dividirse un &ngulo en tres partes
iguales con la regla y el compéas. Sin embargo, esta operacién puede reali-
zarse facilmente con un reloj. Bastara situar el vértice del &ngulo dado a
en el centro de la esfera del reloj, hacer coincidir el lado inicial de a con
la marca de las 12 y poner el reloj a las 12 en punto. Llevando el minutero
a la posicién del segundo lado de o, el herario habréd recorrido el angulo
@/12; cuadrupliceando este dngulo se obtendra /3

6. La velocidad de la corriente de un rio es de 3 km por
hora. Un bote tarda el mismo tiempo en navegar 8 km rio abajo
que en navegar 5 km rio arriba. ¢Cudl es la velocidad del bote en

agua iranquila?

En los problemas de este tipo haremos las hipdtesis aproximadas
siguientes:
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1?) EIl bote navega con movimiento uniforme.

2%) La velocidad del bote (con respecto a la orilla) cuando navega rio
abajo es la suma de lo velocidad del bote y de la velocidad de la corriente.

3?) La velocidad (con respecto a la orilla) cuando navega rio arriba
es igual a la diferencia entre la velocidad del bote y la de la corriente.

1) Representacion.

En el problema propuesto tendremos, llamando x a la velo-
cidad del bote en agua tranquila:

espacio velocidad tiempo
rio abajo 8 x4+ 3 8
x4 3
p . 5
rio arriba 5 x—3
x—3

2) Planteo.

Puesto que el bote tarda el mismo tiempo en navegar 8 km
rio abajo que en navegar 5 km rio arriba, se obtiene la ecuacién:

g oWt 1535
T3 .o BB

3) Resolucion.
8(x—§)=5(x+3)
8x — 24 =5x+4 15
8x = 39
x=:13;

La velocidad del bote en agua tranquila es, pues, de 13 km
por hora.

4) Comprobacion.

1
Navegando rio abajo el bote demora T - hora.
. . 1
Navegando rio arriba demora Ty = . hora.
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EJERCICIO 89.

[En los poblemas que siguen se entenderd que las velocidades que se
mencionan son constantes.]

1°) La distancia entre A y B es de 300 km. Un mévil sale de A hacia
B con una velocidad de 12 km por hora al mismo tiempo que otro mévil
sale de B hacia A con una velocidad de 18 km por hora. ¢A qué distancia
de A se encontrardn y cuénto tiempo tardarin en encontrarse?

2°) Un automévil sale de A hacia B a una velocidad de 80 km por
hora al mismo tiempo que sale un émnibus de B hacja A a 65 km por hora.
Si la distancia AB es de 435 km, ¢a qué distancia de B se encontrarén y
cuinto tiempo tardardn en encontrarse?

3°) La distancia entre A y B es de 3 200 millas. Un avién sale de A
hacia B a las 8 a.m. a una velocidad de 500 millas por hora. A las 9 a.m.
sale otro avion de B hacia A con una velocidad de 400 millas por hora.
Hallar a qué distancia de B se encontrardn los aviones y a qué hora.

4°) Un tren de carga sale de A hacia B a una velocidad de 45km por
hora; 2 horas después sale de A hacia B un tren de pasajeros a una velocidad
de 55km por hora. ¢A qué distancia de A encontrard el segundo tren al
primero?

59)° Un camién sale de A hacia B a la 1 p.m., a una velocidad de 55 km
por hora. A las 3 p.m. sale un automévil de A hacia B a 85 km por hora.
Si B se halla 100 km maés distante que A, ¢a qué distancia de A y a qué hora
encontrara el automévil al camién?

6°) Juan viaja en automévil a razéon de 100 millas cada 2 horas. 6 horas
después José sale en automévil del mismo lugar y en el mismo sentido a
razén de 260 millas cada 4 horas. ¢A qué distancia del lugar de partida
alcanzard José a Juan? (Cuéantas horas tardara?

7°) Un individuo dispone de 4 horas para ver una ciudad. Averiguar
qué distancia puede recorrer en un émnibus que va a 25 km por hora, si
luego tiene que hacer el regreso a pie (por el mismo camino) a razén de
5 km por hora.

8?) Un joven sube una cuesta & razon de 4 km por hora y la baja a

1
razéon de 6 km por hora. Si en subir y bajar emplea en totai 1-2— horas,

é¢qué longitud tiene la cuesta?

99) Un tren expreso sale de una estacion 40 minutos después de haber
salido un tren de carga y lo alcanza en 1 hora y 20 minutos. El tren expreso
corre 20 km méas por hora que el tren de carga. ¢Cuél es la velocidad del
tren de carga?

10°) Un barco de carga que hace 15 nudos (15 millas nduticas por hora)
estda a 720 millas de Nueva York cuando un barco de pasajeros que hace
25 nudos sale de Nueva York en la misma direccién. ¢Qué distancia habra
recorrido el barco de pasajeros cuando el barco de carga le lleva todavia
una ventaja de 100 millas?
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11°) ¢A qué hora después de las 4 se encontrardn por primera vez las
manecillas del reloj?

129) Son las 10 en punto. ¢A qué hora se superpondrian por primera
vez las manecillas?

13°) ¢A qué hora, entre las 6 y las 7, estardn superpuestas las ma-
necillas?

14?) Averiguar a qué hora, entre las 3 y las 4, estaran las manecillas
en prolongaciéon una de otra.

15°) Son las 8. (A qué hora estardn por primera vez en linea recta
las manecillas?

16°) ¢A qué hora, entre las 11 y las 12, estdn las manecillas en linea
recta?

17°) ¢A qué hora, después de las 5, formardn por primera vez angulo
recto las manecillas?

18°) ¢A qué hora, después de las 7, formaran por primera vez angulo
recto las manecillas?

19°) ¢A qué hora, después de las 7, formaran por segunda vez angulo
recto las manecillas?

20°) ¢A qué hora, después de las 2 y no pasadas las 3, estardn en éngulo
recto las manecillas? (Dos soluciones).

21°) Un bote tarda el mismo tiempo en navegar 20 km rio arriba, que
28 km rio abajo. Si la velocidad de la corriente del rio es de 2 km por hora,
écual es la velocidad del bote en agua tranquila?

22°) Pedro puede remar 8 km por hora en agua tranquila. En un rio
emplea el mismo tiempo en remar 5 km rio arriba, que 15 km rio abajo.
¢Cuél es la velocidad de la corriente del rio?

23°?) Una lancha de motor tiene una velocidad de 25 km por hora y
puede navegar cierta distancia rio abajo en dos tercios del tiempo que tarda
en navegar la misma distancia rio arriba. Hallar la velocidad de la corriente
del rio.

24°) Un avion puede volar 800 millas con un viento de cola de 15 millas
por hora en el mismo tiempo que vuela 750 millas en contra del mismo viento.
Hallar la velocidad del avién.

259) Un avién que desarrolla una velocidad de 360 millas por hora (en
aire tranquilo) navega 210 millas con viento de cola en el mismo tiempo
que navega 190 millas con un viento de proa de la misma intensidad. ¢Cual
es la velocidad del viento?

105. Ecuaciones literales.

Reciben el nombre de ecuaciones literales aquéllas en que,
ademas de la incégnita (o incdgnitas), estan representados por
letras todos o algunos de los nimeros que se suponen conocidos.
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Para distinguir las letras que representan datos de aquéllas
que representan incégnitas, generalmente se sigue el convenio de
utilizar las primeras letras del alfabeto (a, b, ¢, ...) para repre-
sentar los datos y las Gltimas letras del alfabeto (u, v, x, ¥, .. )
para representar las incégnitas.

Ejemplos. Son ecuaciones literales las siguientes:
ax -+ b=3bx—a

(b+y)(c+y)=y(y—5)
ax + by = c.

De acuerdo con el convenio indicado anteriormente, se enten-
derd que en la primera ecuacién x representa la incognita y las
letras a, b representan datos. En la segunda ecuacién la incégnita
es y y las letras b, c representan datos. Por ultimo, en la tercera
ecuacién hay dos incégnitas x é y y tres datos, &, b, c. Notese que
las ecuaciones literales pueden contener también nameros, como
sucede en los dos primeros ejemplos.

En las aplicaciones del Algebra (a la Geometria, Fisica,
Quimica, etc.) los elementos conocidos y desconocidos se repre-
sentan a veces por las iniciales de los nombres corespondientes
o por simbolos arbitrarios y, por consiguiente, no siempre se sigue
el convenio mencionado antes sobre la significacién de las prime-
ras y ultimas letras del alfabeto.

Asi, por ejemplo, en la féormula de las lentes
1 1 1

_..—’__

P. P f
p y f pueden representar datos y p’ la incégnita.

Para resolver las ecuaciones literales se aplican los mismos
principios y métodos que hemos estudiado en §§ 60, 61, 102 y 103
para las ecuaciones numeéricas.

Ejemplos.
1. a’x — a® = b*x 4 b* + 2ab.

Escribiendo en el primer miembro solamente los términos que
contienen x se tiene:
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a’x — b’x = a* + 2ab | b.
Sacando ahora x factor comln en el primer miembro resulta:
(a®* — b?*)x = a* + 2ab + b®.

Despejando x y simplificando:

__ a’+ 2ab+ b’ = (a + b)? _a+b
o a* — b? ~ (a+b)(a—b)  a—b"
La solucion obtenida es valida siempre que a =< b.
1
2. —+ 5 = b 2
b x+ b bx

Multiplicando por bx se obtiene:

b*x
= b
x + e x +
que se reduce a
bx
= 1 — 5
> o bx =x +
Luego,
(b—1)x=b,
. — b
~ b—1
si b#1.

Notese que para b =1 la ecuacién propuesta es imposible,
pues, se reduce a 0 =1.

EJERCICIO 90.

Resolver las ecuaciones siguientes:

1°) ax—2b=23b 2°) ax4c=x-+56
3°) ax+4b%>=2bx 4 a? 4°) x2—c?P=(b—2x)2
5°) 2x+4a(x+4+3) =2a 6°) (a+x)(b+x)=x(x—a)

7?) (x+a)(x—b)=x(x+b) 8°) (c+y)(c—y)=(3c2—y)y
9°) (z—a)?—(z—b)?*=(a+b)> 10°) (x—a)’=(x+b)(x—b)+2ax
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11°)

13°)

159)

17°)

199)

21°)

22°)

23°)

249)

25°9)

26°)

27°)

28°)

29°)

30°)

z+2 t z+3 2245246

a+4x b+4x a—zx b—x

a+1 . b+1 a—1 i

12a—x 106 4+ x 6¢c 4 ax _ 15d 4-x
4a + 5b 3¢  5d
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1 —b b
x4 — a 129) = x
x—1 a+b a-+bx b+ x*
x x x a+b a—b
—_—t———=a 14°) =
m n P x+43 x—3
9x — 6 b 2 b
x—a — x4 169) (x+a) _ x4+
3x—b 2x+ a 4x—b 4
mx + k mx —k ax-+4oc¢ x4 a
m 2 k 189) x A a
x x a x
k m x—¢ ax—c¢
2 a 2x 4 a a x bx
— 4+ = 20°) —
a x—a ax a—b a+4b az — b2
x—a 2a+2b . x+b
x+a+ x T x—b
cx x—a x4 a
a 86 ' 2 &9H
9&+bx+4b—ax x4+ 12¢ _
3a 2b 4c
bx—a 2a b2x2 |- a®
bx+ =& bx—a  b2x?—a?
1 2 = 3
ab—by ac—ay —bc—by
ax-+c ax 4c
aea: cx+a  2x?—a?
x—6¢c x—4a (2a—3¢)x
ek 2¢  _ 6b
a b 4a+43b
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106. Problemas generales.

Se llaman problemas generales o literales aquéllos en que los
datos se representan por letras.

Uno de los principales fines del Algebra es la resolucién de
estos problemas generales, cuyos datos no son valores numéricos
especificados. La importancia de ellos consiste en que su resolu-
sién conlleva la de infinitos problemas particulares del mismo tipo,
los cuales resultan asignando valores numéricos diversos a las letras
que intervienen en el problema general.

La sintesis que de este modo se logra supone, en primer lugar,
una gran economia de esfuerzo, ya que de una vez se resuelven
todos los problemas de la misma clase; y, ademas permite analizar
y clasificar las diversas situaciones y casos especiales que puede
presentar el problema. Este estudio de los diversos aspectos, posi-
bilidades y casos especiales recibe el nombre de discusion del
problema.

En los problemas de Matematica aplicada, a la discusion sigue
la interpretacion concreta de los diversos resultados que se
obtienen.

Suele llamarse formula a la expresion mas o menos complicada
que representa la solucion general del problema.

Ejemplos.

1. PROBLEMA DE LAS EDADES. La edad actual de un padre
es de t anos y la de su hijo es de t’ anos. ¢Dentro de cuantos anos
la edad del padre sera k veces la del hijo?

1) Representacion.

Sea x el numero de anos que han de transcurrir. Tendremos:

edad actual edad de cada uno

de cada uno dentro de x anos
padre t t - x
hijo ¢ '+ x

2) Planteo.

Puesto que dentro de x anos la edad del padre ha de ser k
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veces la edad del hijo, resulta
t + x = k(t' 4+ x).
3) Resolucion.
t +x =kt + kx
(k— 1)x =1t —kt
t — kt'
k—1 ~

=
4) Discusion.

La férmula anterior no es valida para k = 1, pero en este caso
el problema es evidentemente imposible, pues equivale a preguntar:
¢dentro de cuantos afios la edad del padre sera igual a la del hijo?

Si ¢t =kt resulta x =0, lo que significa: actualmente la
edad del padre es k veces la edad del hijo.

Si k> 1y t< kt' el numerador de la féormula es negativo
en tanto que el denominador es positivo. El valor resultante para
x sera, por consiguiente, negativo. Ello significa: hace x afios
la edad del padre fué k veces la edad del hijo. El acontecimiento
ocurrié en el pasado y no volvera a ocurrir en el futuro.

Ejemplo. Si t=30, t =9, k=-4, se obtiene x = — 2, lo
que quiere decir: hace 2 anos la edad del padre era 4 veces la edad
del hijo.

2. PROBLEMA DE LOS TRABAJADORES. A puede hacer una

obra en a dias y B puede hacerla en b dias. ¢Cuénto tiempo tar-
daran en hacerla trabajando juntos?

1) Representacion.

Tiempo que demoran Parte de la obra que
en hacer la obra hacen en 1 dia

1

A a —

a

B b -

b

1

AyB x X
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2) Planteo.

La parte de la obra que hace A en un dia méas la parte que
hace B, da la parte de la obra que hacen en un dia trabajando
conjuntamente. Por tanto:

1 1
_+3—=_x_.
3) Resolucién.
b+a 1
ab ~ x
__ab
X-.:*_-—b.

Esta formula permite resolver todos los problemas de este tipo
sin mas que sustituir en ella los valores particulares de los datos.

Asi, por ejemplo, en el problema 12 del ejercicio 88, se tiene
a=15, b= 10, luego

15 X 10 _ 150
15 + 10&# §25

Los problemas de cafios son esencialmente del mismo tipo y
se pueden resolver también por la férmula anterior *.

= 6 dias.

4) Discusion.

Observaremos solamente que siendo a y b positivos por
hipétesis, se tiene a < a + b, o bien,

a oy
a+b
y multiplicando por b:
ab
e ; b.
b <b 6 X

Anéalogamente se ve que x < a.

* No es recomendable que los principiantes resuelvan problemas particulares mediante
la aplicacién de férmulas (excepto en ciertos casos: problemas de interés, fircas y volGme
nes en Geometria, etc.), ya que ello tiende a mecanizar excesivamente su labor en detrimentc
del desarrollo de la facultad de razonar. Sin embargo, cuando el alumno va adquiriende
cierta madurcz debe propenderse al empleo de férmulas generales (sin exigir necesariaments
que las memore), pues precisamente estas sintesis constituyen, como hemos senalado, una
de las finalidades del Algebra y, pudiéramos anadir, de la ciencia en general.
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3. PROBLEMA DE LOS MOVILES. Un modvil pasa por A en direc-
cion a B a una velocidad (constante) de v metros por hora, al
mismo tiempo que otro movil pasa por B en el mismo sentido

v v’
e i ————————

L A g A d .
> A B ' 1
! d 2 M

(alejéndose de A) a una velocidad de v’ metros por hora. Si la
distancia entre A y B es de d metros, hallar a qué distancia de
A se encontraréan los moviles y cuanto tiempo demoraran en
encontrarse.

1) Representacion.

Llamemos x a la distancia AM, desde A hasta el punto de
encuentro M. Tendremos entonces BM = x — d y teniendo en
cuenta la férmula del tiempo en el movimiento uniforme, a saber,
t — e/v, resulta el cuadro siguiente:

espacio velocidad tiempo
s b
ler. movil X v —
v
— . (x — d)
2do. movil x ~-d v —
1%

2) Planteo.

Puesto que los moviles emplean el mismo tiempo en recorrer
las distancias AM y BM respectivamente, se tiene:

X X —-—d
——-::.——'——.

v v
3) Resolucion.
v(x —d) = v'x
(1] (v —Vv)x =vd
vd

v —-v

!

X
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Esta formula proporciona la distancia de A a que se encon-
trardn los moéviles. El tiempo que tardaran en encontrarse vendra
dado por

4) Discusion.
Supondremos d > 0, v > 0 y distinguiremos tres casos:

a) Si v > v/, las férmulas anteriores dan como resultado na-
meros positivos, lo que significa que el encuentro ocurre a la
derecha de A (ver en la fig. anterior) y con posterioridad al mo-
mento en que los moviles pasan por A y B, respectivamente.

b) Si v=v' las férmulas obtenidas no son validas. La
ecuaciéon [1] conduce al absurdo 0 = vd, lo que significa que
el problema no tiene solucién en este caso. En efecto, puesto
que el primer mévil tiene la misma velocidad que el segundo y
estan separados una cierta distancia (d > 0), conservan la misma
distancia todo el tiempo y el primer moévil no puede alcanzar
al segundo.

c) Si v < v/ las formulas dan resultados negativos para x y t.
Ello significa: los modviles se encuentran a la izquierda de A, antes
de su paso por A y B respectivamente.

EJERCICIO 91.

1°) La suma de dos nimeros es s y su diferencia es d. Hallar los
nimeros.

2°) Un nimero es k veces otro y su suma es s. Hallar los nmeros.

3°) Pedro tiene p pesos y Luis tiene g pesos. Pedro da cierto nimero de
pesos a Luis y entonces tiene k veces lo que tiene Luis. ¢(Cuéntos pesos le
di6 Pedro a Luis?

4°) EIl denominador de una fraccién excede en m unidades al numerador.
Si a cada término de la fraccién se le suma h resulta una fraccién equivalente
a a/b. Hallar la fraccion original.

59) A puede hacer una obra en a dias, B puede hacerla en b dias y
C en c dias. ¢En cuanto tiempo la haran trabajando juntos?

6°) Un tanque se puede llenar por un grifo en h horas y por otro en k
horas. Un desagiie lo puede vaciar en m horas. Si se abren simultaneamente
los grifos y el desagiie, ¢en qué tiempo se llenara el tanque?
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7°) Un mobvil sale de A hacia B a una velocidad de v km por hora,
al mismo tiempo que otro movil sale de B hacia A a una velocidad de v' km
por hora. Si la distancia AB es de d km, ¢a qué distancia de A se encontra-
ran y cuanto tiempo tardarin en encontrarse?

8°) Un bote tarda el mismo tiempo en navegar k kilometros rio abajo
que Kk’ kilometros rio arriba. Si la velocidad de la corriente del rio es de
v km por hora, averiguar la velocidad del bote en agua tranquila.

9?9) EI minutero de un reloj esta m minutos detras del horario. ¢Dentro
de qué tiempo coincidiran por primera vez las manecillas?

10°) EI minutero de un reloj estd m minutos detras del horario. ¢Dentro
de qué tiempo estard (por primera vez) n minutos delante del horario?

107. Foérmulas.

Ya en § 35 definimos la formula como una igualdad cualquiera
entre expresiones algebraicas que expresa un principio, regla o
resultado general de matematica pura o aplicada.

Ejemplos.

I S A=p® (éarea del circulo).

2 =yt (ley del movimiento uniforme).
1 1 1

3. —+4+ —==—  (formula de las lentes).
g B

En general, en las féormulas aparece despejada una de las letras,
pero no siempre es asi necesariamente, como se ve arriba en el
ejemplo 3.

Despejar una letra cualquiera en una férmula equivale a resol-
ver una ecuacién literal cuya incognita es la letra que se quiere
despejar. Por tanto, para resolver este problema (frecuente en
Geometria, Fisica, etc.) se emplearan precisamente los métodos
que hemos estudiado para la resolucion de las ecuaciones literales.

Algunos autores llaman sujefo a la letra que aparece despe-

jada en una férmula; cambiar de sujeto es proceder a despejar
alguna otra letra. Estas denominaciones han caido en desuso.

Ejemplos.

1. En la formula de las lentes
1 1 1
—t ===
Pl P f

despejar p’.
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Pasando la primera fraccién al segundo miembro se tiene:

i . 4 1
P f p
Efectuando la operacién indicada en el segundo miembro:
1 p— 1
[1] — =
p fp

Suprimiendo los denominadores (o bien, teniendo en cuenta que

en una proporcién el producto de los extremos es igual al pro-
ducto de los medios):

fp=p'(p — 1),
de donde:
fp o
p—f

Se puede también obtener el mismo resultado invirtiendo
ambas razones en la proporcién [1].

2. En la féormula del importe o monto
c (100 4 rt) = 100M
despejar ¢.
Suprimiendo paréntesis:
100c + crt = 100M.

Dejando aislado en el primer miembro el término que
contiene ¢: R

crt = 100M — 100c.

Dividiendo por cr (y sacando 100 factor coman en el segundo
miembro):

100(M — ¢)

cr

3. En la férmula
5
C=—(F—32)
9
despejar F.

Page 312 of 479



304 www.opentor.com

Se obtiene sucesivamente:

9C = 5(F — 32)

9

— — F —
5C 32
%C+32=F.

4. En la féormula

w
F=—(R-—
R R— 1)
despejar R.

Multiplicando por 2R, para suprimir el denominador, se
obtiene:

2RF=w(R —1)
o bien
2RF = wR — wr.

Escribiendo en el primer miembro los términos yue con-
tienen R:

2RF — wR = — wr.
Sacando R factor comun:
R(2F —w) = —wr

— Wr

R=——.
2F —w

Cambiando de signo al numerador y al denominador, el resul-
tado anterior se puede escribir también:

wr
R=—rxrr.
w — 2F
EJERCICIO 92.
En las férmulas siguientes despejar las letras que se indican:

mm’
1°) F= k'—rz— despejar m.
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1
29) V=?nrzh despejar h.

n

39) az? (a+1) despejar 1.

4°) I=a+ (n—1)d despejar n.
1

59) e= vot+?¢t2 despejar v,.

6°) v=v,(1+ at) despejar t.
7°) I1=gns(r+r') despejar r’.

E
8° i= despejar r.
) IR pej
99) Y . despej
u= espejar v.
T pe)
Ir — a .
10°) s= despejar r.
r—1
nr, .
11°) R =-———— despejar r,.
rt+r,
E
129) §i=————— despejar R.
r
) - I
+ 2
139) R=—2l & Bosjor. b
- — ar b.
1—2b )
r+r
14°) I=i-——— despejar r'.

r

15¢ - - ( 1) (l - : d jar R
—_—-—= — r— e —- espejar K.
) = + = n R TR pej

EJERCICIO 93 (REPASO).

I. Resolver las ecuaciones siguientes:

1°) x+x 22
x+2 3_

29 x+x+x i
: s — — L
3 4 6
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3°)

49)

S°)

6°)

7°)

8°)

9°)

10°)

11°)

12°)

13°)

14°)

15°)

16°)

17°)

www.opentor.com

x+x+x_x+x+x+425
2 3 4 6 8 12 ’

2x+1 3x—1 3x+41 7

3 o 4 6 4

3x+42 2x+3 1 7z —1
+ e

13 39 3 26

3x+1

6 5 3

5 1 3 2 2
8_(x+ N x+)=4+(x+ %

3x+4 2x+5 6x+ 3
— 2
5 T3 ™ L%

5 10 15 1

— pR—

x+2+ 3(x+2) 2(x+ 2) 6

6 x+4 7x% + 50 4

x4 x—a T 316 3

4 4 3

x2—x—2 + x2—1  x2—3x+2

S5x—2 80 5x+4 2

5x+ 2 + 25x2—4  5x—2

3 2 x2 42,5

2 3  x4+5x+6
§ e 2 x?+45x+
X b 4

3x+1 2x'~'+x—21_ 744

10 100x+50 = 25
x+9 x2 4 4 9x — 80

7 T axt3 . 18
4x -+ 3 ___2:2+7 _1—__ 10x+4+ 3

3 4(x+ 2) 8 12

1 _ 1 _ 1 _ 1
x+4+1 x+4 x+ 2 x+5

1 1 1 1

x—2 x+1 x—1 x4 2
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x—1 x—2 x—4 x—5

Q — — —_—
165 x—2 x—3 x—35 x—6
x-+a bx a—zx
199) - - =b+x
2 a b
x X x
20°) - -+ +(a4+b+c)x=abc+1
ab be ac
219) x+a _ x—a-+b (i x—a-c 5 x4 2a
a b . 3
229) x _a+b—x - x 3 2bx
a+b x a—>b az — pb?
239) y—c¢ ™ 16a2 — c? L y +c
y —4a y2 — 16a? y + 4a
249) x+a+b _ x+a—b>b _ a? + b*
x+a X —a x2 — a2
x—2 2—x
259) = + 2

xt+a—4 x—a-+$2

II. Resolver los siguientes problemas:

1°) La cuarta parte de un nimero mas su décima parte, es igual a la
quinta parte del nGmero aumentada en 15 unidades. Hallar el nimero.

2°) EIl denominador de una fraccién es 5 unidades mayor que el numes-
rador. Si a cada término de la fraccion se resta 2 unidades, la fraccion
resultante es reducible a 1/2. ¢Cuil es la fraccion original?

3?) Un muchacho obtiene un premio del cual invierte 1'6 en una excur-
sion, 1/4 en libros, y 1/5 del resto en otros gastos. Si ahorré 140 §, ;de cuanto
es el premio?

4°) La formula
1 1 1

R r, r,

da, en electricidad, la resistencia R equivalente a dos resistencias r, y r,
conectadas en paralelo. (Cual es la resistencia equivalente a dos resistencias
de 200 ohms y de 120 ohms conectadas en paralelo? ¢Cuantos ohms debe
tener una resistencia que conectada en paralelo con otra resistencia de 300 ohms
da una resistencia efectiva de 180 ohms?

5°) A y B trabajando conjuntamente pueden descargar un camidén en
3 h 3/4. A, solo puede descargarlo en 10 horas. ¢(Cuanto tiempo tardara B
trabajando solo?
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6°) En un gran premio, el campeén mundial Fangio no lograba despren-
derse de un seguidor. A los 32 minutos de carrera, durante los cuales ambos
habian recorrido 80 km, opté por hacer cambiar las bujias de su coche, lo que
le detuvo 3,6 minutos. ,De nuevo en carrera, consiguié una velocidad de 100 km
cada 32 minutos. ¢Al cabo de cuantos kildmetros alcanzé a su rival, que no
habia variado la velocidad?

7°) En una fabrica de aeroplanos hay 3 lineas de montaje que pueden
montar cada una 12 aeroplanos en 30 dias y hay otras 2 lineas que
pueden montar cada una 12 aeroplanos en 40 dias. ¢(En cuédnto tiempo las
5 lineas pueden montar 12 aeroplanos?

8°) Un tanque se puede llenar por una llave en 6 horas y por otra
en 4 horas. Un desagiie lo vacia en 12 horas. Si se abren a la vez las dos
llaves y el desagiie, ¢en cuanto tiempo el tanque quedara mediado de agua?

9?) Debido a que el desagiie no se habia cerrado, una piscina tardd
10 horas en llenarse. Con el desagiie cerrado se hubiera llenado en 4 horas.
¢Cuénto tiempo demoraréa vaciar la piscina con las llaves cerradas y el desagiie
abierto?

10°) Un tren de carga sale de A hacia B a las 6 a.m. a una velocidad
de 45 km por hora. A las 11 a.m. sale también de A y en direccién a B, un
tren de pasajeros a una velocidad de 60 km por hora. (A qué hora alcanzara
el segundo tren al primero?

11°) A las 2 p.m. sale un émnibus de A hacia B a una velocidad de
80 km por hora. A las 4 p.m. sale un automovil de B hacia A a una velo-
cidad de 70 km por hora. Si la distancia entre A y B es de 300 km, ¢a qué
distancia de A se encontraran y a qué hora?

129) Dos trenes salen de la misma ciudad y a la misma hora en sentidos
opuestos. A las 3 horas y media se encuentran uno de otro a 392 km de

distancia. Si la velocidad del primero es 3/4 de la velocidad del segundo,
¢cual es la velocidad de cada uno?

13°) Si el reloj marca las 6, ¢a qué hora coincidirdn por primera vez
las manecillas?

14°) ¢A qué hora, entre la 1 y las 2, estin las manecillas en linea recta?

15°) ¢A qué hora, entre las 2 y las 3, forman por primera vez angulo recto
las manecillas?

16°) Cuando la velocidad de la corriente de un rio es de 2 km por hora,
Juan puede ir en su bote 12 km rio abajo en el mismo tiempo que recorre
15 km rio abajo cuando la velocidad de la corriente es de 4 km por hora.
¢Cuél es la velocidad del bote en agua tranquila?

17°) Navegando a toda velocidad en contra de la corriente de un rio,
una lancha de motor hace 18 km en el mismo tiempo que a favor de la corriente
haria 24 km. Si la velocidad de la corriente del rio es de 3 km por hora,
¢cuél es la velocidad méxima del bote en agua tranquila?

18°) Un muchacho sube una loma a razén de 2 km por hora y luego
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se desliza hacia abajo a 10 km por hora. Si en subir y bajar emplea 36 mi-
nutos en total, jque distancia hay desde la base a la cima de la loma?

19°) Un viajero hace parte de la jornada en tren a 80 km por hora y
parte en avion a 300 km por hora. Si en total viajé 1600 km en 9 horas,
hallar la distancia que recorrié en avion.

20°) La velocidad de un aeroplano en aire tranquilo es de 240 km por

hora. El volar 800 km en contra del viento le toma 8/7 del tiempo que le
tomaria volar la misma distancia a favor del viento. Hallar la velocidad
del viento.

21°) El numerador de una fracciéon excede al denominador en m unidades.
Si a cada término de la fraccion se resta k, la fraccion resultante es equiva-
lente a a/b. Hallar la fraccién original.

22°) A y B trabajando juntos hacen una obra en ¢ dias. B solo demora
b dias. ¢En cuéntos dias hard A la obra si trabaja solo?

23°) Un tren que se mueve con una velocidad de v km por hora lleva
h horas de adelanto a un segundo tren cuya velocidad es de vV km por hora.
é¢Dentro de cudntas horas el segundo tren alcanzara al primero?

24°) EIl minutero de un reloj estd b minutos delante del horario (b < 30).
éDentro de cuénto tiempo estara una manecilla en prolongacion de la otra?

25°) Un avién tarda el mismo tiempo en navegar k km a favor del viento
que X’ km en contra del viento. Si en aire tranquilo la velocidad del avién
es de v km por hora, hallar la velocidad del viento.

III. En las féormulas siguientes, despejar la letra que se indica:

19) E:l(R+-'-) despejar r.
n

20) = T o despejar
—_—,— m.
v M+ m
Ir —a
3°) § = ———— despejar I.
r—1
4°) s = qmr(r+¢g) despejar g.
a b c
5°) — =—+4 — despejar v.
w u v

1
6°) V=?3h3(3t—h) despejar r.
h
7°) V=;(B+B’+4B") despejar B’.

8°) s =%[2. i Ca13d) _dseoalar. d;
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99)

109)

11°)

129)

13°)

149)

15°)

TEST

1°)

2°)

3°)

49)

5°)

www.opentor.com
w
Q= ;- (v, —v,) despejar v,.
A= [0 — (n— 2)n]r? despejar n.

En la formula a=-;l(a+l) calcular a cuando s =96, n=38,
1=20.

En la formula i = calcular R cuando i=4; E= 60, r =8.

r+ R
r;r.
En la formula R = 3 calcular r, cuando R=48, r,=12.
nt+r,
y 1 1 1
En la formula —+-—’=7 calcular p’ cuando p=54, f=48.
D P

r
En la férmula 1 =i calcular r cuando I =60, i=40, =09.

11.

Sefalar cual de los valores siguientes es raiz de la ecuacion
6x+1 9x — 2 7

i & 2y

Q) z=2 b) x=-—1 c) x=3.
Sefialar cuél de los valores siguientes es raiz de la ecuacién

ax x—a—Db x—b x

b a = c +a= b
a) x=a b) x=b5b c) x=a+b.
Resolver la ecuacidn:

1 1 6

e Rl

Resolver la ecuacién:
1 1 1 1
=== - + =0.

x—1 x—2 x—23 x—4

Resolver la ecuacidn:
x+b " x+ b 2x2
x4 a x—a  x?—a?
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6°) Dada la féormula F = (r 4 r) despejar r. Hallar el valor
r
de r cuando F=20, w=5, r = 14.

79) Una bala que tiene una velocidad de 2 200 pies por segundo se oye
dar en el blanco 4,2 segundos después de haberse disparado el tiro. Si la velo-
cidad del sonido en el aire es de 1100 pies por segundo, ¢a qué distancia, en
pies, se encuentra el blanco del lugar del disparo?

8°) Un bote navega 7 km rio arriba, en el mismo tiempo que invierte
en hacer 11 km rio abajo. Si la velocidad de la corriente del rio es de 2/3
km por hora. ¢Cuél es la velocidad del bote en agua tranquila?

99) Las manecillas del reloj estin superpuestas. ¢Dentro de cuanto
tiempo estard una en prolongacién de la otra?

10°) A puede hacer un trabajo en 8 dias y B en 12 dias. A trabaja
un cierto nimero de dias y luego es sustituido por B que termina la obra.
Entre los dos demoran 11 dias. ¢Cuéantos dias trabajé cada uno?
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CariTuLO 12.

FUNCIONES Y GRAFICOS.

108. Valores correspondientes. Coordenadas rectangulares,

Si dos magnitudes estan relacionadas de alguna manera es
a menudo Util disponer los pares de valores correspondientes uno
debajo de otro (o uno frente a otro) en un cuadro o tabla.

Asi, por ejemplo, la temperatura en un lugar en cierto dia
del afio depende de la hora del dia. Las lecturas termométricas
(en grados centigrados) obtenidas a distintas horas se pueden
disponer como muestra la siguiente tabla:

TABLA 1

Horas H 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Temperaturas T |25 |30 | 35 | 32 |28 |26 |20 |18 |17,5

En esta tabla la 0 hora corresponde a las 12 meridiano.

La férmula
e = 5¢

da en metros la distancia o espacio recorrido por un cuerpo que
se mueve uniformemente con una velocidad de 5 metros por
segundo. Utilizando esta férmula se puede construir la siguiente
tabla que muestra las distancias recorridas por el cuerpo en
1 segundo, 2 segundos, 3 segundos, etc.

TABLA 2

Tiempo ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 91 10

Espacio e S |10 | 15| 20| 25 | 30 | 35| 40 | 45| 50
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Ademas de colocar algunos pares de valores correspondientes
en forma de cuadro o tabla, puede darse una idea mas intuitiva
de la naturaleza de la relacién que existe entre las magnitudes
consideradas, mediante un gréafico o dibujo geométrico. Hay distin-
tas maneras de obtener un grafico representativo. Trataremos
primero sobre el llamado sistema cartesiano de coordenadas

rectangulares.

La denominaciéon de cartesiano se ha adoptado en honor de Descartes,
filésofo y matematico francés, que fué el originador de este sistema en su
célebre ensayo “La Géométrie” (1637).

Un sistema de coordenadas rectangulares consiste en dos rectas
perpendiculares X’X é Y’Y sobre las cuales se establecen escalas
numéricas (véase § 11) con origen comln en el punto de intersec-
cién O de estas rectas. Por este motivo el punto O recibe el nombre
de origen del sistema.

La recta X’X se traza generalmente paralela al borde inferior
del papel y se le llama eje horizontal o eje de abscisas. A la recta
Y’Y se le llama eje vertical o eje de ordenadas.

La unidad de longitud que se adopta para el eje vertical
puede ser igual o distinta a la unidad adoptada para la escala
horizontal. En esta figura, la unidad de la escala vertical es la mi-
tad de la unidad escogida para el eje horizontal. En la figura

>
|
& 4
|
W+
|
NJ»—
I
—_—
=)
+
=
N -1+
+
w+
+
PN
+
(.5 =
+
[o 30 8
>

v’
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siguiente, se han tomado unidades iguales. Siempre se deben sena-
lar con claridad las unidades en las escalas correspondientes.

Es costumbre indicar con una flecha la parte positiva de cada
eje, es decir, la semirrecta cuyos puntos se ponen en correspon-
dencia con los nimeros reales positivos.

En un sistema de coordenadas, la posicion de cada punto del
plano queda determinada por sus distancias a los ejes. Esas
distancias se llaman coordenadas del punto. La distancia horizon-
tal se denomina abscisa del punto; y la distancia vertical, ordenada
del punto.

El punto P, cuya abscisa es x y cuya ordenada es y, se
designa por (x,y) o por P(x,y). Siempre se escribe primero el
namero que representa la abscisa, seguido del nimero que represen-
ta la ordenada.

Y
A(-3,4) 4
Ir x=-3
|
| >
| x
[ redng e RGN ) (p(x.y)
| (y=4) 2 |
P :
|
Ly
| A !
I |
|
" l e I ' . ) i 4
1 ] I L] Al A F § 1
~5 =4 BP-2 = 0 | 2 3 4 K

Segin la manera usual de orientar los ejes, si el punto queda
a la derecha del eje vertical su abscisa es positiva, si queda a la
izquierda, su abscisa es negativa; si el punto esta situado sobre el
mismo eje vertical, su abscisa es cero. Si el punto queda por arriba
del eje horizontal, su ordenada es positiva, si queda por debajo, su
ordenada es negativa; si el punto se halla sobre el mismo eje hori-
zontal, su ordenada es cero.

Asi, por ejemplo, el punto A(— 3, 4) en la figura anterior tiene
abscisa x = — 3 y ordenada y = 4.
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Se facilita el situar puntos determinados por sus coordenadas
con el uso del papel cuadriculado (o papel para graficos) que
se expende en el comercio. En la figura que sigue, construida sobre
papel cuadriculado, se han marcado los puntos siguientes:

A4, 1) B(— 2, 5)
C(— 4, —25) D(3, — 3)
E(5, 0) F(0, —2)
G(—3, 0) 0(0, 0).
Y
B
T
— B
L
A
G E
7 i S g
_aF
oC ﬁ
.

Puesto que de este modo a cada par ordenado de numeros
se le puede hacer corresponder un punto, podemos representar
graficamente por medio de puntos los pares de valores corres-
pondientes que aparecen en las tablas 1 y 2 (véase pag. 312).
De esta manera se obtiene una idea mas clara de la relacion o
dependencia que existe entre las magnitudes consideradas en
cada caso. Presentamos el grafico correspondiente a la tabla 1 y en
la figura siguiente el que corresponde a la tabla 2.
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Conectando los puntos obtenidos por medio de lineas (cuando
las magnitudes consideradas varian continuamente) se tiene una
visualizacion mas completa de la relaciéon que existe entre ellas.
Asi, por ejemplo, en la fig. que corresponde a la tabla 2 se nota que
todos los puntos obtenidos quedan en linea recta. Debido a esto se
dice que la relacién entre el tiempo y el espacio, definida por la
formula e := 5¢, es lineal. Mas adelante veremos la forma mas ge-
neral de una relacion lineal, es decir, de una relacién cuyo grafico
es una linea recta.

EJERCICIO 94.

En una hoja de papel ordinario o cuadriculado dibujar dos ejes rectan-
gulares y adoptando unidades convenientes marcar los siguientes puntos:

1°) (3, 5) 29) (—4, 2) 3°) (—5, —8)
4°) (—3,0) 59) (0, 2) 6°) (4,5, —1)
79) (—4, 4) 82) (3, V2) 99) (—3, —3)
10°) (0, 9) 11°) (5, —5) 129) (2,5, —5,5)
13°) (V3, —0,5) 14°) (0, 0) 15°) (6, 0)

16°) (8, 8) 17°) (— 14, 3,2) 18°) (—10, 0)
19°) (7, 7) 20°) (—4, —6) 21°) (—3, 12)

22?) Dibujar el triangulo cuyos vértices son (—3, —2), (1, 4) y
(—5, 0) y comprobar graficamente que es isosceles.

23°) Dibujar el triangulo cuyos vértices son (—1, 0), (4, 3) yv (—7,
10) y comprobar que tiene un angulo recto (utilicese el transportador).

249) Dibujar el cuadrilatero cuyos vértices son (1, 3), (—2, 2), (0, 5)
y (3, 6) y comprobar que es un paralelogramo.

25°) Comprobar que los puntos (5, 4), (9, 2), (8, 5) y (6, 1) forman
un cuadrado.

26°) Comprobar que los puntos (3, 2), (—1, 0) y (6, 3,5) estan en
linea recta.

27°) Comprobar graficamente que los puntos (5, —3), (4, —10),
(—3, —9) y (—2, 2) estan en una circunferencia cuyo centro es el
punto (1, — 6).
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28°) La siguiente tabla da en toneladas el peso maximo w que soporta
una columna de madera cuya seccion es un cuadrado de 6 pulgadas de lado,
para distintas longitudes ! (en pies):

1 6 8 |10 |12 | 14 16 | 18 | 20

w 18 |13 |12 |11 | 9,5 | 85 4 6

Construir un grafico que muestre la relacién entre I y w.

29°) En la ciudad de Marsella la temperatura promedio mensual en
grados Farenheit fué:

Mes En°.| Febo] Mar] Ab. | May. | Jun.| Jul. | Agte. |Sep®r®} Oct. |Novre,| Dic.

Temp.| 21°| 23°| 33°| 44°| 54° | 64° | 71°| 70°| 63° | 51°| 37° | 26°

Asignar un niimero de orden a cada mes (enero: 1, febrero: 2, marzo: 3,
etc.) y construir el grafico de la temperatura media segin los datos indicados.

30°) La Oficina de Estadisticas de Vida ha publicado la siguiente tabla
de vida probable para hombres y mujeres en los Estados Unidos:

Vida probable
Edad
Hombres Mujeres

0 65,5 71,0
20 49,0 53,8
40 30,7 35,0
45 26,5 30,5
50 22,4 26,2
55 18,8 22,0
60 15,4 18,1
65 124 14,4
70 9,8 11,2

Usando los mismos ejes de coordenadas, higase un gréfico de la vida

probable de los hombres, segin su edad, y otro, de la vida probable de
las mujeres.
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109. Constantes y variables.

Los simbolos numéricos que intervienen en toda discusién o
problema son de dos clases: constantes y variables.

Constantes son aquellos simbolos que conservan el mismo valor
en toda la discusién o problema. Las constantes se pueden clasi-
ficar en constantes propias y en constantes indeterminadas. Las
constantes propias, llamadas. también absolutas, son los nimeros

y los simbolos literales que representan un valor numérico fijo.
! 2
Ejemplos: 4, — 3, 5 .
Las constantes indeterminadas, llamadas también constantes
arbitrarias o parametros, son simbolos que representan valores
numeéricos ain no determinados o fijados en la cuestién que

se considera. Ejemplo: los coeficientes a y b en la ecuacién
ax+ b=20.

Variables son aquéllos simbolos que representan cualquier na-
mero de una clase o conjunto determinado, de tal suerte que
durante una misma discusién o problema pueden tomar cualquiera
de los valores de dicho conjunto. Por ejemplo, si en la expresién
2n 4+ 1, n representa un nUmero natural cualquiera, n es una
variable.

En la férmula C = 2nr que expresa la longitud C de la
circunferencia de radio r, 2 y n son constantes propias y r es
variable. En esta formula r puede representar cualquier nimero
real y positivo, es decir, cualquier nimero entero, fraccionario o
irracional positivo. La longitud de la circunferencia C es también
una variable.

110. Funciones.

Cuando dos variables estan relacionadas de tal manera que
a cada valor de una de ellas corresponde uno o mas valores de

la otra, se dice que la segunda variable depende o que es funcién
de la primera.

La primera variable se llama variable independiente, y la
segunda, variable dependiente.
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Ejemplos.

1. En la formula C = 2nr, a cada valor del radio r corres-
ponde un valor de C. La longitud de la circunferencia depende,
pues, de su radio, es decir, es funcién del radio.

2. En la Tabla 1 (pag. 303) a cada hora H corresponde
una temperatura determinada T. Por consiguiente, diremos que
la temperatura en un lugar es funciéon de la hora.

3. Si y=x* podemos considerar x como la variable inde-
pendiente. A cada valor que se asigne a x, corresponde un valor
bien determinado de y, que depende del valor asignado a x. Por
ejemplo, si x =2, y=8; si x=3, y =27, etc. De esta ma-
nera puede construirse la siguiente tabla de wvalores corres-
pondientes:

x 1 2 3 4 4,5 5

y 1 8 27 64 | 91.125 125

Cuando una variable es funcion de otra existe una correspon-
dencia entre los valores que ellas toman. Reciprocamente, toda
correspondencia entre dos series o conjuntos de valores sirve para
definir una funcién.

4. En la ecuacién 2x — 3y — 12 que relaciona las variables
x € y, se puede considerar x como la variable independiente y
entonces el valor de y queda determinado tan pronto se fija el
valor de x. Por ejemplo, si x = 3 resulta y = — 2. O, viceversa,
se puede considerar y como variable independiente y entonces el
valor de x depende del que se asigne a y. Si, por ejemplo, se
toma y —= 0, resulta como valor correspondiente x = 6. Esta
funcién se llama inversa de la considerada primeramente.

Despejando y en la ecuacién 2x — 3y = 12 tendriamos
2

=—x—4
A 4 33

que expresa, en forma explicita, y como funcién de x.

Page 329 of 479



www.opentor.com 321

Por otra parte, despejando x se obtendria

3
= — 6
X 2y+

que expresa a x en funcion de y.

El concepto de funcidr: es fundamental en algebra y en mu-
chas otras ramas de la matematica pura y aplicada.

Para indicar, en términos generales, que la variable y es fun-
cion de la variable x, se escribe:

y = f(x)
y se lee: “y es igual a funcion f de x”.

Si en una cuestion determinada f(x) se usa para representar
3x -+ 5, entonces la notacion f(2) se emplea para indicar el
valor que toma la funcion cuando x se sustituye por 2. En este
ejemplo tendriamos f(2) =3.2 + 5 =11. Analogamente,

£(3) =3.3-+5=14
f(—1)=3(—1)+45=2, etc.

En otra cuestion se puede poner f(x) == x* 6 f(x) = 1/x, de
modo que f(x) no representa en todos los casos la misma fun-
cion de x. Por otra parte, no siempre se usa f(x) para indicar
en general una funciéon. A veces se escribe F (x), h(x), P(x), etc.

Una variable puede también depender o ser funcién de dos
o mas variables independientes. Por ejemplo, el volumen de un
cilindro depende del radio de la base y de la altura del cilindro.
En este caso se escribe

V'=E(r; h)==xr:h-
Una funcion se puede definir por medio de una férmula o
ecuacion que ligue las variables; o por medio de una tabla de

valores correspondientes (como en el caso de las funciones fisicas
¢ empiricas); o graficamente.

EJERcCICIO 95.

1°) Expresar la distancia d (en kilometros) que recorre un automovil
que viaja a 60 km por hora en funcion del tiempo f (en horas).

29) Expresar el costo C (en pesos) de g galones de ogua destilada. Si
cada galdn cuesta 32 centavos.
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3°) Expresar el drea A de un cuadrado en funcién de su lado I.
4°) Expresar el area A de un circulo en funcién de su radio r.

59) Un taquigrafo escribe 120 palabras por minuto. Expresar la cantidad
de palabras P que escribe en funcién del niimero h de minutos que trabaja.

6°) En una competicién de tiro, cada participante hizo un solo centro,
que valia 100 puntos. Como por las aproximaciones se contaban sélo 5 puntos,
expresar la formula del puntaje P, en funcién del niimero n de aproximaciones
por competidor.

7°) Expresar el perimetro P de un rectingulo en funcién de su base b
y de su altura h.

8°) Expresar la altura A de un triangulo en funcion de su drea A y
de su base b.

9?) Expresar el interés simple que produce un capital de 100 000 § en fun-
cion del tanto por ciento mensual r y del tiempo # en afios.

10°) Expresar el perimetro P de un poligono regular en funcién del
lado I y del niimero de lados n.

11°) Dado f(x) =4x—1, hallar:

a) f(1), b) f(—1), c) £(0), d) £(2).
12°) Dado f(x) =5 —x, hallar:

a) £(3), b) £(—2), c) £(1), d) f(5).
13%) Dado f(x) = x?--1, hallar:

a) £(0), b) £f(1), c) £(2), d) £(a).
14°) Dado f(x) = 6/x, hallar:

a) £(2), b) £(3). c) f(—6), d) f(a).
159) Dado o) =— -, hailars

x4 2

a) £(@3), b) £(0), c) 1(1), d) f£(0,5).
16°) Dada la ecuacion 2x -4 y =8 expresar:

a) y en funcién de x; b) x en funciéon de y.

17°) Dada la ecuacién 4x — 2y =9 expresar:
a) y en funcién de x; b) x en funcion de y.

18°) Dada la ecuacion PV —k, expresar:
a) V en funcién de P; b) P en funcion de V.

19°) Dada la formula e = 10-4 5t, expresar ¢ en funcién de e.

20°) Dada la formula S =2pxrh, expresar i en funciéon de S y de r.
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111. Algunas funciones sencillas y sus graficos.

El método estudiado en § 108 para representar pares de valo-
res correspondientes mediante puntos del plano referidos a un
sistema de ejes rectangulares, puede aplicarse a cualquier funcién
y =f(x). A cada par de valores correspondientes (x,y) basta
asignarle el punto P cuya abscisa es x y cuya ordenada es y.
El conjunto de los puntos asi obtenidos constituye el grafico de
la funcion y = f(x).

Para ilustrar esto estudiaremos algunas funciones sencillas,
pero importantes, y sus graficos correspondientes.

Ejemplos.
1. y =kx (k constante 5= 0).

La funcién definida por esta ecuacién se llama proporciona-
lidad directa. Cuando y es el producto de x por una constante
se dice que y es proporcional a x, 0 mejor, que y es directamente
proporcional a x. La constante k se llama coeficiente de propor-
cionalidad. Cuando no se conoce el valor numérico de k se puede
determinar mediante un par (x, y) de valores correspondientes.
En particular, para x =1 resulta y =k, esto es: k es el valor
que toma la funciéon para x = 1.

Ejemplo. Se sabe que la fuerza F que hay que aplicar a un
muelle para estirarlo es proporcional al
desplazamiento x de la extremidad del
muelle. Si se necesita una fuerza de 20 1b
para estirar el muelle 1/2 pulgada, expre-
sar F en funcién de x.

Puesto que F es proporcional a x se
tiene:

[1] F = kx

1
Se sabe que para x:7, F=20,

luego

20=k.% de donde k=-40.
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Por tanto, introduciendo en [1] el valor hallado de k, resulta
F =40x.

El valor de la constante de proporcionalidad depende de las
unidades de medida utilizadas para determinar su valor. Si en
el ejemplo anterior la fuerza se midiese en kilogramos y la distan-
cia en centimetros, resultaria un valor distinto para la constante
de proporcionalidad.

Para construir el grafico de .y = kx consideremos el caso
especial

Yyir= 2%

y formemos la siguiente tabla de wvalores correspondientes:

x -2 0 1 3 5
y —4 0 2 6 10
!
104
64
2Jr
A s ' + 4+
...i ] 0 ] 2 4 5 6 X
— 4+

Dibujando los puntos representativos se observa que todos
quedan situados en una recta que pasa por el origen de coorde-
nadas.

k
2. e = (k constante 5= 0).

La funcion definida por esta férmula se llama proporciona-
lidad inversa. Cuando y es el cociente de una constante por x
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se dice que y es inversamente proporcional a x. La constante k
se llama coeficiente de proporcionalidad (inversa), y cuando no
es coaocida, puede determinarse, como en el caso anterior, me-
diante un par (x, y) de valores correspondientes. Por ejemplo,

si para x=2 es y=25, entonces k = xy = 10, y resulta
y= 10/x.

Para construir el grafico de y — k/x consideremos el caso
especial
y=—
x

y comencemos por construir la siguiente tabla de valores
correspondientes:

T
x -6 |—-3|—2 |—1(—05]|05 1 2 3|6

y -05|—1|—15|—3|—6|+6| 3 |15|1]05

Se nota que a medida que aumenta el valor absoluto de x
el valor absoluto de y disminuye. Y, viceversa, cuando el valor

v
64
4
2-
¥ Sp— T =
=L —4 -2 0 2 4 6 X
L —2
t — 4
+ -6
Y
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de x se toma cada vez mas proximo a cero la y aumenta (en
valor absoluto). La funcién no esta definida para x = 0.

Uniendo los puntos representativos se obtiene una curva que
se compone de dos ramas. Esta curva se llama hipérbola.

3. y=ax-+ b (a y b constantes).

Esta funcion se llama lineal. Se caracteriza por ser una ex-
presion de primer grado en x é y. La denominacién de lineal
tiene su origen en la representacién geométrica: y — ax + b es

la funcidon mas general que tiene por grafico una linea recta.
Para verlo, consideremos, por ejemplo, el caso de la funcién
B 5 G

He aqui una tabla de valores y el grafico correspondiente:

x y
0 =3
1 =~
2 1
3 3
4 5

Puesto que dos puntos determinan una recta, en lo sucesivo,
para construir el grafico de una funcion lineal, bastara localizar
graficamente dos cualesquiera de sus puntos. En la practica con-
vendréd que los puntos escogidos no estén muy proximos, pues
una recta queda tanto mejor dibujada cuanto mas separados estén
los puntos que la determinan. Es aconsejable servirse de un tercer
punto como medio de verificar la correccion de la recta obtenida.
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4. y=kxi

327

Cuando y depende de x de este modo, se dice que y es pro-

porcional al cuadrado de x.

los cuerpos en el vacio se tiene

1
= — gt*,
e 2g

Por ejemplo, en la caida libre de

es decir, el espacio e recorrido es proporcional al cuadrado del
tiempo ¢ que dura la caida; 1/2 g tiene un valor constante en
cada lugar de la tierra y vale aproximadamente 4,9 cuando el
tiempo se mide en segundos y el espacio recorrido en metros.

R R —p— e p————

Para construir el grafico de y — kx?

especial k¥ = — 05;

esto

es, la funcién

y= — 0,5x2.

consideremos el caso

Dando algunos valores a x y calculando los valores corres-
pondientes de y se obtiene la siguiente tabla:

e

-3

-2)] 0 2

—8

—45

—-2| 0 | -2

—45

Page 336 of 479



328 www.opentor.com

Con esta tabla se construye el grafico que muestra la figu-
ra. Uniendo los puntos obtenidos por medio de un trazo continuo
resulta una curva que se llama parabola.

EJERCICIO 96.

Construir el grafico de cada una de las funciones definidas por las ecua-
ciones siguientes:

1°) y=x 2°) y=—x
3°) y=05=x 4°) y=3x
1
50) y=—2x 6°) y:-?x
7°) y=10x 8°) y=—6=x
9°) y=x+42 10°) y=x-—3
11°) y=—x+41 12?) y=—x—2
13°) y=x-+5 14°) y=x—1
15°) y=2x+43 16°) y=3x—2
17°) y=05x—1 18°) y=—2x+41
19°) y=—3x+45 20°) y=4x—2
21°) 2x43y=6 22°) 3x+5y=8
23°) x—2y=4 24°) 4x—y=6
25°) 3x+4+y=9 26°) 2x+4y+1=0
1
27°) x—4y+3=0 28°%) y=—
x
2 4
29°) y = — 30°) y=—
x x
—1 -2
31°) y=—— Jer) " p=
x x
10 6
339) y= 34°) y=—
x x
3
35°) y= 36°) y=1=x2
x
37°) y=2x? 38°) y=—2x2
1
39°) y= -—sz 40°) x=23y?
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41°) Si y es directamente proporcional a x, y se tiene y = 10 para
x = 2, expresar y como funcion de x. Hallar el valor de y cuando x—=3.

42°) Si y es directamente proporcional a x, y se sabe que y =2
cuando x = 4, expresar y como funciéon de x, y hallar el valor de y para
Xi=0

43°) Si y es directamente proporcional a x, y para x =3 es y=12,
expresar y como funcion de x, y hallar el valor de y para x=235.

44°) En el movimiento uniforme el espacio recorrido e es directamente
proporcional al tiempo ¢ empleado en recorrerlo. En este caso al coeficiente
de proporcionalidad se le llama velocidad. Si para t = 2 s se tiene e = 20 m,
expresar e como funcion de ¢ y hallar e para ¢ = 10 s.

45°) La fuerza F necesaria para estirar un resorte fijo por un extremo
es directamente proporcional al desplazamiento x del extremo libre del
resorte. Si para x = 1cm se requiere F — 8 1b, hallar F, en funcion de x
y determinar el valor de F para x = 2cm.

46°) Si y es inversamente proporcional a x, y se sabe que y = 2 para
x=3, expresar y como funciéon de x y hallar el valor de y para x = 4.

47°) Si y es inversamente proporcional a x, y para x—= 2 es y = — 4,
expresar y como funcion de x, y hallar el valor de y para x=16.

48°) Segin la ley de Boyle, el volumen v que ocupa un gas a tlem-
peratura constante es inversamente proporcional a la presiéon p a que se
halla sometido. Si v = 100 ¢cm3 cuando p ='20kg por cm?, expresar v como
funcién de p y hallar el valor de v cuando p = 20 kg por cm?®.

499) EIl nimero N de vibraciones por segundo de una cuerda a tension
constante, es inversamente pronorcional a la longitud / de la cuerda. Si una
cuerda de 50 pulgadas de largo vibra 200 veces por segundo, expresar N
en funcion de I y hallar el nimero de vibraciones por segundo de una
cuerda analoga de 40 pulgadas de largo.

50°) Si y es proporcional al cuadrado de x, y sucede que para x=-5
es y = 50, expresar y como funcion de x, y determinar el valor de y para
x=3.

51°) Si y es proporcional al cuadrado de x, y se tiene que y =0,8
para x = 2, expresar y como funcion de x, y averiguar qué valor toma y
para x — 10.

52°) El area S de un cubo (hexaedro regular) es proporcional al cua-
drado de la arista x del cubo. Si para x =2cm es S =24cm®, expresar S
como funciéon de x y calcular S para x = 3 cm.

53°) Cuando una bola rueda por un plano inclinado, la distancia d que
recorre la bola en el tiempo ¢ es proporcional al cuadrado del tiempo.
Si para t=1,5s es d = 18 pies, expresar d en funcion del tiempo y hallar
la distancia recorrida en 2 segundos.

54°) Cuando y = k/x? se dice que y es inversamente proporcional al
cuadrado de x. Si para x =2 es y=0,3, determinar k y hallar el valor
de y para x = 4.
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55°) Si y es inversamente proporcional al cuadrado de x y se tiene
que y=0,1 para x= 10, expresar y en funcién de x. ¢Cuénto vale y
cuando x=15?

56°) La fuerza F con que se atraen dos imanes es inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia d entre ellos. Si para d=4cm es
F=04 g, expresar F en funcién de d y hallar la fuerza con que se atraen
cuando d = 3 cm.

57°) La resistencia eléctrica R de un alambre es inversamente propor-
cional al cuadrado de su didmetro D. Un alambre de 0,5cm de didmetro
tiene una resistencia de 3,2 ohmios. ¢Cuél seria su resistencia si su didmetro
se redujese a 0,4 cm?

58°) Si y es directamente proporcional a x, y para x=a es y=»b, y
para x=c es y=d, demostrar que

a C

b d

59°) Si y es inversamente proporcional a x, y para x=a es y=>0,
y para x=c es y=d, demostrar que

a d

b c

60°) Si z es inversamente proporcional a y, e y es inversamente pro-
porcional a x, ¢como depende z de x?

112. Variacién conjunta. Estudio de fa proporcionalidad entre los
elementos de una férmula.

En las aplicaciones se encuentra con frecuencia una variable
que es funcién de dos o mas variables independientes. En los
casos més sencillos esta funcién es de una de las formas siguientes:

1. u=5kxys

En este caso u es proporcional al producto xy. Se dice tam-
bién que u es directamente proporcional a x y a y. Esto real-
mente quiere decir: u es directamente proporcional a x, si y
permanece constante; y u es directamente proporcional a y,
si x permanece constante.

x
2 . u = k e
y
Aqui u es proporcional al cociente x/y. Para un valor fijo'
de y, u resulta directamente proporcional a x. Para un va-

lor fijo de x, u es inversamente proporcional a y.
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3. wu=kxy*

Aqui u es proporcional al producto xy?. Para un valor
fijo de y. u es directamente proporcional a x; para un valor fijo
de x, u es directamente proporcional al cuadrado de y.

X

4. u=%k%k _y_

z

En este caso u es proporcional al cociente xy/z. Para y y z
fijos. u es directamente proporcional a x; analogamente, para
x y z fijos, u es directamente proporcional a y. Para x e y fijos,
u es inversamente proporcional a z.

5. =

Este caso es analogo al anterior, con la variante de que para
x e y fijos u es inversamente proporcional al cuadrado de z.

Ejemplos.

L: 8 =2nch.

Esta formula expresa el area lateral de un cilindro cuya
base es un circulo de radio r y cuya altura es h. Dicha 4area

25r

oﬁ-—“s- ..’-O

es proporcional al producto rh, siendo 27 el coeficiente de pro-
porcionalidad. Cuando el radio de la base es constante, el area
es directamente proporcional & la altura; cuando la altura es
constante, el area es directamente proporcional al radio de
la base. |
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E

2: E=k R

Esta féormula expresa la intensidad I de la corriente eléc-
trica, en un circuito con corriente continua, en funcién de la
fuerza electromotriz E y de la resistencia R del circuito (ley de
Ohm). Cuando E se mide en voltios, R en ohmios e I en ampe-
rios, el coeficiente de proporcionalidad k vale 1. La férmula
nos dice que para R constante, I es directamente proporcional
a E y que, para E constante, I es. inversamente proporcional a
la resistencia R.

Generalmente se expresa la ley de Ohm diciendo que la inten-
sidad de la corriente es directamente proporcional a la fuerza
electromotriz e inversamente proporcional a la resistencia, pero
debe sobrentenderse que la proporcionalidad (directa o inversa)
existe con respecto a una variable (E 6 R) cuando se supone
constante la otra. Por ejemplo, si E y R se duplicasen a la vez,
I no sufriria cambio alguno.

1
v=_‘ ﬁho
3 3n

La férmula anterior expresa el volumen de un cono en fun-
cién del radio r de la base y de la altura h del cono. El volumen
es proporcional al producto r?h, siendo 1/3 n el coeficiente de
proporcionalidad. Cuando la altura es constante, el volumen es
directamente proporcional al cuadrado del radio de la base;
cuando el radio r es constante, el volumen es directamente pro-
porcional a la altura.

4. szkhl—d.

Esta formula expresa que el cuadrado de la velocidad del
agua que corre por una tuberia de longitud [ es directamente
proporcional al producto de la altura h de la columna de agua
que produce la corriente y del didmetro d de la tuberia, cuando
I es constante; y si h y d son constantes, entonces expresa que
v? es inversamente proporcional a la longitud I de la tuberia.

mm’

5. F=k———.
r2

La férmula anterior sintetiza la famosa ley de Newton o de
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la gravitacién universal. Expresa que la fuerza F con que se
atraen dos cuerpos de masas m y m’ es directamente proporcional
al producto de dichas masas, para una distancia r fija; y que para
masas constantes, F es inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia r.

Notese que cuando la expresién algebraica de una férmula
es una fraccion, existe proporcionalidad directa con respecto a
cada uno de los factores del numerador, suponiendo constantes
los demas elementos que intervienen en la férmula; y que existe
proporcionalidad inversa con respecto a cada uno de los factores
del denominador, suponiendo también constantes todos los demas
elementos.

Por ejemplo, si

Ns
tr

E=k

’

E sera directamente proporcional a s, suponiendo N, ¢t y r
constantes, ya que se puede escribir

| DF— s=Kks,

tr

habiendo puesto k' —= kN/tr. Analogamente, E es, v. gr., inver-
samente proporcional a r, suponiendo fijos los valores de las
otras letras, pues se tiene

kKNs 1 K’

t r r

) M

en donde ahora es kK — kNs/t.

Si, en vez de factores en el numerador o denominador, apa-
recen en la férmula sumandos, no hay entonces proporcionalidad
con respecto a cada uno de los términos de la suma; la funcién
es ahora de un tipo mas complicado. Por ejemplo, si

kv
v+ v
u no es ni directa ni inversamente proporcional a v cuando Vv’

es constante. Tampoco es u inversamente proporcional a v’
cuando v es constante. Lo Unico que podriamos decir en este

u —
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caso es que si v 4+ v/ se mantiene constante, entonces u es pro-

porcional a v; y que si v se mantiene constante, entonces u es
inversamente proporcional a la suma v + v/.

EJERCICIO 97.

Escribir una férmula que exprese la relaciéon funcional que se indica en
cada uno de los enunciados siguientes. Para evitar repeticiones sobrenten-
deremos que al hablar de proporcionalidad con respecto a una variable las
otras siempre quedan fijas. Usese en el resultado k como constante de
proporcionalidad, excepto en los problemas en que se pide determinar su valor.

1°) F es directamente proporcional a L y a r.

2°) R es directamente proporcional a M e inversamente proporcional
a S.

39) V es directamente proporcional a r? y también directamente pro-
porcional a h. Si para r=1, h=2 es V=275, determinar k.

4°) V es directamente proporcional a x, a y, y a z. Determinar k
sabiendo que V=6 para x=1, y=2, z=3.

59) f es directamente proporcional a p y a g e inversamente propor-
cional a r.

6°) f es directamente proporcional a p y a g e inversamente propor-
cional al cuadrado de r.

7°) u es directamente proporcional a x y al cubo de y.

8°) R es directamente proporcional al cuadrado de u e inversamente
proporcional a wv.

9°) R es directamente proporcional a la raiz cuadrada de x e inver-
samente proporcional al producto yz.

10°) H es directamente proporcional al cuadrado de x e inversamente
proporcional al cubo de r.

11°) La potencia resolutiva r de una lente* es directamente propor-
cional a la longitud de onda L. de la luz e inversamente proporcional al
diametro d de la lente.

12°) La resistencia R de un hilo eléctrico a temperatura constante es
directamente proporcional a su longitud I e inversamente proporcional al
cuadrado de su didmetro d.

13°) La fuerza F del viento sobre la vela de un barco, en angulo recto
con la direccion del viento, es directamente proporcional al drea A de la
superficie de la vela y al cuadrado de la velocidad v del viento.

* Para escribir la férmula correspondiente no es necesario que los alumnos entiendan la
terminologia fisica utilizada. Estos ejemplos se ponen para que pueda apreciarse la utilidad
del Algebra en Fisica y porque, sin duda, contribuyen a despertar el interés por el estudio
de cursos posteriores.
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14°) El volumen v de un gas es directamente proporcional a su tem-
peratura absoluta T (temperatura centigrada -+ 273°) e inversamente pro-
porcional a la presion p a que se halla sometido.

15°) La presion p de un gas a volumen constante es proporcional a
su densidad D y a su temperatura absoluta T.

16°) La potencia H que un eje puede trasmitir es directamente propor-
cional a la velocidad v de rotaciéon del eje y al cubo de su didmetro d.

17°) La presion total P del agua sobre el fondo de un tanque es direc-
tamente proporcional al area A del fondo y a la profundidad h del agua.
Cuando el fondo tiene 1 pie cuadrado y la profundidad es de 1 pie, la
presion es de 62,4 libras. Hallar la presién sobre el fondo de un tanque
lleno de agua que tiene 10 pies? de fondo y 6 pies de altura.

18°) La cantidad de iluminacion I que se recibe de una luz es directa-
mente proporcional al nmero de bujias ¢ e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia d entre la luz y la superficie iluminada.

199) La fuerza F que se necesita para mantener el movimiento circular
de un objeto es directamente proporcional al cuadrado de la velocidad y
e inversamente proporcional al radio r de la trayectoria. Si la fuerza es
81 cuando v=6 y r=4, hallar la fuerza cuando v=10 y r=3.

20?) El peso maximo P que puede soportar una viga suspendida por
ambos extremos es directamente proporcional a su anchura a y al cuadrado
de su altura b, e inversamente proporcional a la distancia L entre los
puntos de apoyo.

Estudiar la proporcionalidad en las siguientes férmulas expresando en
lenguaje ordinario el tipo de variacién correspondiente:

219) i crt 229) kT
I= R—
100 B v
v
23°) S =nré 24°) H=k—
T
wT
25°) A = yab 26°) V=k—
P
1
27°) V=—3—Bh 28°) A=2xr(h+r)
kv? kA
299) x=—= 30°) a=—
t r3
31°) S=xp(R+1)g 32°) P =kv3A
NO kL*
33°) E=k 34°) D=
t2 bd®
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1
35°) P=kRI? 36°) T3=4:;2—‘-
— abl3
37°) P=kVzy 38°) Q=k
399) Vv ey 40°) D wit
T utv4w - 8EI

113. Graficos estadisticos.

En las paginas de periédicos, revistas y libros, en exposicio-
nes y quizas en programas de television, el alumno habra visto
muchos graficos como los que se presentan en las paginas que
siguen. Estos graficos son generalmente faciles de comprender
e interpretar, y representan ciertos hechos o datos en una forma
mas vivida y concisa que la que podria ofrecer una tabla o cua-
dro de numeros. Es interesante saber construir estos graficos,
pues constituyen un medio de expresién 1til con el cual podemos
transmitir, en forma clara y suficientemente precisa, ideas, datos
e informaciones a grandes nucleos de personas. Por otra parte,
estudiando cémo estos graficos se construyen se aprende a inter-
pretarlos cabalmente.

113-1. Graficos de lineas.

Ya hemos dado algunos ejemplos de este tipo de grafico al
comienzo del presente capitulo (véanse las figs. de pag. 316). Se
construyen utilizando un sistema de coordenadas para representar
oor puntos los datos de que se disponga, conectando después
3stos puntos por medio de una linea curva o poligonal. A veces
istos graficos se construyen mecanicamente mediante aparatos
ispeciales (termografos, barégrafos, etc.).

Ejemplo. La siguiente tabla da la distancia minima D (en
ies) que recorre un automoévil que se mueve a una velocidad V
‘en millas por hora), después que se aplican los frenos en carre-
era seca, horizontal y con pavimento de concreto.

10 20 30 40 50 60

D S 19 43 77 120 172
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En la figura se presenta el grafico correspondiente. Este
grafico muestra inmediatamente que D no es proporcional a V,
ni es tampoco una funcién lineal de V (véase § 111, ej. 3). El gra-
fico nos permite también saber aproximadamente la distancia que
recorrera el automovil después de aplicados los frenos, cuando

< A0
of
§, 2001
w
8 _____________________
- |
2 2, 450 !
L8 ' .9
Z 5 :- ---------------------- g :
e QN & kot B e et n &
(] | | 1
74 S0 I » Vo
g e | | ! |
- 1 | | |
v Tkl el s Ao N I : furl
o e v + ; — wl -
0 10 20 30 40 50 60 v
VELOCIDAD CUANDO SE APLICAN LOS FRENOS
(en millas por hora)

Distancias minimas para detener un automdévil
cuando se aplican los frenos.

marcha a una velocidad intermedia, por ejemplo, 55 millas por
hora. Basta para ello medir la longitud de la ordenada correspon-
diente (en la figura se ha marcado con linea de puntos). Asi se
encuentra D — 145 pies para V = 55 millas por hora. Este pro-
ceso se llama interpolacion.

EJERCICIO 98.

Para cada uno de los siguientes ejemplos escoger escalas convenientes y
representar los datos que se proporcionan en las respectivas tablas. Unir los
puntos obtenidos mediante una curva continua o poligonal de trazos (segin
que las magnitudes representadas sean continuas o discontinuas). Utilicese
el eje horizontal para representar los datos que se dan en la primera columna
de cada tabla. Cada eje debe tener un letrero explicativo y el grafico debe
llevar un titulo apropiado.

i9) La tabla 1 da la presion P, en milimetros de mercurio, del vapor
de agua saturado a varias temperaturas f en grados centigrados. ¢Cual sera
aproximadamente la presién a 15°C?
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TABLA 1 TABLA 2 TABLA 3
t P h d F P
— 20 0,78 0,0 | ,00122 1948 | 53,6
— 10 1,95 0,5 |,00112 1950 | 48,4
0 4,58 1,0 | ,00104 1952 | 65,2
10 9,21 1,5 | ,00095 1954 | 46.8
20 | 17,54 2,0 | ,00088 1956 | 544
30 | 31,82 2,5 | ,00080 1957 | 46,2
40 | 55,32 3,0 | ,00074
50 | 92,50 3,5 | ,00067
4,0 | ,00061

2°) La tabla 2 presenta la relacién entre la altura A en millas sobre
el nivel del mar y la densidad d de la atmésfera en gramos por cm?®.

39) La tabla 3 presenta en distintas fechas la produccion P de trigo en
Ameérica, en millones de toneladas.

4°) En la tabla 4 se da en distintas fechas la produccion total T de
camiones y automoviles en el mundo, en millones de unidades.

5°) En la tabla 5 se dan los pesos maximos, M, en toneladas que
puede soportar sin romperse una soga de diametro D (en pulgadas). ¢Queé
diametro aproximado habra de tener la soga para aguantar 4 toneladas?

TABLA 4 TABLA S
F T D M
1938 | 6,63 0,25 | 0,21
1948 | 10,48 0,50 | 1,03
1950 | 9,35 0,75 | 2,10
1951 | 9,35 1,00 | 3,60
1952 | 8,22 1,25 | 5,25
1953 | 10,39 1,50 | 7,50
1954 | 10,21 1,75 | 10,25
1955 | 13,58 2,00 | 13,50
1956 | 11,54

1957 | 12,35

113-2. Gréficos de barras.

Los graficos de barras vienen siendo una modificacion de los
graficos de coordenadas en los cuales se marcan claramente las
longitudes de las ordenadas (o de las abscisas) mediante barras
gruesas o rectangulos de igual anchura y longitud proporcional a
la magnitud que se desea representar. Las barras pueden dispo-
nerse horizontal o verticalmente, segin convenga. Los graficos
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de barras son especialmente utiles cuando .e desea comparar dos
o mas series de cantidades que dependen de una misma variable,
para lo cual se usan rectangulos coloreadns de distinto modo
(por ejemplo, en blanco y negro).

Ejemplos.

1. La tabla siguiente presenta el resultado de un examen
de Matematica en un grupo de 60 alumnos. El examen se com-
ponia de 10 problemas. En la primera linea del cuadro se indica
el nimero de respuestas correctas obtenidas (o calificacion sobre
10), y en la segunda linea el nimero de los alumnos que obtu-
vieron una calificacion determinada. Asi, por ejemplo, hubo 10
alumnos que resolvieron bien 7 problemas cada uno.

Calificacidon 213 1'% 15 6 718]9]10

Numero de alumnos 11 4| 6|8 |12 10| 9| 7 3

Con estos datos se ha construido este grafico de barras:

12

10

NUMERO DE ALUMNOS

2 3 4 9 6 7 8 9 10
CALIFICACION

Distribucion de los alumnos de un grupo escolar segun las calificaciones
obtenidas en un examen.
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El grafico muestra claramente que hubo pocos alumnos que
obtuvieron calificacion muy baja o muy alta. La calificacion pro-
medio de la clase es 6,4. Se ve que los grupos mas numerosos
estan en las clases 6 y 7, es decir, son de clase promedio. Este
tipo de “distribucion” se encuentra en muchos graficos estadisticos.

2. La figura siguiente presenta en forma de grafico de barras
horizontal los datos de la tabla de la pag. 336 referentes a la distan-
cia que recorre un automovil después que se le aplican los frenos.
Se nota que en esta forma el grafico resulta méas expresivo dada
la naturaleza del asunto que trata de representarse. Contribuye

a hacerlo mas vivido la silueta de un automoévil que se ha agre-
gado al final de cada barra.

VELCCIDAD (En millas por here

20 40 60 80 100 120 140 160 18C
DISTANCIA  (En pies)

Distancias minimas para detener un automévil
cuando se aplican los frenos.

3. En la figura siguiente se ofrece un grafico de barras compara-
tivo en el cual se presenta la distribucién por grados de los alum-
nos de una escuela. Dentro de cada grado se indica el néimero
de nifos por medio de una barra en negro y el niimero de nifias
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por medio de una barra en blanco. Se observa que el nimero
de alumnos disminuye rapidamente en los grados sucesivos y que
el nimero de ninos, que en el primer grado supera al de nifas,
en los grados posteriores es menor que el niimero de nifas, siendo
la diferencia mas notable en los grados superiores.

B vARONES

(I NINAS

60H
S04
404
304
204
10H

NUMEROS DE ALUMNOS

L i 2" 3 4 5 6 7 8" | GRADOS

Distribucion de los alumnos de una escuela
por grados y por sexo.

EJERCICIO 99.

Construir un grafico de barras en cada uno de los siguientes casos:

1°) En un examen final de Historia la distribucién de los alumnos segin
la calificacion obtenida fue la siguiente:

Calificacion A B 8 D E F

NiGmero de alumnos 5 8 11 10 7 4

La calificacion A equivale a sobresaliente (de 90 a 100), B equivale a
notable (de 80 a 89,9) etc.

2°) En un instituto dé segunda ensefianza la distribucién de alumnos
por cursos es la siguiente:

Cursos 1° 2° 3° 4° 5°

Numero de alumnos | 210 140 90 50 36
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3°) Distancias que, a distintas velocidades, recorre un automoévil durante
el “tiempo de reaccién”, esto es, durante el tiempo que transcurre entre el
momento en que se ve un peligro y el momento en que se aplican los frenos.

Velocidad (en km/h) 20 | 30 | 40 50 | 60 | 70 | 80

Distancia (en metros) 4,16| 6,25| 833|104 | 12,5]| 14,6 | 16,6

4°) Produccién de azlicar de cana, por principales paises, en 1956, en
toneladas:

Cuba 5200000 Filipinas 1100 000

India 4 400 000 Puerto Rico 1 060 000

Brasil 2 100 000 Hawai 1 035000

Australia 1350 000 Meéxico 1 000 000

Pakistan 1 300 000 Argentina 750 000
Total mundial 25.000.000

5°) La tabla siguiente da la cantidad de estaciones de televisién y la
de receptores que hay en uso en los paises indicados, segQin estimacion de las
Naciones Unidas para esos anos. La interrogacion indicai que no hay cifra para
ese ano. Representar esos datos mediante un grafico de barras, doble.

1955 1956 1957
E. U. 482 36900 000 511 42000000 544 47 000000
Reino Unido 16 5400000 19 6570000 24 7761000
Italia 15 ? 64 ? 173 674 000
Alemania Occ. 68 ? 63 ? 75 1200000
Canada 26 ? 33 ? 40 2730000
Francia 11 ? 16 ? 25 683 000
Cuba 23 ? 23 ? 23 300 000
Japén 7 ? 15 ? 24 650 000
Meéxico 12 ? 12 ? 12 300 000
Colombia 4 ? 7 ? 8 100 000
Brasil 4 ? 4 ? 6 100 000
Suiza 3 ? 4 ? 6 31000

113-3. Graficos circulares.

Los gréaficos circulares son utiles cuando se quiere representar
el tamano relativo de las partes en que se subdivide un todo.
Para esto se hace corresponder a cada parte un sector circular
cuya abertura sea proporcional a dicha parte, de tal manera que
el todo quede representado por el circulo completo, en la forma
que se explica detalladamente en el ejemplo siguiente:
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Ejemplo. Una familia tiene una entrada anual de 60000 §, la
cual distribuye como sigue:

Alquiler de casa 12000 § Otros gastos 8000 $
Comida 18 000 ,, Imprevistos 5500 ,,
Ropa 7500 ,, Ahorro 9000 ,,

Para representar, mediante un grafico circular, la distribucién
anterior del presupuesto familiar, comenzaremos por calcular los
porcentajes respectivos, es decir, averiguaremos qué tanto por
ciento es 12000 & de 60000 S, qué tanto por ciento es 18000 $
de 60000 $, etc. De este modo se obtiene:

Alquiler ;zggg — % —20 9%
18 000 3

i 60000 W18~ /%

e 670500000 = 5 =1s%

Otros gastos 680(:)%00 == 12 i 13,3 %

Imprevistos 650500000 = 11210 =: 9,2%
9000 3

Ahorro T e e 15 %

100,0 %

La circunferencia tiene 360°; el 1% de 360° es 3,6°. Mul-
tiplicando el tanto por ciento de cada parte por 3,6 se obtiene el
nimero de grados del sector circular que le corresponde. Asi
resulta:

Alquiler 20 X 36 = 172"
Comida 30 X 3,6 = 108°
Ropa 12,5 X 3,6 = 45°
Otros gastos 13,3 X 3,6 = 48°
Imprevistos 02 ¥.36= 33°
Ahorro 15 X 3,6 = 54°

360°
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Con un radio conveniente se traza una circunferencia y con
ayuda de un semicirculo graduado se marcan las aberturas de
los diversos sectores. Finalmente, sobre cada sector se pone un
letrero que indique claramente qué es lo que el sector representa.
Se debe también poner al grafico un titulo general apropiado.

AFHORRO

IMPREVISTOS

Distribucion del presupuesto de una familia.
EJErcicIo 100.
Construir un grifico circular para cada uno de los siguientes casos:

1°) Durante el mes de septiembre el Observatorio Nacional registrd
10 dias de lluvia, 8 dias nublados y 12 dias de buen tiempo con cielo
despejado.

2?%) Una familia con ingresos de 10000 § distribuye su presupuesto en
Ja forma siguiente:

Alquiler 1800 § Otros gastos 1500 3
Comida 25005, Viajes 600 ,,
Ropa 2000 ,, Imprevistos 600 ,,
Ahorro 1000 ,,
3°) Un estudiante distribuye su tiempo segun el horario siguiente:
1
Instituto b horas Deportes 2 i horas
Comidas 2 P Estudio 3 %
1
Transporte 1 " Descanso 9-2— "
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4°) Cuando se paga 15 $ por cierto objeto se puede calcular que esta can-
tidad se distribuye como sigue:

Materia prima 6,00 $
Manufactura 3,00 ,,
Gastos del dept. de ventas 4,50 ,,
Ganancia liquida 1,50 ,,

59) Principales flotas mercantes, por la cantidad de buques que poseen
los siguientes paises:

Comunidad Britanica 7400 Holanda 1 600
Estados Unidos 4 000 Espafia 1200
Noruega 1900 Francia 1100
Alemania 1 800 Rusia 1100
Japon 1600 Suecia 1100

6?) Distribucién de la poblacion de los continentes, por millones de
habitantes:

Asia 1540 Africa 220
Europa 560 Sudamérica 130
Norteameérica 240 Oceania 16

7°) Hacer dos gréficos, uno de importaciones y otro de exportaciones
del Canadd en su comercio con los paises iberoamericanos, de acuerdo con
los siguientes datos que expresan el porcentaje de cada una de estas
operaciones:

PAfs IMPORTACIONES EXPORTACIONES
Argentina 0,59 0,45
Brasil 0,68 0,48
Cuba 0,36 s
Méjico 0,36 0,32
Venezuela 0,56 -

89) Distribucion de la poblacion cubana por razas, segin el censo
de 1953:

Blanca 4 243 996 Mestiza 843 105
Negra 725 311 Amarilla 16 657

113-4. Graficos pictoricos o pictografias.

En los graficos pictéricos o de figuras se utilizan dibujos con-
vencionales (esquemas, siluetas, etc.) para representar cierto
nimero de unidades de la magnitud que se considere. La canti-
dad que se ha de representar se indica entonces mediante la
repeticién de la figura cierto nimero de veces; una parte de
la figura se puede utilizar para indicar fracciones de la unidad
escogida. A veces se emplean figuras de distinto tamano, pro-
porcionado a las cantidades que se deseen representar.
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- Ejemplo. La figura que sigue es una pictografia que muestra el
desarrollo de la poblacién de un pais de América. En este grafico
cada hombrecito representa 500 000 habitantes.

¢Cual era aproximadamente la poblacion de ese pais en 1841?
¢Y en 1910?

1827

1841 f ;
1876 it
19210

1931

1943

1953

EJERCICIO 101.

1°) Utilizando el signo de peso $ para representar mil millones de
dolares, construir un grafico pictérico de los gastos del gobierno de los Esta-
dos Unidos, de acuerdo con los datos siguientes:

1910 700 millones
1922 3800 -
1930 4 000 -
1935 7 400 &
1940 9 200 s
1945 98 700 1
1950 40 200 o
1955 75 600 5
1959 97 100 s
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29) Representando con el dibujo de un libro cada millar, y otro de
menor tamano cada centena, realizar un grafico de la publicacién de obras
habida en 1957 en los siguientes paises:

Canada 2 400 E. U. 13 140
Cuba 450 Argentina 2 600

EJERcICIO 102 (REPASO).

1°) La base de un rectiangulo es el doble de la altura. Si la altura tiene
X metros, expresar el drea A en funcion. de x.

2°) La altura de un cilindro es dos veces el didametro de la base.
Expresar el volumen del cilindro en funcién del radio r de la base.

39) Si el trabajo de linotipo cuesta 80 pesos e imprimir cada ejemplar
de un folleto cuesta 8 centavos, expresar en pesos el costo total C de x
ejemplares.

4°) En cierto pais la carrera de un taximetro cuesta 30 centavos el
primer kilometro y después 20 centavos por cada kilémetro adicional. Expre-
sar en centavos el costo C del viaje en funcion del numero x de kilometros
recorridos.

5°) Se tiene una pieza de carton rectangular de 30 cm de largo por
20 cm de ancho. De cada esquina se corta un cuadrado de x cm de lado y
se dobla el carton para formar una caja de x cm de altura. Expresar el volu-
men de la caja en funcién de x.

6°) Dado f(x) =5x—3, hallar:

a) f(4) b) f(—2) c) f£f(0)
7°) Dado f(x) =2x?+43x—1, hallar:
a) f(—1) b) £ (0) c) £(2)
80) Dado £~ . hallar:
X —2
a) f(3) b) f(—2) c) f(a)

9°) Dado f(x) = ax-+4+3, hallar a si f(2)=7.

10°) Dada la ecuacion 3x —y — 2, expresar:
a) y en funcién de x; b) x en funcion de y.

11°) Dada la ecuacion xy + 2 — 0, expresar:

a) y en funcién de x; b) x en funciéon de y.
12°) Dada la ecuacién xy+x—y—3=0, expresar:
' a) y en funcion de x; b) x en funcion de y.
13?) Dibujar ejes de coordenadas y marcar los siguientes puntos:

a) (=3, 5) b) (5, —3)

c) (4.1) d) (=2, —6)
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14°) Dibujar ejes de coordenadas y marcar los siguientes puntos:
8) (415v 151 l) b) (ov = 1’5)
c) (24, —2) d) (—=V2,0)
15°) Comprobar que los siguientes puntos estan sobre una misma recta:

(-3, —4), (1, 0), (3, 2), (7, 6). Hallar graficamente las coordena-
das de otros dos puntos de esta recta.

16°) Comprobar graficamente que los puntos (1, 7), (=5, —1) y
(1, —9) son vértices de un triangulo isdsceles.

17°) Comprobar graficamente que los puntos (3, 1), (4, —2) y 13, 1)
son veértices de un triangulo rectangulo.

18°) Comprobar graficamente que los puntos (i, 2), (5, 3), (7, —35)
y (3, —6) son vértices de un paralelogr:;no.

19°) Construir el grafico de la funci(?n dada por la tabla de valores
siguiente: {

x -3 |=-2]-1 073 ) i) ke 3

y 12 6 2 0 |—25|0 2 6

20°) La siguiente tabla da los pesos de una criatura durante los prime-
ros meses de vida:

Edad (meses) 0 1 2 3 4 5 6 8 10 | 12

Peso (libras) 85 93 |11,0|13,2 |155 18,5 |204 [23,0 |24,0 | 24"

Representar graficamente la variacion de su peso con la edad.

Construir el grafico de las funciones siguientes:

21°) y=x+43 22°) y=—x+4+2
23°) . y=0,1x 24°) y=2x—5
25°) y=—2x+43 26°) x=y—4
27°) x+2y=6 28°) 3x—y=17
9

29°) y—x=38 30°) F=?C+32

5 8
31°) y=— 32°) y=—

x x
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—6 1
339) y= 34°) y=—+2
x x
35°) y=3x? 36°) y—=—2x2
37°) x=y° 38°) x—=——0,5y2
39°) y==x*+4x 40°) y==x*—5

41°) Si y es directamente proporcional a x y para x=3 es y=1,
expresar ¥y como funcion de x. Hallar el valor de y para x=12.

42°) Si y es directamente proporcional a x y para x—=4 es y=—6,
expresar y como funcion de x. Hallar el valor de y para x = — 3.

43°) La fuerza F necesaria para estirar un muelle es proporcional al
estiramiento x. Para x=2 cm se necesita F =05 lb. Expresar F en
funcion de x y hallar el valor de F cuando' x=3 cm.

44°) y es inversamente proporcional a x. Para x=20 es y = 5. Expre-
sar y en funcion x. Determinar el valor de y cuando x=4.

459) u es inversamente proporcional a z. Para z=4,5 es u=—10.
Expresar u en funcion de z. Hallar u para z=209.

46°) Si PW es constante y si P =30 cuando W =6, ¢cual es el valor
de P para W=127?

479) Cuando el voltaje es constante la intensidad de la corriente I es
inversamente proporcional a la resistencia R del circuito. Si la corriente es
de 4 amperios cuando la resistencia es de 80 ohmios, expresar I en fun-
cion de R. Hallar I cuando R = 100 ohmios.

48°) y es proporcional al cuadrado de x y se sabe que y =72 para
x =3. Expresar y en funciéon de x. Hallar y para x =4.

49°9) EIl consumo C de carbén de una locomotora (en toneladas por hora)
es directamente proporcional al cuadrado de la velocidad v (en km por hora).
Se necesitan 4 toneladas por hora para mantener una velocidad de 50 km
por hora. Expresar C en funcién de v. ¢Cuédnto es el consumo cuando
v=40 km/h?

50°) y es inversamente proporcional al cuadrado de x y se sabe que
para x=2 es y—=>5. Exnvasar y en funcién de x y hallar el wvalor de

y para x = 4.

51°) La intensidad de iluminacion sobre una superficie es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre el foco de luz y la superficie.
Si la iluminacién que recibe el papel sobre el cual escribo es de 80 bujias
cuando la luz se encuentra a una distancia de 200 cm, ¢cual sera la ilumi-
nacién cuando la luz se encuentre a una distancia de 100 cm?

529) Si u es directamente proporcional a y e y es inversamente pro-
porcional a x, ¢como depende u de x?

Escribir una férmula que exprese la relacion funcional que se indica en
cada uno de los enunciados siguientes (n° 53 a 60):
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53°) Z es directamente proporcional a u e inversamente proporcional
a h.

54°) S es directamente proporcional a r y a §g.

55°) V es directamente proporcional a r2 y a h. Para r=2, h=3
es V=4r.

56°) F es directamente proporcional a m y a I e inversamente propor-
cional a r.

57°) G es directamente proporcional a L e inversamente proporcional
a v2,

58°) H es directamente proporcional a m y al cubo de ¢.

599) P es directamente proporcional a la raiz cuadrada de u e inversa-
mente proporcional a v.

60°) Q es directamente proporcional a ux e inversamente proporcional
a yz.

61°) La superficie de pared que se va levantando en una obra es direc-
tamente proporcional al niimero de obreros y al nlimero de dias que trabajan.
Si hicieron 720 m?2 de pared, trabajando 10 obreros, durante 9 dias, ¢qué
superficie levantaran 12 obreros, en 8 dias?

62°) La presion del viento sobre una valla anunciadora es directamente
proporcional al area de la valla y al cuadrado de la velocidad del viento.
Cuando el viento es de 24 km/h la presién sobre 1 pie cuadrado es de 1 libra.

Calcular la presién sobre una valla de 20 pies cuadrados cuando la velocidad
del viento es de 30 km/h.

63°) La intensidad de la gravedad en la superficie de un planeta es
directamente proporcional a su masa e inversamente proporcional al cuadrado
de su radio. Sabiendo que la masa de Saturno es aproximadamente 93 veces
la de la Tierra, y que la intensidad de la gravedad en su superficie es 8/7

de la de la Tierra, hallar la longitud del radio de Saturno tomando el
radio de la Tierra como unidad.

Estudiar la proporcionalidad en las siguientes formulas:

kT
64°) A=2xrh 65°) v—=—o0r
P
wT !
669) P=k— 679) F=k—2
v 2
68°) S=qxr(r+28) 69°) T2=kad
1 Pls 5WI‘
70°) = e—— 71°) D= —
3 EI 384E1

72°) EIl peso promedio de los varones para edades comprendidas entre 6 y
15 afios se ofrece en libras en la siguiente tabla:
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Edad 6 7 8 9110 | 11 |12 |13 | 14 15

Peso | 50 | 53 | 57 | 62 | 67 | 72 | 78 | 85 | 93 | 105

Construir el grafico lineal correspondiente.

73°) La siguiente tabla presenta la produccién francesa y la produccién
alemana de aviones de primera clase entre los anos 1934 y 1939. Hacer un
grafico comparativo construyendo las graficas lineales correspondientes.

ANO FRANCIA ALEMANIA
1934 1300 900
1935 1200 1800
1936 740 2 500
1937 1000 2 600
1938 1200 3250
1939 1450 4 600

74°) Construir un grafico de barras que represente los siguientes datos
relativos al numero de accidentes automovilisticos ocurridos en una ciudad
a distintas horas del dia:

NUMERO DE

HORA ACCIDENTES
6 a.m. 30
12 m. 80
6 p.m. 125
12 p.m. 50

75°) Algunos paises latinoamericanos exportan principalmente un solo
producto. Ilustrar mediante un grafico de barras cuanto representa, con
respecto al total de sus exportaciones, el producto indicado para cada pais,
seglin las cifras siguientes:

Venezuela petroleo 94 %
El Salvador cafe 86 %
Colombia café 84 %
Cuba azucar 80 %
Panama bananas 76 %
Bolivia estano 60 %
Brasil café 59 %
Chile cobre 58 %

76°) Construir un grafico circular para ilustrar la siguiente distribucién
de los principales idiomas segiin el nimero de personas que los hablan:

chino 500 millones aleméan 100 millones
inglés 260 o portugués 75 i
ruso 200 = francés 70 s
indo 180 " italiano 50 ”
espanol 160 = otros 1105 -
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77°) Segiin los censos agricolas la distribucién del ganado porcino en 1956
era como sigue, en millones de cabezas:

China 90 Polonia 10
Rusia 51 México 8
E. U. 50 Francia 7
Brasil 35 Argentina 4
Alemania 15

Utilizar la silueta de un cerdo en tres tamafios para representar 10 mi-
llones, 5 millones y 1 millén de cabezas, respectivamente y dibujar el gréfico
pictérico correspondiente.

78°) Buscar en periddicos y revistas graficos de distintos tipos. Traerlos
a clase para interpretarlos y discutirlos.

TEST 12.

1°) En papel cuadriculado marcar ejes de coordenadas y situar los
puntos (—1, —5), (1, 1), (2, 4) y (4, 10). Decir si se encuentran
o no en linea recta.

x
2°) Dado f(x) =————— hallar:

2x —1
a) f(1) b) £(0) c) £(—=2)
3°?) Dadas las funciones
3
a) y=?x
b) y=—x+41
c) y=2x2

identificar en la figura de pég. siguiente sus graficos correspondientes.

4°) El tiempo, f que emplea un mévil en recorrer con movimiento
uniforme una distancia dada, es inversamente proporcional a su velocidad.
Si para v=20m/s es t =85, a) expresar ¢ en funcién de v; b) hallar
¢t cuando v = 16 m/s.

5°) Para un éngulo de tiro constante, el alcance méximo de un pro-
yectil es directamente proporcional al cuadrado de su velocidad inicial. -Si el
alcance méximo es de 15000m cuando la velocidad inicial es de 500 m/s,
escribir la formula que expresa en este caso el alcance méximo en funcién

de la velocidad inicial. Hallar el alcance méximo cuando la velocidad inicial
es de 300m/s.

6°) Estudiar la proporcionalidad en la férmula
Ha
E=-k——
2

y expresar el tipo de variacién que resulte en lenguaje ordinario.
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5 R

79) Construir un gréafico lineal que exprese las variaciones, en pies, del
nivel de las aguas de un rio durante la primera semana de abril:

Fecha

1 2 3 4 5 6 7

Profundidad del

rio (en pies)

60 |65 |75 | 90 |10,7 | 11,4 | 9,5

8°) El gréfico siguiente muestra los pesos de varias razas de perros:

70

60
50
40
30

2

10

———
S

- —
I —— ———
—_

T

T}

o

FOX
TERRIER

COCKER AIREDALE COLLIE ENGLISH
SPANIEL SETTER
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En este grafico, Jcuénto representa, en libras, cada divisién de la escala
horizontal?

¢Cuanto pesa un cocker spaniel? ;Y un collie?

¢Es cierto que un setter inglés pesa mas de cuatro veces lo que un
fox terrier?

9?) EIl grafico siguiente muestra la forma en que distribuye su salario
un obrero no especializado:

¢Qué conclusiones puede usted sacar del estudio de este gréfico?

10°) Construir un grafico pictérico con los datos siguientes relativos al
rapital invertido en algunas industrias:

MetalGrgicas 15 millones Tabacalera 5 millones
Papeleras 11 " Comestibles 40 i
Peletera 4 P Quimicas 29 i

Usar un pequeno circulo para representar 5 millones.

Page 363 of 479



www.opentor.com

CapiTUuLO 13.

SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

114. Definiciones.
Las ecuaciones de la forma

[1] ax+by=c

en donde a, b y c son constantes y as< 0, b% 0, se llaman
ecuaciones de primer grado con dos incégnitas También se lla-
man ecuaciones lineales, pues, como vimos en el capitulo anterior,
sus graficos correspondientes son lineas rectas. La denominacién
de lineal se aplica también, por extensién, a todas las ecuaciones
algebraicas de primer grado, es decir, a todas aquellas que, después
de reducidas a forma polinémica, tienen todos sus términos de
primer grado o constantes. Por ejemplo,

ax+ by +cz=d

es una ecuacion lineal con tres incégnitas. Las expresiones lineal
y de primer grado se consideran, pues, como sinénimas.

Una ecuacién lineal con dos o mas incégnitas admite una infi-
nidad de soluciones. Por ejemplo,

[2] 2x —y=35

admite las soluciones x=1, y=—3; x=2, y=—1, etc
Estas soluciones son las coordenadas de los infinitos puntos de
la recta representativa de la ecuacién [2].

Veamos qué sucede cuando tenemos dos ecuaciones de primer
grado con las mismas incégnitas x e y. Representando grafica-
mente estas ecuaciones con respecto a los mismos ejes, resulta
uno de los casos que muestra la figura, a saber:.- a) las rectas
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correspondientes tienen un punto comin; b) las rectas son parale-
las; c¢) las rectas coinciden.

En el primer caso las ecuaciones correspondientes tienen una
solucién comin; es decir, hay solamente un par de valores (a, {3)
que satisface a ambas ecuaciones (las coordenadas del punto
comun M).

En el segundo caso las rectas no tienen punto comin alguno;
las ecuaciones no tienen soluciéon comun, es decir, ninguna solucién
de la primera ecuacién satisface a la segunda ecuacion.

En el tercer caso toda solucién de la primera ecuacién lo es
también de la segunda. Las ecuaciones son entonces equivalentes.

Llamaremos sistema de ecuaciones a todo conjunto de ecua-
ciones, con las mismas incognitas, cuyas soluciones comunes nos
proponemos obtener, en caso de que existan. El sistema se llama
lineal cuando todas sus ecuaciones son de primer grado.

Ejemplo. Las ecuaciones
2x — 3y =395
3x. y=7
forman un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas.

Cuando el sistema contiene una o varias ecuaciones de segun-
do grado, y ninguna ecuacién de grado superior al segundo, se le
llama cuadratico.

En el presente capitulo sélo estudiaremos sistemas de ecua-
ciones lineales. En un capitulo posterior estudiaremos algunos
sistemas cuadraticos.
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Solucién de un sistema de ecuaciones es tode conjunto de va-
lores de las incégnitas que satisfaga al propic tiempo todas las
ecuaciones.

Como hemos indicado anteriormente, un sistema puede tener
solucién o no. En el primer caso se dice que el sistema es posible;
en el segundo caso se dice que el sistema es imposible. El sistema
posible con infinitas soluciones se llama indeterminado.

Cuando un sistema es posible sus ecuaciones se denominan
simultaneas, puesto que quedan satisfechas al propio tiempo o
simultaneamente para ciertos valores de las incognitas.

Resolver un sistema es hallar sus soluciones, o demostrar que
carece de ellas.

En lo que sigue estudiaremos los siguientes métodos para resol-
ver sistemas lineales:

a) Método de adicién y sustraccion, o de reduccion.
b) Meétodo de sustitucion.

¢) Método grafico (solamente para los sistemas de dos
ecuaciones con dos incognitas).

d) Método de los determinantes.

115. Método de adicion y sustraccion.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
se elimina una de las incognitas y se procede a resolver la ecua-
cién resultante con respecto a la otra incognita. Esta eliminacion
de una de las incognitas puede lograrse sumando o restando las
ecuaciones dadas, después de haberlas multiplicado, en caso nece-
sario, por numeros convenientes.

Una vez hallado el valor de una incégnita, se sustituye en
cualquiera de las ecuaciones del sistema, la cual se resuelve enton-
ces con respecto a la otra incégnita. O bien, se calcula directa-
mente su valor, mediante la eliminacién de la incégnita ya
determinada.

El método de adicién y sustraccién se llama también meétodo
de reduccion. Estudiando con detenimiento los ejemplos que si-
guen, se comprenderid bien la técnica del método.
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Ejemplos.
1. Consideremos el sistema

[1] 7x+y =19
[2] 4x —y= 3

Basta sumar las ecuaciones miembro a miembro para eliminar
la y, obteniéndose:

11x =22

6} =2,

Sustituyendo este valor de x en la ecuacién [1] resulta:

72) +y=19
14 +~y =19
y S5

Comprobacién. Sustituyendo los valores encontrados en la
ecuacion [2] se tiene:

4(2)—5=3 6 3=3.

También se puede hallar el valor de y mediante la elimina-
cion de la x entre las ecuaciones dadas. Para lograr esta
eliminacion se comienza por hacer que los coeficientes de x sean
iguales en ambas ecuaciones, para lo cual basta multiplicar la ecua-
cién [1] por 4 (que es el coeficiente de x en [2]); y la ecuacién
[2] por 7 (que es el coeficiente de x en [1]). Después basta restar
una ecuacion de otra para que se eliminen los términos que contie-

nen x. He aqui las operaciones necesarias, las cuales se indican
brevemente al margen:

[3] [1] X 4 28x 4 4y = 76
[4] [2] X 7 28x — 7y = 21
[3] — [4] 11y =55

=N

El método indicado primeramente, consistente en sustituir el

valor ya hallado en una de las ecuaciones del sistema, es en gene-
ral mas breve y debe preferirse.
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2. Resolver el sistema
[5] 3x 4+ 8y = 23
[6] 11x4+6y=—9
Para eliminar y en este sistema basta multiplicar la- ecuacién

[S] por 3 y la [6] por 4, ya que de este modo se obtiene 24 como
coeficiente de la y en ambas ecuaciones:

[7] [5] X 3 9x + 24y = 69
[8] [6] X 4 44x 4 24y = — 36
[7] — [8] — 35x — 105

= — 3.

Sustituyendo este valor de x en la ecuacién [5] se encuentra:
3(—3)+ 8y =23
8y = 32
y=4.

En general, en el caso de ecuaciones con coeficientes enteros,
para hallar los nimeros mas pequefnos por los cuales hay que
multiplicar las ecuaciones, de modo que se obtenga en ambas el
mismo coeficiente para una de las incognitas, basta aplicar la
siguiente

REGLA. Haéllese el m.c. m. de los coeficientes de la incdgnita
que se desea eliminar. Dividase este m. c. m. por el coeficiente de
dicha incégnita en la primera ecuacién. EI cociente dara el mul-
tiplicador que hay que usar para la primera ecuacién. Anéloga-
mente, dividiendo el m.c. m. por el coeficiente de esta incdgnita
en la segunda ecuacion se obtiene el multiplicador correspondiente
a la segunda ecuacion.

Asi, por ejemplo, en el caso del sistema [5]-[6], en el cual se
quiere eliminar la y, se tiene:

m.c.m. (8, 6) = 24

24 : 8 = 3 = multiplicador de la ecuacién [5]
24 : 6 = 4 = multiplicador de la ecuacién [6].

Entre las dos incégnitas, se debe escoger, para ser eliminada,
aquélla que requiera multiplicadores mas pequerfios.
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Si los coeficientes de las incognitas fuesen nameros fraccio-
narios se comenzaria por reducirlos a la forma entera, multipli-
cando la ecuacién por el m.c.m. de los denominadores. En casos
especiales, sin embargo, puede ser preferible dejar los coeficientes
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en forma fraccionaria.

EJERrcCICIO 103.

Resolver los sistemas siguientes aplicando el método de adicion y

sustraccion:

19)

3°)

5°)

79)

9°)

119)

13°9)

15°)

17°)

19°)

x+4+y=30
x—y= 8

2x4+y=4
3x4y=5

6x—y=13
3x—y= 4

2x 4 9y =32
4x+4+3y= 4

S5x—6y=—2
3x4+8y= 80

x4 12y = 58
52— 8y=18

y=2x+45
y=5x—4

y=02(8 —x)
2x—-5y=1

0,2x+4- 03y =

0,5x — 04y =—3

25x 4+ 32y =13
35x— 12y = 4

2°)

4°)

6°)

8°)

109)

12°)

14°)

16°)

18°)

20°)
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X—y=—25
x+y= 7
x4-4y= 14
x—3y=—17
3x—2y= 7
5x 4+ 3y=37

— 10x+411y= 36
4x — Sy—=—18

13x4- 15y =17
—7x+4+ 10y = 27

9x 4 20y =33
8x+4-15y =21

1 4 1 6
—X 4 —y=

3 27

1 1
—X——y=—1

6 4

- 9
X=—y —
2

3 +3
—=—3x
y 4
06x—05y=—0,9
03x —04y=—1,8

100x 4 33y =21
70z — 9y = 4
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116. Método de sustitucion,

Este método consiste en resolver una de las ecuaciones del
sistema con respecto a una de las incégnitas, (en funcién de la
otra), y sustituir la expresién encontrada en la segunda ecuacion.
Se obtiene entonces una ecuaciéon lineal con una sola incognita,
la cual se resuelve por el procedimiento ya conocido. Una vez
encontrado el valor de una de las incognitas es facil determinar,
por sustituciéon del valor hallado, el valor de la otra incognita.

Ejemplos.

1. Resolver el sistema

[1] 2x — 3y = 6
[2] 3x-} y=20
Despejando la incognita y en la ecuacion [2] se tiene
[3] y =20 — 3x
Sustituyendo ahora este valor de y en [1]:
(4] 2x — 3(20 — 3x) =

La ecuacién [4] sbélo contiene la incégnita x; resolviéndola
obtenemos sucesivamente:

2x — 60 +-9x =6
11x — 66
=B

Sustituyendo x = 6 en [3] resulta:
y=120—18=2.

2. Resolver el sistema

[5] 2x+5y=—6
[6] , 3x—4y = 14
Despejandofx en la ecuacién [5] se obtiene
6+ 5
[7] W __-|—2_y
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Sustituyendo este valor de x en {6]:

[8] 3 ——6-"-;—5-’-'-> — 4y =14

Resolviendo la ecuacién [8]:

— 18 — 15y — 8y =28

— 23y — 46
y=—2.
Sustituyendo y = — 2 en [7] resulta:
6 — 10
X=—— 4 2.

2

Al aplicar el método de sustitucién se puede empezar por
resolver cualquiera de las ecuaciones del sistema con respecto a
una u otra de las incognitas que contiene. Sin embargo, es pre-
ferible escoger la ecuacién mas sencilla y resolverla con respecto
a la incégnita que tenga menor coeficiente. Por ejemplo, si una
de las ecuaciones del sistema es 5x 4+ y — 8, es mejor resol
ver esta ecuacion con respecto a y que con respecto a x.

En la resolucién de los sistemas lineales el método de adicién
y sustraccién es mas ventajoso que el de sustitucién. No obstante
conviene conocer este ultimo porque mas adelante encontrara
aplicacién util en la resolucién de los sistemas de ecuaciones de
grado superior al primero (v.gr. en los sistemas cuadraticos).

EJERCICIO 104.

Resolver los sistemas siguientes aplicando el método de sustitucién:

1°) 2x+ y= 7 2°) S5x+49y =17
3x—2y=14 x4+ 4y =10
3°) 4x—3y—= 8 4°) 8x+43y=>5
3x 42y =23 7x —6y=1,5
B 10x —3y =16 6°) 03x— y= 0
4x -7y =18 0,5x 404y =12,4
7°) S5x42y=-—21 8°) 4x=05y4 22
3x —4y = 3 3y=2x—10
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1 i
99) S5x+46y= 2 10°) —x+4+—y=3
3 5
2x —3y=-—0,1
- +1 - 4,25
—_—xxt—y=4,
2 47
11°) 6s+45¢= 22 12°) —8u+45v=42
254+ 7t=—14 Tu+2v=27.

117. Método grifico.

Sabemos que el grafico de una ecuacién de primer grado con
dos variables x e y es una linea recta. En esta recta estan todos
los puntos cuyas coordenadas satisfacen a la ecuacién y sola-
mente ellos.

Para resolver graficamente un sistema de dos ecuaciones con
dos incégnitas, tal como

[1] x+2y= 8
[2] x— y=—1

se toma un sistema de ejes rectangulares y se construye la recta
representativa de cada una de las ecuaciones del sistema. Si las
rectas que resultan son distintas y se cortan en un punto, las coor-
denadas del punto comin (las cuales se miden sobre el papel)
daran la soluciéon del sistema.

En efecto, el grafico de [1] se compone de todos los puntos
cuyas coordenadas satisfacen [1] y el grafico de [2] se compone
de todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen [2]. Por tanto,
las coordenadas de un punto que pertenece a ambos graficos satis
facen ambas ecuaciones y proporciona la solucion del sistema.
Puesto que dos rectas no se cortan mas que en un punto, un sistema
lineal posible, y no indeterminado sélo admite una solucién.

- Para resolver el sistema [1]-[2] comenzaremos por calcular
tablas de valores correspondientes, como las que se presentan al
margen de la figura siguiente. Después trazaremos los ejes de

coordenadas y construiremos las rectas representativas de dichas
ecuaciones.
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Estas rectas se cortan en el punto M(2, 3). Por tanto, el
sistema tiene la solucién

=2, ) e 1

Para comprobarlo, basta sustituir estos valores en las ecua-
ciones dadas.

Para dibujar la recta que corresponde a cada ecuacién se
escogen generalmente los puntos de .interseccion de la recta con
los ejes de coordenadas. Estos puntos se determinan haciendo
sucesivamente x =0, y =0 en la ecuacién y resolviendo con
respecto a la otra variable. Asi, la ecuacién [1] da para x =0,
y=4; y para y=0, x = 8. Sus intersecciones con los ejes
son, pues, los puntos (0, 4) y (8, 0).

10 -1 5 | 6

Anilogamente, las intersecciones de la segunda recta con los
ejes son los puntos,(— 1, 0) y (0, 1). En ambos casos se ha
marcado un tercer punto adicional como medio de verificar la
correccién de la recta dibujada.

Observaremos que el método de escoger las intersecciones con
los ejes para construir la recta no es siempre el mas practico,
especialmente cuando alguna de astas intersecciones queda muy
lejos del origen, o cuando amhas quedan muy préximas a él,
pues, como ya advertimos en § 111, ejemplo 3, dos puntos préxi-
mos no determinan bien una recta en el dibujo.
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Otros ejemplos.
1. Resolver graficamente el sistema

[1] 10x — 10y = 19
[2] 4x 4+ 5y =22

A continuacién presentamos las tablas de valores y el gréafico
correspondiente.

(2)

19| 0 55 |0

Las- coordenadas del punto de interseccién M no son nimeros
enteros. Midiendo la abscisa y la ordenada de M con la regla
graduada se encuenira que, al menos aproximadamente,

=355 y=="10:

Sustituyendo en [1] y en [2] se comprueba que los valores
hallados son correctos.

Es evidente que, en general, los resultados que se obtengan
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por el método gréafico serdn sdélo aproximados. La aproximacion
sera tanto mayor cuanto mas cuidado y habilidad se pongan en
el dibujo. La aproximacién alcanzada dependera también del
tamafno de la escala que se adopte para la construccion: una
escala mayor proporcionara, en general, mejor aproximacion.

2. Resolver graficamente el sistema

[3] x4+ 2y=4
[4] x+2y=28

He aqui la tabla de valores y el grafico correspondiente:

(4)

o|l2]|0]|4]|®

Las rectas que se obtienen son paralelas, es decir, no tienen
punto comun alguno. Esto significa: el sistema dado no tiene
solucidon. Se trata, pues, de un sistema imposible. También se
dice que las ecuaciones [3] y [4] son incompatibles.

Algebraicamente es evidente que el sistema propuesto no tiene
solucién, pues si existiesen valores de x e y que satisficiesen a
[3] y [4], resultaria el absurdo 4 — 8.

3. Resolver graficamente el sistema:
[5] 2x — y= 5

[6] 4x — 2y = 10
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Las tablas de valores correspondientes muestran que estas
dos ecuaciones definen una misma relacién o funcién entre x e y;
ademas, es facil ver que simplificando la segunda ecuacién (me-
diante la eliminacién del factor 2, comin a todos sus términos)
se obtiene la primera. Por consiguiente, la recta representativa
de [6] coincide con la recta representativa de [5].

(6)
[5] [6]
X y X ¥
0|—5]0|—s5 s
2510 125]1.0
4 3 4| 3
EJERCICIO 105.
Resolver graficamente los sistemas siguientes:
1°) x+4+y=10 2°) x—y=3
X—y= 2 x+y=9
3°) 2x4+y=6 4°) x+2y= 5
3x—y=4 2x— y=~-—35
59) 3x4y=7 6°) x—2y=~—35
2x+y=4 3x— y= 10
7°) 6x—y=17 8°) 2x+43y=12
2x4y=35 4x 4+ 6y =36
99) 2x- 3y= 8 10°) y= 2x+43
3x4+ y=-—10 y=— x+46
11°) x= y—2,2 129) 2x— y=3
x=3y—9 4x—2y=6
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13°) x-t+4y= 17 14°) x—2y= 5
—3x+2y=14 2x —4y =13
15°) 3x—4y=6 16°) 5x+42y=10
x— y=1 25x+ y= 5
17°) 6x+4+y=29 189) x-F3y= 2
3x—y=16 2x —5y=—18
199) x—y= 0 20°) 4x—5y= 0
3x4+y=10 x4+ 2y=26

118. Sistemas de ecuaciones fraccionarias.

Si una de las ecuaciones de un sistema, o ambas, contienen
fracciones es, en general, conveniente comenzar por reducirlas a
la forma entera, para lo cual bastara recordar lo estudiado en
§§ 102 y 103. Sin embargo, cuando las ecuaciones son lineales
en 1/x y 1/y es mejor dejarlas en forma fraccionaria, considerando
provisionalmente a 1/x y 1/y como incégnitas (véase el ejem-
plo 2).

Ejemplos.

1. Resolver el sistema

(1] 2x—;-3y+2=5x-:6y
x y _ 3x+vy
[2] ghytiT—g

Multiplicando la ecuacién [1] por 15 para suprimir denomi-
nadores, se obtiene

[3] 10x + 15y + 30 = 15x + 18y

6 5x +3y =230

Suprimiendo ahora denominadores en la ecuacién [2] resulta:
[4] 10x 4+ 6y 4+ 150 = 45x 4 15y

6 35x 4+ 9y = 150

El sistema [3]-[4] es equivalente al [1]-[2] y tiene sus
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ecuaciones en forma entera. Resolviéndolo por adicién y sustrac-
cién tendremos:

[3] X3 15x 4+ 9y = 90
[4] 35x 4+ 9y = 150
[4] — [3] X 3 20x = 60
de donde
x =35
Introduciendo este valor de x en la ecuacién [3] se encuentra
15 4+ 3y =30
y=25.
2. Resolver el sistema
3 4
[5] = o 18
2 3
[6] R i 5

Este sistema no es lineal en x e y. Por ejemplo, suprimiendo
denominadores en la ecuacién [5]- se encuentra

3y +4x = 18xy

que es una ecuacion de segundo grado (a causa del producto xy
en el segundo miembro). Sin embargo, considerando por el mo-
mento a 1/x y 1/y como las incégnitas‘ el sistema es lineal con
respecto a ellas y puede resolverse por los métodos ya estudiados.
Es preferible, pues, no suprimir los denominadores. Resolviendo
por adicién y sustraccién tendremos:

9 1
{513 —-+—-3-=54
X ¥y
8 1
[6] X 4 ———2=—20
x y
i = 34
X
1 34
é —_——— =
X 17 2
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Por inversién resulta inmediatamente:
1

X ==,
2

Sustituyendo este valor de x en [5] se obtiene:

4
6+ —=18
y
4
—_—=12
¥
1 1
. = —,
y ’ =3
EJERCICIO 106.
Resolver los sistemas siguientes:
x b4 3 X y
19) —4+—=— 2?) ———=2
2 5+4 2 : 2 3
x y 17 x v
ol e TS —_t4—=35
2+6 6 4+
x x+y x y
39 — =3 49) — i
) 3+ 2 6+4
xX—y y 2x—y 3
—=1 i
5 +4 8 2
3x—y. x+5 2
59) ._x__y"_=4 6°) +_y+
y—2 2x +4y —2
x4 2y il x+y+1 _
2x—y P 3x+4y—3— 2
4 5x+3
11 3
3x—y e 10x — 6y
13 Sk s 4 4
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11

12°)

13°)

15°)

17°)

199)
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x—3 y—2 _
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=x—4
2 4
x—4 y—3 x+4+y—10
- =
3 6 2
6+y 2+4x
oo — -2
5 2 x+y
3x+2 Sy+8
=5x+4+ 7y
2 + 3 +
2x+y+7  3x+2y+35
3 - 4
4x—y+25 x+4y—20
5 ¥ 9
5x+46 i 2x4y—1 _ 2,5x4 24
14 x+3 X 7
3y+5 x4+ 2y —6 1,5y 4+ 22 1
-+ = +—=
26 v+ 2 13 2
2 3 6 5
—_——t—=23 14°9) — 4+ —=38
x y X y
4 5 7 2
—_———=-9 —_—t—=17
x y x y
8 3 25 12
—_—F—=35 16°) — =3
X y x y
10 9 35 18
—— — =4
x y X y
3 % 4 2 189) 4 3 L@
4x 5}' - x y =
5 2 25 7 5
=+ = —_———=-=35
2x 3y 6 x y
2 2 1 20°) 4 4,2
3x 4y x S5y
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5 + 11 8 9 6 25
6x 8y - 2x y— X
2 4 y
21°) 3x4—=12 22°) ———=1
v x 4
2 6 :11
2x - =5 A AP ik
y x 6 3

119. Sistemas de ecuaciones con coeficientes literales.

Cuando las ecuaciones de un sistema tienen coeficientes lite-
rales se resuelve el sistema por adicién y sustracciéon o por susti-

7

tucién, siguiendo el mismo procedimiento explicado en § 115 6
§ 116 para los sistemas de ecuaciones con coeficientes numéricos.

Consideremos, por ejemplo, el sistema

[1] ax—+ by=c
[2] a,x 4+ b,y = c;

Los coeficientes de la primera ecuacion los hemos representado por a,,
b, y ¢, (léase a-subuno, b-subuno, etc.). Los de la segunda ecuacion por
a,, b, y c, (léase a-subdos, b-subdos, etc.). El nimero pequefnio que se
adjunta en la parte inferior derecha de cada letra se llama subindice. Su uso
es conveniente cuando se quieren representar por la misma letra los coeficientes
de una incdgnita en distintas ecuaciones. Se distingue entonces un coeficiente
de otro por medio de los subindices. Asi, b, representa el coeficiente de y
en la primera ecuaciéon y b, representa el coeficiente de esta misma incogni-
ta en la segunda ecuacidn.

Para resolver el sistema [1]-[2] comenzaremos por eliminar
y para lo cual multiplicaremos por b, la ecuaciéon [1] y por b, la
ecuaciéon [2]:

[3] [1] X b: a b,x 4+ b,b.y = ¢,b,
(4] [2] X b, a:b.x + byby = cub,
Restando la [4] de la [3] se obtiene:
[5] a,b,x — a.b,x = ¢;b, — ¢, b,
6 (a1b, — a,b,)x = ¢, b, — c.2 b,

Page 381 of 479



www.opentor.com 373

Suponiendo a,b, — a.b, % 0, resulta finalmente,

[6] X — c1b. — . b,

a4 bg s agbl

Para hallar ahora el valor de y eliminaremos la x, para lo
cual comenzaremos por igualar sus coeficientes, multiplicando la
[1] por a; y la [2] por ay:

[7] [1] X a. aja:x - a:b,y = a»¢,
[8] [2] X a, a,a.x + a, b,y = a,c.
[9] [8] g [7] a b,y — ab,y = a,c. — a:¢;

(atbg — azbi)y = a,C, — a,c,
En el supuesto a b, — a.b, % 0, se tiene

[10] - a,C» — &:C,

a, b2 e azbl

Un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas tiene
una solucién, siempre que a,b, — a,b, 540, la cual viene dada
por las formulas [6] y [10].

¢Qué sucede en el caso a b, — a,b, =0?

Si ¢,b, — c.b; % 0, o bien, a,c. — a,c, % 0, las ecuaciones
[5] ¥ [9] demuestran que entonces el sistema es imposible
(ya que los primeros miembros de [5] y de [9] serian iguales
a cero en tanto que el segundo miembro de [S5], o el de [9],
o ambos, serian distintos de cero).

Si se tiene a; b, —a.b, =0, ¢c,b,—c,b,=0 y a,¢c, —a,c, =0,
estas condiciones equivalen a

a, b, C1

a b, Cs

suponiendo distintos de cero los coeficientes de la segunda ecua-
cién, se ve entonces que las ecuaciones son dependientes, es decir,
la segunda ecuacién equivale a la primera. En efecto, siendo sus
coeficientes proporcionales bastaria multiplicar una de ellas por
un nimero apropiado para obtener la otra.

Dejando de lado el caso trivial en que los coeficientes de ambas
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incoégnitas en una misma ecuacién sean ceros, consideremos el caso en que
uno de ellos sea cero. Por ejemplo, supongamos a, =0, b, 7 0.

La condicién a,b, —a,b, =0 se reduce a ab, =0 e implica a, =0.
El sistema se convierte entonces en un sistema de dos ecuaciones con una
sola incégnita, a saber:
b,y =c, b,y =c,.

La segunda ecuacién da y =c,/b,; para que este valor satisfaga tam-
bién la primera ecuacién se necesita

=0 o bien =

suponiendo ¢, 7= 0; los coeficientes resultan, pues, proporcionales y, por la
misma razdén de antes, las ecuaciones son equivalentes.

La condicién c, =0 implicaria ¢, =0 (suponiendo el sistema posible)
y las ecuaciones serian también equivalentes.

EJERCICIO 107.

Resolver los sistemas siguientes:

1°) x4+ y=m 2°) ax+4+by=k
X—y=n ax—by=k

3°) ax+4by=c 4°) x+4ay=»b
2x —3y=1 2x — y=c

5°) ax—by=2 6°) 2x+5S5y=a-+b
cx+dy=3 S5x—2y=a—b

7°) 2bx-+ 3ay= 5ab 8°) mx+4 y=n
3bx—4ay—=—ab x4+ my=p

9°) (a—b)x+ay=a?—>b? 10°) bx— (a+b)y =5 —a?
(a4 b)x+ by=2ab ax — by = a®

119) ex+dy+c*+d*=0 129) a:b + a-’;-b=3
dx+cy+2cd =0 x4 2y =4a

1wy 242, f4oy i Bnces @
x y cC4x a—y
m n c a
_x-+-y—=p a—x = c+y
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X y 1 1 1
159) ——— -— 16°) -—-(3x+y)4+—(3x—y)=1
m-+n m-—n m-4n a b
1 1 1
LI TR Z Bx—y) +— Bx+y)=2
m -+ n m-—n m—n a b

120. Sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incogni-
tas, se elimina una incognita entre dos ecuaciones y luego se
elige otro par de ecuaciones y se vuelve a eliminar la misma
incégnita. Resulta asi un sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas que se resuelve de la manera ya estudiada. Los va-
lores obtenidos para estas dos incognitas se sustituyen en una
cualquiera de las ecuaciones dadas con objeto de determinar el
valor de la tercera incognita.

El método descrito se puede extender a un sistema cualquiera
de tantas ecuaciones como incognitas. Por ejemplo, si se tratase
de un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, se pro-
cederia a combinar las ecuaciones en pares, eliminando siempre
la misma incognita, hasta reducir el sistema a otro de tres ecua-
ciones con tres incognitas

Ejemplos.

1. Resolver el sistema

[1] 3x+2y— z=—4
[2] 2x + 3y + 4z = 11
(3] 5x — 4y — 2z = 14

Comencemos por eliminar la z entre las ecuaciones [1] y
[2], para lo cual multiplicaremos por 4 la ecuacion [1]:

[4] [1] X 4 12x + 8y —4z=— 16
[2] [2] 2x 4+ 3y+4-4z= 11
[5] [4] + [2] 14x + 11y =75
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Eliminemos de nuevo la z, ahora entre las ecuaciones [1]
y [3] (también se podria haber escogido el par [2], [3]; es
preferible, sin embargo, el par [1], [3] pues la eliminaciéon de
z entre estas dos ecuaciones es algo mas sencilla):

[6] [1] X 2 6x +4y —2z=— 8
[3] [3] 5x— 4y —2z= 14
[7] [6] — [3] x + 8y = — 22

Obtenemos asi el sistema [5], [7] que se compone de dos
ecuaciones con dos incognitas. Eliminando la x entre estas
dos ecuaciones tendremos:

[5] [5] 14x 4+ 1lly=— 5
[8] [7] X 14 14x 4+ 112y = — 308
[5] — [8] — 101y = 303
y=—— 3
Sustituyendo y = — 3 en [7]:
x -+ 8(—3)=— 22
a— 2.
Sustituyendo ahora x =2, y = — 3 en [1] resulta:
6 —6—2z=—4
P 2— A

Por tanto, la sclucién del sistema propuesto es
y=12 2 . A z=4.

Comprobacién. Sustituyendo estos valores en la ecuacion [2]
se obtiene

2[2] + 3(—3) + 4[4] = 11
é 4 — 916 = 11.

Método de sustitucion. Puede usarse también el método de
sustituciéon para la resolucién de los sistemas de tres ecuaciones
con tres incognitas. Tratandose de un sistema lineal, la elimina-
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cién por adicién y sustraccién, en la forma descrita precedente-
mente es en general mas ventajosa en la practica.

2. Resolver el sistema

[1] x4+ y=10
[2] y+z=16
[3] z+x=20

Este sistema tiene una forma particularmente sencilla y basta
restar las dos primeras ecuaciones miembro a miembro para
obtener

[4] x—2z=—606 [4]

Las ecuaciones [3] y [4] constituyen ahora un sistema de
dos ecuaciones con las incégnitas x, z. Sumando estas ecuacio-
nes resulta

2x' =14
X7 .

Sustituyendo este valor en [3] y en [1] se encuentra
Ze="33% YP=:37

Otro método. Cuando el sistema a resolver presenta alguna
forma especial, a 'menudo puede obtenerse la solucién mediante
un “artificio de calculo”. Asi, en el problema anterior, sumando
miembro a miembro las tres ecuaciones del sistema se obtiene

[5] 2x 4 2y + 2z = 46

6 x+y—+2z=23

Si de la ecuacion [5] se restan ahora en sucesién las ecua-
ciones [1], [2], [3] resulta inmediatamente:

z+= 13 ; Qo P Yom 3
3. Resolver el sistema

. 12 .5 _
[1] ;—;+z—
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ot o o g

[2] B sabiake 3
x y z

[3] N .
x y z

Este sistema es lineal en 1/x, 1/y y 1/z por lo que es conve-

niente dejar las incognitas en los denominadores (véase el § 118,
ejemplo 2).

e 1 :
Eliminando = entre las ecuaciones [1] y [2] se tiene:

[4] [1] X 3 S 28" o
x " b z
3 6 1

(2] — = — =32
N Y z
12 14

[4] — [2] ot Gl e
y z
6 7

[5] : 2 —-;+-z—=—4

X

[6] [1] X 2 ?—7+T=16
2 4 3

[3] el el s
8 13

[7] [6] — [3] —7+—;—= 2

Eliminando ahora % entre las ecuaciones [5] y [7]:
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24 28
[8] [5] X 4 —Y+ z——16
24 39
[9] [7]1X 3 ——m it 6
11
[9]1 — [8] — =22
fatog
z
1
o 2

1
Sustituyendo z = r en [5] se obtiene:

6
——+14=—4
y
de donde
1 1
—:3, T —
y =3

Por ultimo, sustituyendo y =1/3, z=1/2 en [1] resulta:

1
— —6+10=28

de donde

Los sistemas de esta forma se pueden también resolver susti-

tuyendo 1/x =x', 1/y=y’, 1/z=2z y empezando por buscar
los valores de las incognitas auxiliares x, y/, z'.

EJERCICIO 108.

Resolver los sistemas siguientes:

1°) x+y+z= 15 2°)
x—y+z= 5

xX—y—z=—29

x+3y+4+2z= 8

S5x—2y+4+ z= 15

—3x+2y+5z=—13
Page 388 of 479
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39)

59)

79)

9°)

11°)

139)

15°)

17°)

199)

2x+ y—3z= 5
4 — S5y +4+2z=19
4y +3z=10

x+ y— z= 0
2x+ Sy +3z=210
3x— y+2z= 70

1
x+?(y+z)=5

1
y+?(x+z)=5

1
z+?(x+y)=5

x—y= 8
y—z=10
z+x= 6

3x+4y+6z=756
2x— y+5z=29
4x+3y+4z=23

0,7x + 0,4y = 0,15
0,5y — 0,3z = 0,01
0,6z — 0,5x = 0,13

3x+ y—2z=1
6x42y—4z=2
943y —6z=3

BT (B
5 8 6
x y z
—_t———=6
2+4 3
x y z
TTE T2 T
4y S5z
_ =3
- 3 5 B 2
5x 2y 5z 5
e = =—
4 3 8
x 3
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6x—2y+4+3z=—13 49)
S5x43y+2z=— 2
x—4y+6z=— 4
2x+4y — z=—2 6°)
6x-+ y+4z= 15
4x— y—2z=—4
3x=4y — 6z 4 145 8°)
3y=2x—5z+4+ 35
3z= x—8y— 40
x+y=11 10°)
y+2z=13
z+x=12
2x+3y+4z=3 129)
4x —9y +2z=—0,5
3x4+ 6y —8z=1,5
0,5x—0,2x+4+03z=2,3 14°)
0,7x + 03y — 0,4z =35,2
1,0x — 0,5y — 0,2z = 5,2
x—2y+4+3z=4 16°)
2x— 4y +6z=35

x+ y+ z=9

x y z
—_—d—t—=9 189)
2 +3 +4

x y z
— L —=3

3 4+2

x y z
S WA — |

6+2 8

s R AN W 209)
10 6
B, v Ly

4 5

xX—2z

_y_ =3

6 5

Page 389 of 479



www.opentor.com 381

2 1 1 1 1
219) ———=2 22°) —+—+—=28
z y x v z
3 2 2 3 4
e e i 2 e el e e ]
y z x y z
1 3 5 2 3
—+—=18 —_—t———=44
x z x y s
10 8 9 4 6 7
23°9) F+—_———=1 24°) —4+—+4—=0
x y z x y z
15 20 6 2 9 14
-+ —=10 —— = =—13
x y z x y z
20 12 15 6 3 21
— + =0 —_——— =-—0,5
x y z x y z
259) ax+ y— z=a’+a—1 26°) bx—ay+ z=c
— x+ay+ z=a’—a-+1 x+cy—bz=a
x— y-+az=a cx+ y—az=2>5b
27°) ax+ by =0 28°) ax—ay+ z=a®
bx —cy +az=>b* 2bx —by+ az=2ab -+ b?
cx —bz=2bc x4+ y+bz=a-+2b
29°) x4 y+z=6 30°) x4+ v+ z+4+ u= 4
vy+z4+u=9 x+2y+4+3z4+4u= 3
z4+u+x=38 2x+3y+5z+6u= 9
ut+x+y=7 3x—4y+2z—3u=41.

121. Resolucién por el método de los determinantes.

12-1. Consideremos el sistema general de dos ecuaciones con
dos incoégnitas
[1] a,x+ byy=¢
[2] a,x -+ b,y =c;
ya resuelto en § 119. Alli vimos que si a;b, —a,b, %0 la solu-
cién del sistema viene dada por

c1b: — c: b, s a;C; — a;¢,
% o a, b, — a,b,

3 =
(3] x a, b, — a,b,

Estas expresiones pueden ser utilizadas como férmulas para
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la resoluciéon de los sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas
y coeficientes numéricos.

Notese que las fracciones en [3] tienen el mismo denomi-
nador a,b, — a,b,. Este denominador comin se llama determi-
nante del sistema y su forma se recuerda mas facilmente mediante
el simbolo
a, b,
a, bg

Se tiene, pues, por definicién

a, b,
= &a, b2 — azbl

(4]

a; b,

Los simbolos literales a,, a,, b,, b, se llaman elementos del
determinantes. A causa de la notacidén

a, b,

a, b,

se dice que los elementos a, y b, constituyen la primera fila del
determinante y que los elementos a, y b, la segunda fila. Analo-
gamente, los elementos a, y a, forman la primera columna y los
elementos b, y b, forma la segunda columna. Debido a que en
el determinante hay dos filas y dos columnas, se dice que es un
determinante de segundo orden.

Los elementos a, y b, forman la diagonal principal del deter-
minante y los elementos a, y b,, la diagonal secundaria. Dado
un determinante en forma simbodlica

a, b,

a, b.‘,

para expresarlo en forma polinémica, o, como también se dice, para
desarrollarlo (o evaluarlo, si sus elementos son numéricos), basta
restar del producto de los elementos de la diagonal principal el
producto de los elementos de la diagonal secundaria, segin expresa
el esquema

" A~
a, b,
X
a; b,
/ N
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Asi se obtiene a;b, — a.b,, de conformidad con la defini-
ciéon dada en [4].

Ejemplos.
m n
= mq — np.
p q
3 2
=3-5— -4: — — .
4 5 2 15 —-8=7
2 —6
3 1 =2(—1)—3(—6)=—2+4+18=16.

Utilizando el simbolismo que acabamos de introducir, se ve
que los numeradores de las féormulas [3] son también determi-
nantes de segundo orden que se expresan de la manera siguiente:

c b
01b2 S— C2b1 prmm > A

C2 b,

a, C;
a,C; — &,C, =

a C;

Por tanto, la solucién del sistema [1]-[2] se puede expresar
en la forma

a b a ¢
c. b, a c
5 - =
[5] T y -
a bg a; b2
. a; bx
siempre que S B = 0.

Como vimos en § 119, cuando

a, b,
el sistema propuesto es imposible o indeterminado.
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se llaman determinantes de las incdgnitas.

Nétese que el determinante que figura en los denominadores
de [5] (el cual hemos llamado determinante del sistema) se
forma con los coeficientes de las incégnitas (tomados en orden),
y que los determinantes que aparecen en los numeradores se
pueden obtener reemplazando en el determinante del sistema, la
columna de los coeficientes de la incdgnita respectiva por la co-

lumna :‘ de los términos constantes que figuran en los segundos

miembros de [1] y [2].

www.opentor.com

Los determinantes que aparecen en los numeradores de [5]

Ejemplo. Resolver por determinantes el sistema

2x — 3y = 21
S5x42y= 5§

Aplicando las férmulas [5] se tiene:

EJERCICIO 109.

1°)

21 —3
5 2| 21.2-5(-3) 57 _,
2 —3 | 2F2-—-5(=3)" 19
5 2
2 21
5 5| _2.5-5.21 _ —95
2.  —3| 19 19
5 2
Desarrollar los determinantes siguientes:

a b 29) 5 q

s d —pD 2

A B 5 — B

2 3 s B A

3°)
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Hallar el valor numérico de los determinantes siguientes:

6 5 4 3

59) 6°)
2 3 3 4
7%) 1 2 89) 3 —2
3 4 8 7
5,10 3 —2

9°) 10°)
2 4 1 0
P P 1 1
11°) 129) | — —
litg =9 2 3
1 1
5 6

Resolver por determinantes los siguientes sistemas:

13°) 4x43y =17 14°) 3x—8y =20
2x+ Sy =19 2x+3y= 5
15°) x—2y= 9 16°) 2x+ 5y =60
3x—4y =15 7x—3y= 5
17°) 8x+4+ y=11,5 18°) 10x—7y= 95
6x—S5y=11,5 4x 49y =—21
199) 02x 403y =108 1 1
0,4x — 0,5y =38 o oy e dk
3 + 1
—x —_—y = —
4 6 2

21°) Resolver por determinantes los sistemas del ejercicio 104.

121-2. Consideremos ahora un sistema general de tres ecua-
ciones lineales con tres incégnitas

[1] ax + b,y + ¢,z =d,
[2] a,x + b,y + c,z=d,
[3] a;x + byy + c;z = dj

Resolviendo este sistema por el método expuesto en § 120 se
encuentra
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dib:cs + dz:bscy + dsbic; —dshb.c; — dibsc; — dq;bsc;
a,b;c; + ab;c, + azsb,c, — asb,c; — a,b;c; — a;b;c;

[4] 2=

a:d.c; + a,d;c, + asd,c, — asd,c; — a,ds;c; — a.d;c;
aibzc; + a:bsc, + azh,c; — asb.c; — aibsc; — a:bi¢;

[57 y=

a, b.d; 4+ a;b;d, + azb,d, — azb.d, — a;bsd, — a,b,d;
81b203 + azbac1 + a3b102 — 83b2C1 s 81b302 o a2b1c3

[6] z=

férmulas que son véalidas siempre que el denominador comin
sea distinto de cero. Estas férmulas pueden ser utilizadas para
la resolucién de los sistemas de la misma forma con coeficientes
numéricos.

El polinomio que aparece en el denominador de las tres frac-
ciones anteriores se llama determinante del sistema y se representa
abreviadamente por la notacién

ag b3 C3
Se tiene, pues, por definicidn,

a) b1 C
[7] asz b2 C2 =alsz3+azb301+83b102—a3bzc|—albscz—azb103

ag by c3

Puesto que en la expresion simbdlica del determinante ante-
rior aparecen tres filas y tres columnas, se dice que es un
determinante de fercer orden.

Cuando se pasa del primer miembro al segundo miembro de
[7] se dice que se desarrolla el determinante. En las aplica-
ciones se presenta este problema: dado un determinante en nota-
cién simbédlica, desarrollarlo, esto es, expresarlo en forma polinémica,
o bien, evaluarlo, cuando sus elementos son numéricos.

Agrupando de dos en dos los términos del polinomio que apé-
rece en el segundo miembro de [7] se puede escribir
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a b ¢
a b; | =ai(b.cs—b;c;)—a:(bycs—bsc,)+-as(bic.—b,c,)

a; b; c;

b, ¢ b, c

b; c;

b, c
ba Cs3

[8] =a — &

+ a;

bg Cz

lo que da una expresién del determinante de tercer orden me-
diante determinantes de segundo orden (Ilamados menores). Esta
expresiéon es facil de recordar. Sin embargo, en la practica es
preferible obtener el desarrollo aplicando el método que se indica
en el esquema siguiente (regla de Sarrus):

A=
a b, ¢
N, #y 2T
a; bz C; _=81b203+82b301+83b1C3—83b201—81b3Q—82b103
> N
a b; c;
X X N
a b, ¢
2 %\ N
a;, b, c
Ny

Como se observa, el método consiste en agregar después de
la tercera fila, las dos primeras (conservando su orden relativo)
y formar los productos de los elementos que se encuentran sobre
la misma flecha, sumando o restando los productos segiin que las
flechas sean descendentes o ascendentes.

Ejemplo. Evaluar el determinante

2 - %l
3 -2 3
-1 5 —1
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Aplicando la regla de Sarrus se tiene:

2¢ 1

3—2 3|=2(—2)(—1)43.5.14(—1)4.3—(—1)(—2)-1
—1 5—-1| —2.5.3—3.4(—1)=4+4+15—12—2—-30+412

2 4 1 =-—13

3—2 3

En la practica los productos indicados se hacen mentalmente.

Comprobacion. Aplicando el método indicado en [8] se
tendria

2 4 1 5 i i
3—2 3|=2]| -3 +(—1)| ,
a s 5—1 ) B — 3

=2(—13)—3(—9)+ (—1)[14] =—13

Los polinomios que aparecen en los numeradores de las for-
mulas [4], [S] y [6] son también determinantes de tercer orden
que se pueden expresar de la manera siguiente:

d, b ¢ a d, ¢ ay by d,
d, b, c|, a d, cl, a, b, d,
d; b; c; a d; c; a; b, d;

Estos determinantes se llaman determinantes de las incognitas.
El primero es el determinante de la x, el segundo es el de la
Y,y el tercero es el de la z. Estos determinantes se obtienen,
a partir del determinante del sistema

a, b, c
a, b: Cz
a; '‘by; ‘¢

sustituyendo la columna de los coeficientes de la incégnita respec-
tiva por la columna de los términos independientes.

Con esta notacién las férmulas [4], [5] y [6] se expresan
de la manera siguiente:
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d, b, ¢ a d, c a, b, d,

dz bg Cy a, dg C: a, bg d2

da b3 C; a; d3 C; a3 b3 d3
[9] X = y ¥ — = .

a, b, ¢ a b, ¢ & b; ¢

a, b, c; a, b, c a, b, c

a; b; c; a;, b; c; a;, b; c;

Nétese que las férmulas [9] tienen la misma estructura de
las férmulas [5] obtenidas en § 121-1 para los sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas. Férmulas analogas son
también validas para los sistemas lineales de mas de tres ecua-
ciones con igual nimero de incégnitas. La regla general, llamada
regla de Cramer, puede enunciarse asi:

REGLA. Para obtener el valor de una incégnita cualquiera en
un sistema lineal de tantas ecuaciones como incognitas, dividase
el determinante correspondiente a esa incognita por el determinante
del sistema.

Se supone que el determinante del sistema sea distinto
de cero.

Ejemplo. Resolver por determinantes el sistema

x—2y+4z= 9
3x—4y 4+ z=—12
2x+ y+3z= 13
Se tiene
9 —2%%
—2 441 |
| 18 1 3 _ —108—8—26+208—12—9 45 o1 4
T (IR RN A= 12412 —4 3201853k - 45
3=3" "1
2 -1 +3
1 9 4
. A |
- 2 13 3| —6+156418+16—81—13 90 —5
i 45 = 45 T 45
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1—2 9
8 =i o8
,__ 12 113 —5242748472+78+2 _ 135

45 45 45

=3,

EJERCICIO 110.

Desarrollar los determinantes siguientes:

1 a —b a c b
1°) |—a 1 c 2°) | b a c
b —c 1 c b a

Hallar el valor numérico de los determinantes siguientes:

2 3 1 1 3 -2
3°) |0 1 4 4°) | 3 3 5
5 2 -1 1 2 2
1 2 3 1 3 5
5°) |4 5 6 6°) | 7 0 2
7 8 9 1 5 10
1 1 -1 —4 1 2
7°) 1 -1 1 8°) 5 4 -3
-1 1 1 3 -2 -1
6 1 3 1 -2 3
9°) 8 0 -1 10°) |2 —4 6
—10 2 4 5 6 7
Resolver por determinantes los sistemas siguientes:
11°) x+y+ z= 3 129) 2x— y— z= 12
2x—y+4+3z= 19 x+2y+4+3z=-—-3
3x+y—2z=-—5 4x—3y+2z= 6
13°) 5x+ y+2z=-—2 14°) x— y+ 2= 3
3x+4+2y4+ z= 7 2y +3z=15
-x+6y—3z= 35 3x+4 ¥y =12
159) 4x+4 5y —6z=1 16°) 3x— y+4z=50
2x +3z=1 x4+ 2y+4+3z2=47
xX— y = 0,05 2x— y— z= §
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17°) Sx+4y—9z= 14 18°) 2x+4 y+2z= 3
. —2x+4+3y4+5z=—19 x+2y+6z= 1
x4+ y+ z=— 6 3x—3y—4z=10

199) u+ v+ w=12 20°) 2p+3gq+ r=1
2u+3v+ 4w =34 6p—6qgq—5r—=46
3u+2v— w=20 6p— qgq—3r=29.

122. Problemas.

A continuacién damos varios ejemplos de problemas que con-
ducen al planteamiento y resolucién de sistemas de dos o mas
ecuaciones con el mismo nimero de incégnitas.

No siempre es necesario usar dos o mas incégnitas distintas

en un problema pero en muchos casos resulta cémodo o con-
veniente,

En la resolucién de estos problemas seguiremos un método
analogo al empleado en § 63 y en § 104, separando cuidadosa-
mente las etapas que conviene distinguir en €l proceso de reso-
lucidén, a saber: 1) Representaciéon. 2) Planteo de las ecuaciones.
3) Resolucién del sistema de ecuaciones. 4) Verificacién de la
solucién hallada. :

Es 1til en algunos problemas agregar una figura o gréfico
ilustrativo, como hicimos en algunos ejemplos del capitulo 11.

Un problema es imposible o indeterminado cuando conduce a
un sistema de ecuaciones que es imposible o indeterminado.

Ejemplos. 1. EIl duplo de lo que tiene Antonio mas el triple
de lo que tiene Luis suma 60 $. EI cuddruplo de lo que tiene

Antonio menos el quintuplo de lo que tiene Luis es igual a 10 $.
¢Cuanto dinero tiene cada uno?

1) Representacion.
Designemos por
x el nimero de pesos que tiene Antonio
y por y el namero de pesos que tiene Luis.
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2) Planteo.

Las dos condiciones que se dan en el enunciado permiten escri-
bir ir. mediatamente

[1] 2x 4+ 3y =60
[2] 4x — 5y =10
3) Resolucion.
[3] [1] X 2 4x + 6y = 120
(4] [2] X 1 4x — 5y = 10
[3] — [4] 11y =910
y= 10
Sustituyendo y = 10 en [1] se obtiene
2x + 30 =60
2x%s.30
r— 15.

Por tanto, Antonio tiene 15 % y Luis fiene 10 §.

4) Comprobacion.

El cuadruplo de lo que tiene Antonio es 4 X 15 =60 §

El quintuplo de lo que tiene Luis es 5%X10=50%

La diferencia entre estos dos valores es, en efecto, igual a 10 §.

2. Un hombre puede remar 20 km rio abajo en 2 horas, o
bien, 9 km rio arriba en 3 horas. Hallar la velocidad con que
rema en agua tranquila y la velocidad de la corriente del rio.

1) Representacion.

Llamemos
x a la velocidad con que rema el hombre en agua
tranquila (en km por hora).
e y a la velocidad de la corriente del rio (en km por
hora).
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Recordando que cuando se navega rio abajo la velocidad efec-
tiva (con respecto a la orilla) es la suma de las velocidades del
bote y del rio, y que cuando se navega r’o arriba la velocidad
efectiva es la diferencia de las dos velocidades, tendremos:

espacio velocidad tiempo
rio abajo 20 x+y 2
rio arriba 9 X—y 3

2) Planteo.

Como ya dijimos en § 104, ej. 6, en este tipo de problema
supondremos siempre que el movimiento es uniforme.* La ley
del movimiento uniforme e = v¢ aplicada al movimiento rio abajo
proporciona la ecuacién

[1] 20 = 2(x + y)
y aplicada al movimiento rio arriba da
[2] 9=3(x—y)

3) Resolucion.

Simplificando las ecuaciones [1] y [2] se tiene el sistema
sencillisimo

[3] x+y=10

[4] x—y= 3

que resuelto por adicién y sustraccién da
x=06;5: y =:35

.Por tanto, en agua tranquila el hombre rema a una velocidad
de 6,5 km/h; y la velocidad de la corriente del rio es de
3,5 km/h.

* Esta es una hipétesis aproximada que se introduce para hacer més sencillo el problema.
Cuando el movimiento se supone variado (no uniforme), hay que dar mas datos para espe-
cificar lu forma en que el movimiento varia. De otro modo el problema seria irresoluble
(por falta de datos).

Page 402 of 479



394 www.opentor.com
4) Comprobacion.

La velocidad efectiva del bote navegando rio abajo es de
6,5+ 3,5 =10km/h. En 2 horas recorre 2 X 10 = 20 km rio
abajo. Analogamente, la velocidad efectiva rio arriba es de
6,5 — 3,5 =3 km/h. En 3 horas recorre 3 X 3 =9 km rio arriba.

EJERCICIO 111.

1°) La suma de dos n(imeros es 10,8 y su diferencia es 4,4. ¢Cudles
son los niimeros?

2°) La diferencia de dos niimeros es 1/6. El triple del mayor menos
el duplo del menor es igual a 1. ¢Cuéles son los niimeros?

3?) Cinco veces lo que tiene A menos tres veces lo que tiene B es igual
a 7 §. Tres veces lo que tiene A més dos veces lo que tiene B es igual a 46 §.
¢Cuénto tiene cada uno?

4°) La edad de Juan més el duplo de la edad de Pedro suma 65 afios.
El duplo de la edad de Juan menos la edad de Pedro da 30 anos. ¢Qué
edad tiene cada uno?

59) Una lancha de motor navega rio arriba a una velocidad de 21 km
por hora y rio abajo a una velocidad de 27 km por hora. Hallar la velocidad
de la corriente del rio y la velocidad de la lancha en agua tranquila.

6°) Un aeroplano vuela a una velocidad de 525 millas por hora a favor
del viento y a una velocidad de 495 millas por hora en contra del mismo
viento. Hallar la velocidad del viento y la velocidad del aeroplano en aire
tranquilo.

7°) Un bote navega 26 km rio abajo en 2 horas y 6 km rio arriba en
1 hora y 30 minutos. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la
velocidad de la corriente del rio.

8°) Un hombre rema 30 km rio abajo en 3 horas. El mismo hombre
puede remar 2,5 km rio abajo en el mismo tiempo que rema 1,5 km rio arriba.
Hallar la velocidad con que rema en agua tranquila y la velocidad de la
corriente.

99) Una lancha de motor navega rio abajo a una velocidad de 18 millas
por hora y tarda doble tiempo en navegar una milla rio arriba que en nave-
gar una milla rfo abajo. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la
velocidad de la corriente.

10°) Un bote navega 10 km rio abajo en 75 minutos y al regreso demora
150 minutos en recorrer la misma distancia. Hallar la velocidad del bote en
agua tranquila y la velocidad de la corriente.

11°) Un aeroplano hace un viaje de 300 millas en 1 hora y 40 minutos
si vuela a favor del viento, pero si vuela en contra del mismo viento entonces
tarda 2 horas. Hallar la velocidad del aeroplano en aire tranquilo y la velo-
cidad del viento.
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12°9) Navegando a toda velocidad rio arriba una canoa automévil hace
18 millas por hora. Navegando a media velocidad rio abajo hace 15 millas
por hora. Hallar la velocidad méxima de la canoa en agua tranquila y la velo-
cidad de la corriente.

13°) Si a la cuarta parte del mayor de dos niimeros se le suma la ter-
cera parte del menor se obtiene 14. Si el duplo del mayor se divide entre
el menor, el cociente es 6 y el resto es 8. Hallar los nimeros.

14°) La tercera parte de un nimero, més la mitad de otro, es 13. Si se
divide el primero entre el segundo, el cociente es 2, y el resto es 4. Hallar
los nmeros.

15°) En una granja 2/3 del nlimero de gallinas blancas és igual a 5/7 del
niimero de gallinas pintadas; 2/5 del niimero de gallinas blancas, mas 10 ga-
llinas, es igual a la mitad del niimero de gallinas pintadas. ¢Cuéntas gallinas
hay de cada clase?

16°) Dos nimeros estin en la.relacion de 5 a 8. Si a cada uno se le
suma 6, los nuevos niimeros estin entonces en la relacion de 2 a 3. Hallar
los nimeros primitivos.

17°) Si se suma 4 al numerador y al denominador de un quebrado, la
fraccion resultante es reducible a 1/2. Si se resta 2 del numerador y del
denominador la fraccién resultante es equivalente a 3/8. ¢Cuél es la fraccién
original?

18°) En una batalla del Norte de Africa habia 4 tanques italianos por
cada 3 tanques ingleses. Durante la batalla los italianos perdieron 20 tanques
y los ingleses 10 tanques y quedaron entonces 5 tanques italianos por cada
4 tanques ingleses. ¢Cuantos tanques italianos y cuéantos tanques ingleses
habia al comienzo de la batalla?

19°) La tercera parte de lo que tiene Juan mas la cuarta parte de lo
que tiene Ramoén es igual a 16 §. Si Juan le diese 4 $§ « Ramén entonces
la quinta parte de lo de Juan mas la sexta parte de lo de Ramén serian
10 §. ¢Cuénto tiene cada uno al principio?

20°) La edad de un hijo mas la tercera parte de la edad del padre
suma 22 afios. Dentro de 6 anos la edad del padre excedera al duplo de la
edad del hijo en 10 afos. ¢Cuil es la edad actual de cada uno?

21°) Tres veces la edad de Alicia menos cuatro veces la edad de KEster
son 3 anos. Hace 4 anos el duplo de la edad de Ester excedia en 1 afo
a la edad de Alicia. ¢Cual es la edad actual de cada una?

22°) Tomas y Pedro juegan entre si. Al comenzar el juego la tercera
parte del dinero de Pedro excede en 4 $§ a la cuarta parte del dinero de
Tomaés. Al terminar el juego Tomés ha perdido 30 § y entonces el duplo
de lo que le queda a Tomaés, més 2 §, es lo que tiene Pedro. ¢Cuénto tenia
cada uno al principio?

23°) Se reparten 80 monedas entre 3 nifios y 4 nifias. Cada nino recibe
igual nimero de monedas, y las nifias otro nmero, igual para cada una
de ellas.
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Si ese reparto se hubiere hecho entre 2 nifios y 5 nifas, se hubiesen
necesitado 86 monedas: ¢Cuéntas monedas correspondié a cada nifio? ;Cuéntas
a cada nina?

24°) El empresario de un cine resuelve contribuir a una obra benéfica
con 60 centavos por cada entrada de mayores y con 40 por las de ninos.
Aegisten 250 personas y el importe que dona es de 128 pesos. (A cuéantas
entradas de mayores y cuantas de nifios corresponden?

25°) Con el mismo fin, otro empresario contribuyé con parte del importe
de las entradas de varias funciones. En la primera funcién, entraron 144 ma-
yores y 240 nifios, y se reunieron 264 §; en la segunda funcién entraron
180 mayores y 150 ninos, y se alcanzé a 255 $. :;Con cuanto contribuyd
por entrada de mayor y con cuénto por la de nino?

26°) Cuarenta y una monedas, de 5 y 10 centavos suman 2,95 $§. Hallar
cuantas hay de cada clase.

27°) La diferencia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades
de un nimero de dos cifras es 1. El nGmero aumentado en 6 es igual a
7 veces la suma de las cifras. Hallar el nimero.

28°) La suma de las cifras de un ntmero de dos cifras es 8. Si al
nimero se anaden 18 el nimero resultante estd formado de las mismas cifras
en orden inverso. Hallar el nlimero primitivo.

29°) En un numero de dos cifras el triple de las decenas mas el duplo
de las unidades es 16. Si el niimero se divide entre la suma de los valores
absolutos de sus cifras el cociente es 3 y el residuo es 4. ¢(Cuél es el nimero?

30°) La distancia entre A y B es de 500 km. Un moévil parte de A hacia
B, con velocidad constante, al mismo tiempo que otro sale de B hacia A, tam-
bién con velocidad constante, y tardan 5 horas en encontrarse. Si el segundo
movil saliese de B en direccién opuesta a A, el primero tardaria 25 horas en
alcanzarlo. (Cual es la velocidad de cada uno?

31°) Dos muchachos estin a 100 metros de distancia. Si corren en sen-
tido opuesto, uno hacia el otro, se encuentran en 10 segundos, pero si corren
en el mismo sentido el mas ridpido alcanza al otro en 50 segundos. Hallar
la velocidad de cada uno.

32?) Una sociedad cientifica invirtié cierta suma de dinero al 5 9% para
instituir, con el interés de esta suma, un premio anual. La tasa del interés
fué reducida al 4 % y entonces la sociedad tuvo que incrementar el capital
invertido en 750 $ para poder mantener el mismo premio. ¢A cuanto ascendia
el premio?

33?) ¢Cuéntas libras de plomo y cuéntas de cobre puro se deben agregar
a 200 libras de una aleacién que contiene 20 9% de plomo y 309 de cobre
para obtener una aleacion que contenga 25 % de plomo y 50 % de cobre?

34°) Dividir el numero m en dos partes que estén entre si como p es a q.

35°) Dos maquinas de imprenta trabajando juntas pueden imprimir un
libro en 20 horas. A las 15 horas una de ellas se rompe y entonces tarda
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la otra 9 horas mas en terminar el trabajo. ¢Cuéntas horas necesitaria cada
maquina para imprimir ella sola el libro?

36°) Para un experimento necesitamos 18 gramos, en total, de dos pro-
ductos, y los pagamos 5,80 $§. Uno de ellos cuesta 0,30 § el gramo y el
otro 0,35 $. ;Cuantos gramos hemos comprado de cada uno?

37°) Un granjero desea cercar un lote rectangular de terreno. Si usa un
material que cuesta 2,40 § por vara para el frente del lote y un material que
cuesta 2,10 $ por vara para los otros tres lados, la cerca le cuesta 589,50 §$.
Si usa el material mas caro para los cuatro lados la cerca le cuesta 648 $.
¢Cuales son las dimensiones del lote?:

38?) Dos nadadores A y B se entrenan para una competencia de relevo
en una piscina de 30 metros de largo. A nada 2 largos y le sigue B que
nada también 2 largos y lo hacen en un tiempo total de 76 segundos. Si A
nada 1 largo y B 3 largos, entonces lo hacen en 74 segundos. Hallar la velo-
cidad de cada uno.

399) Dos corredores se entrenan en una pista circular que tiene 180 metros
de circunferencia. Cuando corren en sentidos opuestos se encuentran cada
15 segundos. Cuando corren en el mismo sentido el mas rapido alcanza al
otro cada 90 segundos. Hallar la velocidad de cada uno.

40°) Cierto dia la velocidad del viento era de 40 millas por hora =a
2 000 pies de altura y de 25 millas por hora (en el mismo sentido) a 6 000
pies de altura. Un aeroplano volé cierta distancia a 2 000 pies de altura en
4 horas y regreso a 6000 pies de altura en 5 horas. Hallar la velocidad
del aeroplano en aire tranquilo y la distancia que volé en el viaje de ida.

3. La suma de las edades de una sefiora, su esposo y su hija
es de 84 arios. La quinta parte da la edad de la hija es igual a la
diferencia entre las edades del padre y de la madre. La suma de
las edades de la madre y la hija es igual a 4/3 de la edad del padre.
¢Cuél es la edad de cada persona?

1) Representacion.

Sea

x = edad de la esposa (en afos),
— edad del esposo,
z — edad de la hija.

~

2) Planteo.

Segin la primera condicion del enunciado, se tiene

[1] x+y+z=84
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De acuerdo con la segunda condicién, se tiene

z
—=y—X

5

Multiplicando ambos miembros de esta ecuaciéon por 5 y trans-
poniendo, resulta:

[2] 5x —5y+4+2=0
Por ltimo, la tercera condicién del enunciado expresa

4
x+z_?y

Multiplicando ambos miembros por 3 y transponiendo se
encuentra

[3] 3x — 4y +3z=0

El problema propuesto conduce, pues, al sistema [1]-[2]-[3]
de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas.

3) Resolucién.
Aplicando el método estudiado en § 120 tendremos:

[4] [1] x4+ y+z=284
[2] 5x — 5y + z= 0

[1] —[2] —4x +4 6y = 84

[4] 22 —2x + 3y = 42
Eliminando ahora z entre las ecuaciones [1] y [3]:
[5] [11 X 3 3x 4+ 3y + 3z = 252
[3] [3] X 1 3x—4y+3z= 0
[6] [5] — [3] 7y = 252
y= 36

Como la ecuacién [6] solamente contiene la incognita y, su
valor se obtiene inmediatamente. Sustituyendo y = 36 en [4]
resulta

—2x + 3(36) = 42
— 2x = — 66
x = 33.
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Sustituyendo ahora x =33, y =36 en [1] se halla

33 + 36 4+ z—= 84
z=15.

Por consiguiente, la esposa tiene 33 afos, el esposo 36 afos
y la hija 15 afos.

4) Comprobacion.

La quinta parte de la edad de la hija es 3 afos y la diferencia
de edades de sus padres es también 3 afios.

Por otra parte, la suma de las edades de la madre y la

hija es 48 anos, que es igual a 4/3 de la edad del padre (4/3 de
36 = 48).

4. La suma de los valores absolutos de las tres cifras de un
nuamero es 14. La cifra de las decenas es igual a la suma de las
cifras de las centenas y unidades. Si del namero se restan 99 se
obtijene otfro numero que se comporie de las mismas cifras, pero
en orden inverso. ¢Cual es el nimero original?

1) Representacion.

Si la cifra de las centenas del nimero buscado se representa
por x, la cifra de las decenas por y, y la cifra de las unidades
por z, la representacion polindmica del nimero sera, teniendo en
cuenta el valor relativo de las cifras, 100x 4 10y 4+ z. Tene-
mos, pues,

Cifra de las centenas x

Cifra de las decenas y

Cifra de las unidades z

El namero 100x 4+ 10y 4 2z

El nimero con las cifras

en orden inverso 100z 4+ 10y 4+ x
2) Planteo.

La primera condicién del enunciado conduce a la ecuacién
[1] x+y+z=14
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La segunda condicién da

[2] y=x-+2
o bien,

x—y+2z=0
Segun la tercera condicion tenemos
100x + 10y 4+ z — 99 = 100z 4 10y + x.
Transponiendo y reduciendo términos semejantes resulta

[3] 99x — 99z = 99

x—z=1
3) Resolucion.

Hemos obtenido asi el sistema

[1] x+y+z=14
[2] x—y+2z=10
[3] X —z="1

que es de una forma relativamente sencilla. Restando las dos
primeras ecuaciones se encuentra inmediatamente

2y =14, de donde, Y "7,

Sumando ahora las dos primeras ecuaciones se obtiene

2x+2z=14
o x+ z=17
y como la [3] es x— z=1

sumando y restando resulta
x=4, =3
Por tanto, el nimero buscado es 473.
4) Comprobacion.

Suma de las cifras: 4 -+ 7 4+ 3 = 14
Cifra de las decenas: 7 —= 4 + 3 (centenas -} unidades)
Ademas: 473 — 99 = 374.
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EJERCICIO 112,

1°) La suma de tres numeros es 13. El triple del menor mas el mediano
excede en 5 al duplo del mayor. EIl triple del mayor mas el duplo del
menor excede en 4 a cuatro veces el mediano. Hallar los nimeros.

2°) La suma de tres nimeros es 36. El mayor mas el duplo del me-
diano mas el triple del menor suma 58. El duplo del mayor mas el triple
del mediano menos el quintuplo del menor es igual a 40. ¢Cuales son los
nameros?

3°) La suma de las edades de Manuel, Pedro y Julidn es 44 afios. La
suma de las edades de Manuel y Pedro excede en 10 anos a la edad de
Julidn. La suma de las edades de Manuel y Julidn es un afo menos que el
duplo de la edad de Pedro. ¢Cuél es la edad de cada uno?

49) A, B y C tienen 52 $ entre los tres. Lo que tiene C es 3/10 de lo
que tienen A y B conjuntamente. Si B le diese 5 $§ a A entonces A y B
tendrian la misma cantidad. ¢Cuéanto tiene cada uno?

5°) En una hora, una lancha, un automévil y una avioneta recqrrieron
510 km. Si la lancha corre 2 horas, el automévil 3 y la avioneta 2, hacen
en total 1170 km. Si la lancha corre 6 horas, el auto 2, y la avioneta 5,
hacen 2160 km. ¢Cual es la velocidad de cada uno?

6°) La suma de las edades de tres hermanos es 35 anos. El mayor tiene
dos veces la edad del menor y el triple de la edad del mediano excede en
1 al duplo de la edad del mayor. ¢Cual es la edad de cada uno?

7°) La suma de los angulos interiores de un tridngulo cualquiera es
180°. En cierto tridangulo el angulo mayor es igual a la suma del mediano
y del duplo del menor; y el mediano es igual a la semisuma de los otros dos.
¢Cuénto vale cada uno?

8°) Una parte de un capital de 20000 § estd invertida al 3 %, otra
parte al 4% y otra al 5%, lo que produce en total un interés de 750 $.
Las inversiones al 4% y al 59% producen entre ambas 210 $§ mas que la
inversiéon al 3 %. ¢A cuanto ascienden las cantidades invertidas al 3 %, 4 %
y 5 % respectivamente?

99) Tengo 60 monedas, de las cuales unas son de 5 centavos, otras de
10, y las restantes de 20, con un valor total de 7,25 §. Si las de 5 centavos
fueran de 10, las de 10 fueran de 20, y las de 20 fueran de 5, su valor
total seria de 7,50 $. ¢Cuéntas monedas tengo de cada clase?

10°) Entre A, By C tienen 210 §. Si A da 10§ a By B 30 & a C los
tres tienen entonces la misma cantidad. (Cuanto tiene cada uno?

11°) A y B pueden hacer un trabajo en 3 dias 3/7; B y C pueden
hacer el mismo trabajo en 4 dias 4/9; y A y C, en 3 dias 3/4. ¢(Cuanto
tiempo tardara cada uno trabajando solo?

12°) La suma de las tres cifras de un niimero es 12. La suma de las
cifras de las centenas y decenas excede en dos a la cifra de las unidades.
Si al nimero se suma 198 el nuevo niimero tiene las mismas cifras en orden
inverso. ¢Cual es el nimero?
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13°) La suma de las tres cifras de un nimero es 15. EI triple de las uni-
dades mas la cifra de las decenas excede en 1 a la cifra de las centenas.
Si al nGimero se resta 45 el nuevo niimero tiene las mismas cifras del nimero
primitivo exceptuando el orden de las decenas y unidades, las cuales aparecen
intercambiadas. Averiguar cuidl es el nimero primitivo.

14°) La suma de las tres cifras de un nimero es 13. Si el namero de
dos cifras formado por las decenas y unidades se divide por la cifra de las
centenas el cociente es 6 y el resto es 0. Si del nimero se resta 270 resultan
intercambiadas las cifras de las centenas y decenas pero se conserva la cifra
de las unidades. ¢Cuél es el nimero?

15°) En un nimero de tres cifras la cifra de las centenas es igual a la suma
de las cifras de las decenas y unidades. El duplo de las centenas es igual al
triple de las decenas. Si el niimero se divide por el niimero de dos cifras
formado por sus decenas y unidades el cociente es 15 y el resto es 18.
¢Cuél es el niumero?

16°) La suma de las tres cifras de un niimero es 9. EIl n(imero no varia
porque se escriban sus cifras en orden inverso, y si se le suma 27 se inter-
cambian las cifras de las decenas y unidades. Hallar el nimero.

17°) Un tanque tiene tres llaves de agua. Si se abren las llaves A y B,
al tanque se llena en 6 horas; si se abren las llaves B y C, se llena en 8 horas;
y si se abren las llaves A y C, se llena en 4 horas. ¢En cuanto tiempo se
llenari el tanque por cada una de las llaves abiertas separadamente?

18°) Tres jugadores A, B, C, convienen en que el perdedor duplicara el
dinero de los otros dos. Juegan tres partidos. A pierde el primer partido;
B pierde el segundo; y C, el tercero. Si cada jugador finaliza con 16 §,
écuanto tenia cada uno al comienzo del juego?

19°) La dieta de un individuo se compone de 5 onzas de proteina, 2 onzas
de grasa y 18 onzas de carbohidratos, y consiste en leche, cereal y huevo.
Si la leche tiene 3 % de proteinas, 4 % de grasa y 5 % de carbohidratos, el
cereal tiene 14 % de proteina, 2% de grasa y 72 % de carbohidratos, y
el huevo tiene 15 % de proteina y 10 % de grasa, hallar las onzas que debe
tomar diariamente de cada alimento. (1 onza — 28,35 gramos; pero conviene
resolver el problema en onzas y fraccion decimal).

EjErcicio 113. (REPASO).

Resolver algebraicamente los sistemas siguientes:

1°) 3x— y=10 2°) —4x+43y=27
x+3y=10 2x+ 5y =19
3°) 7x+4y =280 4°) 3u+48v=-—1
5x—6y= 4 6u—6v= 3,5
59) 06x—05y=—0,5 6°) 0,25x+4 0,17y = 0,101
09x+4+04y= 73 0,20x — 0,09y = 0,013
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x y X y
”?) —+4+—=9 8°) —+4+-—=-—4
) 5+3 2 4+ 5
x
3 9 6 7
x x— 2 2 3
99) +y_ y=3 109) x+y x + y=6
2 3 5 6
x4+ 2y x—2y 3x--y x—3
— =3 =+ g =38
3 4 10 6
x—3 -3 x —1 4 5
11°) ¥ — DL 12°) —+4+—=35
3 4 6 x y
2x+4+3 3y+3_4x+y-}-5 3 4 -
5 8 6 x y
2 3
139) 4 =7 149) 3x+4—= 35
3x 4y y
5 1 6
— =8 5 ——=-5
3x 2y y
159) x+y=2b 169) O uiad 2 BV 1
x+y= o
a? 4 b? a? + b?
x y 4ab bx ay 2ab?
a—b a+b  at—b? a+b a—b  b®—a?

Resolver graficamente los siguientes:

17°) 2x—y= 6 18°)
3x+y=14

19°) 2x+3y= S 20°)
x— y=-—5

x+2y=1
2x — y=17
2x+ y=6
4x +2y=3

21°) Si 5 piezas de cobre y 4 de niquel pesan 15 kg; 7 de cobre y 5 de

niquel pesan 20,1 kg.

22°)

¢Cuanto pesa la pieza de cada metal?

Si la longitud de un rectangulo fuese 9 metros mas corta y la

anchura fuese 6 metros mas larga, la figura seria un cuadrado con la misma
drea que el rectangulo. ¢Cuéales son las dimensiones del rectangulo?

23°) Un capitalista tiene invertida cierta cantidad de dinero al 5% y
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otra cantidad al 6 %, lo cual le produce en total un interés anual de 5850 §.
Si la primera cantidad estuviese invertida al 6 % y la segunda al 5% el
interés total anual seria de 150 $ menos. ¢Cuénto tiene invertido al 5 %
y cuanto al 6 %?

24°) El equipo de pelota de un Instituto se compone de 20 jugadores
entre regulares y suplentes. Para competir con otro club, una parte del equipo
se trasladé en émnibus y el resto en automévil. Los que fueron en émnibus
pagaron 1,60 § cada uno y los que fueron en automévil 1,80 $ cada uno. Si en

total el viaje costé 33,80 §, :;cuéntos fueron en émnibus y cuéntos en auto-
movil?

25°) Un tanque contiene una mezcla de alcohol y agua. Si se afiaden
8 litros de alcohol la mezcla contendra 90 9% de alcohol, pero si se afa-
den 8 litros de agua la mezcla contendra 75 9% de alcohol. Hallar las canti-
dades de alcohol y de agua que hay en la mezcla primitiva, en galones y
fraccion.

262) Un O6mnibus hace normalmente el viaje de A a B en 2 1% horas.
Aumentando su velocidad en 8 km/h podria hacer el viaje en 2 14 horas. Ha-
llar la distancia de A a B y la velocidad usual del émnibus.

27°) Un nimero de dos cifras es igual a 7 veces la suma de los valores
absolutos de sus cifras. Si se invierte el orden de sus cifras el nimero resulta
disminuido en 27. ¢Cuél es el niimero?

28v) Una lancha puede viajar 40 km rio arriba y regresar en 9 horas.
La misma lgncha puede viajar 32 km rio abajo y hacer la mitad del viaje
de regreso en 5 horas y 12 minutos. Hallar la velocidad de la lancha en agua
tranquila y la velocidad de la corriente. [Si x e y son las incégnitas, comién-
cese por determinar los valores de las incognitas auxiliares x4y =1x',
x—y=y'.]

29?) Una compaiia naviera concede un ntimero fijo de horas de licencia
por los 20 primeros dias de navegacién corridos, y un cierto nimero de horas
por cada dia adicional en exceso. Si por un viaje de 25 dias se dieron 90 h
de licencia y por uno de 40 dias. 180 h, hallar el fijo por los primeros 20 dias
y el adicional por dia.

30°) Un automoévil recorre un camino AB compuesto cde subidas, bajadas
y tramos horizontales. En la subida su velocidad es de 60 km/h; en las ba-
jadas, de 80 km/h; y en los tramos horizontales, de 70 km/h. Si el automévil
tarda 9 horas en ir de A a B y 8 horas 40 minutos en el regreso de B a A,
hallar la longitud total de las subidas y la longitud total de las bajadas
(de A hacia B) sabiendo que los tramos horizontales suman en total 210 km.

Resolver los sistemas siguientes:

31°) S5x—3y+42z=5 32°) 2x—3y+4z=9
3x+4+4y —3z=2 4x+5y—3z=—4
2x+3y—2z=2 6x+ y+6z=3
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33°) 3x+4 y =20 34°) 8u—3v+4w= 1
x +2z=26 Su+4+2v— w= 7
3y+ z=—22 2u+3v+6w=19
x y z 4 1 2
35¢) —4—4+—= 9 36°) —_—t—t—=12
2 3 5 x y z
x y+z - 3+5+3 3
3 9 " T x y z
x+y+z_13 2+3 B 9
6 2 2 x v
37°) —x+4+2y—2z= a 38°) 2x+4+2y— z=2a
2x+4+ y— z=3a 3x— y— z=4b>b
3x+ y+3z=4>H 4x+3y—3z—a+b
39°) ax+cy—bz=2a? 40°) x+2y+3z—4u=16
cx—by+ az=2ac—b? 2x + =z =10
bx+ay+cz=2ab+4c? 4y +2z+4+ u=25
4x 43y —5z =21

41°) La cilindrada de las motocicletas de Carlos, Luis y Raill suma
1225cm3. La moto de Raul es de 175cm?® mas que la de las otras dos
motos juntas. Sumada la cilindrada de las de Carlos y Rail, excede en 25 cm?
al doble de la otra. ¢Cual es la cilindrada de cada una?

42°) Las edades combinadas de un padre y sus dos hijos suman 73 anos.
Dentro de 10 anos la edad del padre sera el duplo de la edad del hijo menor.
Hace 12 anos la edad del hijo mayor era el doble de la edad de su hermano.

¢Cuaél es la edad actual de cada uno?

43°) En una caja registradora hay 355 $ en billetes de 1, 5 y 10 $§. El

nimero total de billetes es 58 y el niimero de billetes de 1 § es 5/6 del nimero
de billetes de 5 $. ¢Cuantos billetes hay de cada denominacion?

44°) Entre A, B y C tienen 630 $. Si A tuviese 10 $ menos, B 10 $ mas
y C diez veces lo que tiene, los tres tendrian el mismo dinero. ¢Cuanto tiene
cada uno?

459) En un corral hay ovejas, vacas y caballos en un total de 54 animales.
Sabiendo que el nimero de vacas representa los 3/4 del numero de ovejas,
y el'de caballos los 2/3 del de las vacas, ¢cuantos animales de cada clase hay
en el corral?

46°) Se tienen tres aleaciones de plomo, cobre y zinc las cuales contienen
estos metales en distintas proporciones (en peso), como muestra el cuadro
siguiente:
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1% aleacién 2% aleacién 3% aleacién

plomo 30% 60 % 40 %
cobre 20 % 25% 30%
zinc 50 % 15 % 30%

¢Cuéntos gramos deben tomarse de cada una de estas aleaciones para obtener

una nueva aleacién que contenga 170 g de plomo, 85 g de cobre y 95 g
de zinc?

47°) Se clasifican 260 fichas de cartulina en 30 casilleros, divididos en
tres grupos. A cada casillero del primer grupo corresponden 20 fichas, a los
del segundo grupo 10, y a los del tercero 5. Si en los casilleros del primer
grupo hay tantas fichas como en los del tercero, ;de cuéntos casilleros se com-
pone cada grupo?

48°) La féormula h—=a 4 bt 4 ct2 da la relacién entre la téinpemtura t
en grados centigrados a que hierve el agua y la altura h sobre el nivel del
mar. Si para =100 es h=0, para ¢+ =99 es h—= 1500 y para ¢t =98 es

h=2994, hallar los valores de las constantes a, b y ¢ en la férmula
anterior.

49°) La suma de las tres cifras de un nimero es 14. La cifra de las
unidades es igual a la suma de las cifras de las decenas y centenas. Si al

nimero se suma 270 resultan invertidas las cifras de las decenas y centenas.
¢Cuél es el nimero?

50°) La suma de los valores absolutos de las cifras de un nimero de
cuatro cifras es 21. La cifra de los millares mas la cifra de las decenas es igual
a la cifra de las unidades. La cifra de los millares més la cifra de las cen-
tenas es igual al duplo de la cifra de las decenas. Si al niimero se suma

4 635 resulta un nuevo n(imero con las mismas cifras pero en orden inverso.
¢Cuél es el nimero?

Hallar el valor numérico de los determinantes siguientes:

8 15 6 11
51°9) 529)
7 17 —5 12
4 1 2 2 —4 6
539) -2 -1 3 54°9) -1 2 -3
3 6 0 5 1 2
Desarrollar los determinantes siguientes:
0 b b 1 1 1
55°) | b a a 56°) | a b c
a b 0 az b2 ¢

Resolver por determinantes los sistemas siguientes:
57°) 4x+4Sy= 7 58°) 6x— 5y=25
7x — 2y = 66 8x+4 10y =35
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59°) 2x—S5y+2z=-—2 60°) x+2y+3z2=24
3x+ y—4z= 14 2x —S5y+4z=16
x+8y—3z= 20 3x4+ y+2z=13.

TEST 13.

19) Resolver graficamente el sistema
2x— y=10
x4+ 3y=—2.

29) Decir si el sistema sieniente es posible o no, e ilustrar la respuesta
graficamente:

2x—3y= 6
—4x 4+ 6y =24.

39) Resolver algebraicamente el sistema:

x4+ 2 v+1

= -7
2 Tibug x+y
x—y+ y+4_ x4+ 2y —2
2 3 4

4°) Resolver el sistema

2 3
— 4 — =235
x y
6 2
— 4 —=42.
x y
59) Resolver el sistema
ax+ by=ab
a2 + b?
(a+b)x+(a—b)y=—2—-

6°) Decir si x=3, y=2,z=1 es solucion o no del sistema
x+y+2z= 7
2x—y+ z= 5
3x+y+3z=10.
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7°) Resolver el sistema

8°) Un aeroplano hace un vuelo de 1200 km en 3 horas si vuela a
favor del viento. Volando en contra del mismo viento tardaria 3 horas y
20 minutos en recorrer igual distancia. Hallar la velocidad del aeroplano en
aire tranquilo 'y la velocidad del viento.

9°) Entre A, B y C tienen 200 $§. Si B diese 20 § a C ambos ten-
drian lo mismo y A tendria entonces el doble que uno cualquiera de ellos.
¢Cuanto tiene cada uno?

109) En un especticulo pagan su entrada 400 mayores y 150 nifios y se
recauda 3 950 §. Al dia siguiente entran 500 mayores y 180 nifios y se recauda
4900 $. :(Cuéles son los precios de las entradas?
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EJERCICIOS DE REPASO de los capitulos 11 é 13.

8 2 4 21 26
i e ortp Al Ak
6 1—12x 12
x% 4- 253 x3 — 258 B3
2?) Resolver: ———— 4 2bx= - .
x+b x—b x? — b2

3°) En la féormula L=x(R +r) 4+ 2d despejar r. Hailar el valor
de r cuando R=7dm, L=5,54m, d=12dm (x = 3,14).

4°) Dos lanchas de motor entablan una competencia desde un muelle
hasta una boya y regreso. Una de las lanchas hace 12 millas por hora a la
ida, pero solamente 8 millas por hora al regreso. La otra mantiene una
velocidad constante de 10 millas por hora (tanto a la ida como al regreso)
y gana la competencia por una diferencia de 18 segundos. ¢Cual es la dis-
tancia entre el muelle y la boya?

59) Un barco navega 16 millas por hora en agua tranquila. Si el barco
puede hacer 80 millas a favor de la corriente en el mismo tiempo que hace
48 millas en contra de la corriente, ¢cuél es la velocidad de ésta?

6°) A puede hacer un trabajo en a dias y B en b dias. A trabaja
cierto nimero de dias y es sustituido por B que concluye la obra. Entre los
dos han demorado m dias. ¢Cuéntos dias trabajé cada uno?

7°) Dado f(x) = :_3 , hallar: a) f(—1), b) £(2), c) £(0).

x

8°) La altura de un cono es tres veces el didmetro de su base. Expre-
gar el volumen del cono en funcién del radio r de la base.

99) La presion del agua sobre una superficie es directamente propor-
cional a la profundidad a que esté sumergida. Si la presién sobre cada cm?
del traje de un buzo es de 0,52 kg a 5 m de profundidad, ¢a qué profun-
didad podréd descender sin peligro si el traje soporta una presion de 2,6 kg
por cm??

10°) Constrayase el grifico de cada una de las funciones siguientes:
10

a) y= b) y=0,5x2
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11°) Estudiar la proporcionalidad entre los elementos de la férmula
d’w
8p )

12°) En el analisis de 1000 gramos de una muestra de leche se encontrd
lo siguiente:

AGUR wniiniensieli 870 g Carbohidratos ...... 50g
Proteinas .......... 33g Minerales ......... 7g
Grasas ............ 40¢g

Representar el resultado del analisis mediante un grafico circular.
13°) Resolver el sistema:
xX—y x—2y
+
4 3

=y+1

3x+41 4y +1
— — 1
2 5 Xy

14°) Resolver el sistema:

a? 4 b?

8!+by=?——7

(a+b)x+ (a—b)y=2

15°) Resolver graficamente el sistema:

3x45y=9
y— x=35
16°) Resolver el sistema:
1 1 |

17°) Resolver el sistema:

x+y+4+z=0
(a+b)x+ (b+c)y+ (a+c)z=0
abx 4 bcy +acz=1
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18°) Resolver por determinantes el sistema:

2x+4+3y+ z=238
4x— y—5z=—12
—3x+2y+4z=4

19°) ‘Tres recipientes contienen, respectivamente, 15, 25 y 30 litros de
alcohol de distinta concentracion. Si el contenido de los dos primeros reci-
pientes se juntase la solucién resultante contendria 47,5 % de alcohol. Si se
juntase el contenido del primer recipiente con el del tercero, la soluciéon con-
tendria 25 % de alcohol. Analogamente, mezclando el contenido de los reci-
pientes segundo y tercero resultaria una solucién con el 22,59% de alcohol.
Hallar el tanto por ciento de alcohol de cada uno de los recipientes.

20°) Un metalargico quiere hacer una aleaciéon con 6 partes (en peso)
de plomo, 5 partes de estafio y 3 de bismuto. El (nico plomo que tiene en
existencia se halla en una aleacién que contiene 8 partes de plomo, 5 de
estano y 2 de bismuto. ¢Cuénto debe tomar de esta aleacién y qué canti-
dades debe anadir de estafio y de bismuto para hacer 280 kg de la primera
aleacion?
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EJERCICIO 1.
2°) A:

3°) §5—(0,1)n,

EJERCICIO 3.

1°) a)
d)

g)
a)
e)
a)

e)
i)

3°)

4°)

EJERCICIO 4.

1°) 2,2

) =

99) 1

EJERCICIO 5.

2°) a)
e)
i)
a)

e)

3°)

www.opentor.com

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS.

2 B: 3,6 E:

1
s+_l
n

entero positivo; b) fraccionario negativo; c¢) irracional negativo;

natural; e) fraccionario positivo; f) irracional positivo;
fraccionario negativo; h) irracional negativo; i) entero negativo.
+ 15° b) < 35° c) 0° d) —10°
—20°
+ 9 b) —4 c) + 11 d) +4
—8 f) -9 g) —3 h) 48
+ 6 i) —4 k) —7
1 o=
2°) 8 3°) —2- 4°) V3
- 1
6°) 0,5 7°) V2 8°) 2 —;
10°) i
8
+ 6 b) —6 c) —2 d) 4-3
+ 3 f) =3 g) +35 h) —9
-5 i) 45
+ 5° b) —5° c) — 15° d) —6°
— 5° f) + 14° g) +4° h) —=7°
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EJERCICIO 6.

a)
e)
i)
m)
P)
2°)
6°)

+9
+1
—10

-
e 1’50

— 2 min

EJERCICIO 7.

a)
e)
i)

2°)

-9
+3
— 53
+6
+ 21°

EJERCICIO 8.

a)
e)
i)
m)

29)

EJERCICIO 9.

a)
e)
i)
m)
2°)
6°)

—24
4

5
+6

+ 40
—24°

b)
£)
i)
n)
q)
3°)

b)
f)
i)
n)
3°)

b)
£)
i)
n)
3°)

b)
f)
i)
n)

39)

—6

+6

+ 2,8
+ 7

-12
-7
-8
— 164
180 §

—~5
+7
+8
— 21

-+ 439 anos

+24
—175
— 0,56
—12
+32°

c)
g)
k)

r)
49)

c)

g)
k)

4°)

c)

g)
k)

n)

49)

c)
g)
k)
n)

49)

www.opentor.com

—6,7
+4

~5
—10
—13

22 km/h

— 12
—8
+6
+ 32
—30°

d)
h)
)
0)
s)
59)

d)
h)
D
o)
59)

d)
h)
D
0)

d)
h)
D
0)
59)

413

+9
-7
+3

+ 20
— 10,5
37,5m

+ 41
+2
+ 2,7
750 m

+ 12
—-2,1
+ 35
i

+ 28
+ 1,7

+6
2.5

+ 40°

a) — 150km de A b) —150km c¢) -+ 100km d) 4 100 km
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EJErCICIO 10.
1°)
a) +16 b) +27 ¢) —32 d) + 144
e) —3125 f) 1/16 g) —27/64 h) 0,000 01
i) —216 i 4
39)
2 5
a) 210=1024 b) (—3)5=+729 ¢) 5° & (?)='§'Z?
1 L.}
e) 3° f) (—2)12 g) (*.2_ h) 21
i) 23n» j) 35n—3 k) 35n+3
EJERCICIO 11.
1°)
a) +4 b) —2 ¢) +10 d —6
e) +15 f) —4 g) —2 n) +3
i) 2 3) g
: 2 A 5
29)
a) —2 b) + 20 &N ol d) +02
e) —05 £) +4 g) +17 h) +1
1 1 .
: ; o L 2 -
1) i) 29 k) 5 ) 9
y o n) +1 & == o) 3n-3
G 125
p) 2 Q) 2nte D - 8 3n-2
EJERCICIO 13.
a) 19,5° b) —62° ¢) +1° dy —3°
e) -—0,5°
20) —04°
39) —0,25°
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E)ERCICIO 14.

c) O d) 2—
3
)+1 d) 5,6
C 2 L
) 3 d) 1
c n —
c) +4 d) —8
) + :
SlRE
c) + 27 d) + 16
g) 28
¢) +4 d -9
¢c) +1 d) +1
3°) 1l1a
6°) —c

4x* —9x 411 9°) 3x*}5x2—6x—2

12ac — 2bc

12°) 5a%b -+ 6ab?

10ax 4 3ay 15°) — 54 3x%2y%2%

5°) a) 7 b) 4,1
6°) a) +5 b) —2
7°) a) - b) +3
2 4
8°) a) — 10 b) 43
9°) a) +3 b) —4
10°) a) — 18 b) — 36
11°) a) -+ 81 b) — 128
e) 4° f) 2¢
12°) a) —2 b) —4
e) 33
13° —1 b) -
AT 27
14°) a) O b) —1
EJERCICIO 15.
1) —1 2°) —2a
4°) —3b 5°) —x
7°) —10a+4 11b 8°)
100) —yt—2y2—2 119
13°) 2abc+ 3a’bc 14°)
16°) 3a% —4a’b 4 3ab?+4 b3
18°) x?yz+ xyz+ xyz?
20°) 323 —222—3z+4 12
22°) 6x2y+4 Txy™®
24°) 3x247x1+43x+6
EJERCICIO 16.
1°) 0 29) 1
4°) 4 5°) 0
7)) 2 8%) -3
10°) 2n-—-3

17°)
19°)
21°)
23°)
25°)
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5x2 4 7xy — 4y?
7a’bc — 3ab?c — 3abc?

8ab™1+48a b4 6a—2bh—3
1 5

e ﬂ—xz
3 xy + 5 o

3x’|yﬂl + x?ym

3°) 2
6°) 1
9°) 2n
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EJERCICIO 17.
1°) 2 2°) 3 3°) 4
4°) 3 52) 3 6°) 4
7°) 0 8°) —2 g°) 3
10°) 4
EJERCICIO 18.
1°9)
a) x2—4x+43
b) 2x*—5x2—3x48
c) ¥+y*—9y242y—6
d) —25—2¢04223+42242—8
e) x*43x2—2x—5+42x"1+4x2
2°)
a) —5+4+3x—6x%>+4x8
b) 1—4x—2x34 x5
©) 24y+y*+4y:—y
d) —3+4+2z—22—2'422%4 20
e) 3z 242z14642z+4 2
3°)
a) x2+4xy+y?
b) x34x?y+2xy%?+4y3
c) x*+44ax®—6a%x%?—2a’x + at
d) xX4+x*b—xb%+ x2b% 4 xb* 4 b°

e) X +4x*y —Sxy*—yd 4 x'pt

EJERCICIO 19.

i
1°)
4°)
79)

10°)

entera;
fraccionaria;
fraccionaria;

entera;

2°) entera;
5°) entera;

8°?) fraccionaria;
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II.

19) A:—;—dd’ 29) A=—\£—3-}2 39) A= b':‘"
4°) V=Bh 5°) A=2nrh 6°) A=qnqrg
7°) A=xnr(r+8) 8°) A=g7(R?2~r2) 99) E..—.%mv2
10°) I:E

R

III.

1°) 7 2°) —4 3°) 14

49) —7 52y 0 6°) 4

) 7 8°) 22 9?) 6375

10°0) 1 11°) —9 12°) 0

22 ;

139) -- e 149) = 159) 288

16°) 17°) 15 18°) 6

19¢) 0 20°) —2,25

IV.

1) 360% 2°) 31,5m?® 3°) 38,5 cm?
4°) 320dm? 52) 1004,8 cm?® 6°) 2400 pies
7°) 80m 8°9) 125,6 cm?® 99) 4188,8 cm?
10°) 400 amperios.

EJERCICIO 20.
1) a, biNgs 2°) a, b, d. 3°) e¢,d.
4°) a) —2x% -}5x% —3x, —4
b) 3xy, —x?y?, + 5xy?, —yt

59) a) no b) no c) si d) si e) no f) si g) si
6°)

a) 8a—35

b) —5a-+48b—2c

c) 6x*—8x-+6

d) —7x3+4x2—5x+41

e) x2+42y2+42243x—y—>5z
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f)
g)
h)

i)
i)
7°)
a)
8°)

9°)
a)
10°)

a)
c)

11°)

a)
c)

12°)

1°)
29)
- 3@)

4°)

1°)

4°)

7°)
10°)

www.opentor.com

7x2y — 5xy?2 + 5x2 + xy — y2
3a’bc+ 2ab?c —6abc? 4 6abc
—a?+ 2ab +4 ab1

225 — z1

Ox?yn - xyntl 4 Gyn-2

1 b) 0 c) 7

2 b) 3 c) 4
a,c

8+4+3x—x2—2x8 b)
a® 4 a’x 4+ ax? 4 x° d)
x3—2x244x—3 b)
x3 — bx?2 — b d)

2xﬂ+2 + 4xﬂ+1 + x" — 3:”-1 + xﬂ-z

d) 2

x!'+54+x4 x2 —x8
x?24x148+4 x4 x2

4+x2—x+4+3+4+2x2
x24+x+4+1—x"14x2

a) fraccionaria b) entera c¢) fraccionaria
a?=>b%+4¢c?
bc=ah
az+4+b2+c? +d?=m?+ n?

2
Ve -V— B

3
—34 29) 2 39)

5

27 5°) +3 6°)
- 71 8°) 74 99)
— 212,
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EJERCICIO 21.
I.
1°) 3a+2b—5¢ 2°) x—y+2z—3u
3°) —2a+3b 4°) 3x+42y—=z
5°) x2 44y 6°) 2xy+42
7°) —2a?b -+ ab? 8°) —3a2+3b+43p2
9°) —7x+4 4y 10°) a4 2xy
11°) 2x2 4 2xy + 4y? 12°) —7a+3b+3c—d
13°) —x2—2)2 4627 14°) —3x’y 4 3xy2 4+ 3y3
15°) —a?’bc— 2ab?c+ 3abe?
II.
1°) a~—b+c+a’+b>+c?+ab+2
29) 3b-—2c 39) 2x*—7x —x2+49x+42
4°) 4 —3x 4 2x%+4+2x3 59) 3a?+4 2ax -+ 3x2
6°) 7y —3y2—2y—2 7°) 2x24+5x—1—x"1+43x2
8) 3x*+4+2x34x2—x—35 99) 3 xn+2 4 2xn¥l — 2xn
10°) 3a?*" 4 6b%" 11°) 3a+ b+ 5¢
12°) x2 —3xy + 6y? 13°) 4x3 411
14°) ad+bi4 3 —dd 159) 5a’bh? — 11a*b* — a?b* 4 5a’b?
16°) 1,5x3404x>+ 8,4x — 18,6
17°) _7‘a3 —in"’b——ab2
4 2
189) —04x+ 4 —x—1 4 2x~3
199) — 2a" —a™1b+4 a"2b? 4 5bH"
20°) xP — 3xPyd — 32z™.

EJERCICIO 22.

1°)
3°)
59)

3a 2°) —3a
—7a 4°) 7a
a 6°) 6a
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7°) 2x—3y 8°) —3x-4y
99) —9x? 10°) S5ab?
11°) 8b 122) —7b
13°) —c? 14°) 2b + 3a
15°) — 6y —8=x 16°) 22z°
17°) 2xy 18°) — Sxyz
199)  xy? + x2y 20°) 2x#
21°) a—b—c-+d 22°) x+y+z—utv—w
23°%) —12b 24°) 2b
259) —2b+42d 26°) 3x—5y—5z
279) 2x?—7x+3 ' 289) 3x° — 9x2 4 8x — |
209) x3 —3x24+9x—1 30°) —x'-F3x*—6x-+9
319) —x*4x*—3x?—5x4+4 329) —x‘4x"44x+3
33°) yi4-2yi —yl-kdy F 11 34°) —6a*b—2b°
359) —2x"+43x}y—4xy! 36°) —3—5x-+4x*4 x3-F Sx!
37°) —a*c— b%2a—c*h 38°) 6zxy’z—T7x’yz—9xy2z’
399) —x'y 4 x3p? — x2p3 4 xypt 409) xntZ 4. 3xntl — Qxn 4 xn-1
II.

41°) x> —3xy + Sy® —8xz+ 7yz -+ 4z2°
III.

42°9) 2x'—6b6ax®—3a‘x" + at*

1V

43°) 222 F4xy +4xz.

EJERCICIO 23.

1) a--b—c 2°) a—b+4c

3) a—b-4c—d 49) a—b—c—d

5°9) 3a--2b 6°) a—4b

7°) 2x-—35 8°) x —2

9°) x* —2x 10°) x? —8x -2

11°) —a—3b-+c 122) —2x-+ 4y
139) — x4+ x> —5x—2 14°) x2 —y2 — 22

15°) a—b+ 3¢c—3d 16°) a?—3ax — x?

179) x3 —yd 4 29 18%) ab -—3ac -+ be
192) 2u* 4+ uv —vw —uw 20°) a—2b+2c—3d.
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EJERCICIO 24.
19)
a) a+ (b—c+4d) b) a+ (x+ x?—x%)
c) x+(—y—z—u) &) ysfreky—1)
e) a’+b?+4 (¢*—2cd+d?)
29)
a) a—(b+4+c—d) b) 4— (x—x?+4 2x%)
c) x2—(y*+4-2yz-+ 2z2) d) a?— (b>— 2bc+ c?)
e) m’+n®— (p*—2pq+q°)
3°)
s) (ax-+ay)— (cx-+cy)
b) (ax—bx-+ abx) - (cx —dx + cdx)
c) (a®— 2ab+ b?) — (¢? —2cd + d?)
d) (a*+ 2ab+b?) — (x* 4 2xy +y?)
e) (4a244ab+4b?) — (9x2—-6x+1)
f) (ax—ay-+az) — (mx —my -+ mz)
g) (bp—bqg- br—bs) — (cp—cq+cr—cs)
h) (a?—6ab+ 9b%) — (y? — 10y 4 25)
i) (25a® — 10ab + b?) — (9x* — 12xy + 4y?)
i) (a2x+4+b%y + abz) — (c*x 4+ d?y + cdz).

EJERCICIO 25.

1°)
3°)
5°)
7°)
g9?)
11%)
139)
15°)
179)
199)

2a—b—c

0

a—4b + 2c
a—4b-+4c
2y3
4a—6b—3c
S—x
—4a—3x+4+ 7y
8—7b

2

2°) 2b

4°9) 6x—7

6°) x—3:z

8°) a?—4ab+ 2b?
10°) Sa+c

129) —x 412

14°) —3a+b-+6
16¢) — a? — b2 4 ¢?
18°) x4 a

20°) 7z — 2y
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3(a+y) +2(b+y)
4ab’(x—y)

(2a+ 3b) (x+ y?)
5a(b+c) —6d

—a(y+2)
—8a(b+c—d)
(3m+2n)(p +q)

6a(b+ x) +xy

x5 —2x*—3x¥44x249
3x3 4+ 2x2y — 3xy2+4)y°
*+6x3—2x2—4x+5
—x* 4+ 10x342x24+2x—6

— 2x2 4 5x

5 xn y”l
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EjErcicio 26.
B
1°) —2(a+x) 2°)
3°) 3a(b+4c) 49)
59) S5n(n+41) 6°)
7?) x*—2x(y+2) 8°)
99) —3xy—3(x+y+z2) +4alx—y)
10°) —2x®—2x*(y—z) + 3x(y + 2)
II.
1°) 3(x+y) —2(y+2) 2°)
3°) 6a*(x+y)? 4°)
5°) %n(n —1) 6°)
7°) 5a?—8a(b+c) 8°)
99) 2x2+4 2x(y+z) +y(x+2)
10°) 2(x+y) +4alx—y) +5b(x+y)(x—y)
EJERCICIO 27.
1°) 3x*4+6x*+x2+4x+2 2°)
3°) 2x343x2—8x+5 4°)
59) — 5a%h — a?b? 4 ab® — b* 6°)
79) x* —4x2—x+4+9 8°)
9°) 2y54-2y ' +y'+2y2—1
10°) 2284225 — 24 —223 4322 4+2—2.
E)ERCICIO 28.
1°)
a) 3x—2y+4z b)
¢) 3a’b— 2ab’+ ac? d)
e) O
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29)

a) 4a—2b+S5c—2d

b) —x3—3x2-35

c) 33y +y*+21y—353

d) —T7x2y244xy¥+4 2y* 4 22"

e) 2a*(b+c)—3a(b+c)?+3(a+b)(c+d)

3°)

a) 7ab b) —5x+43y

c) 2x2y3 d) —2xnym

e) —2x(a+b+y) f) 2a+b+c+2d

g) a?+4 2ax—12x? h) 5x®—3x2y —12xy? 4 3y°

i) 3a%b% —2ab®
i) alx+y) + 2a%(x+y).—3b(x—y)

4°)
a) 2a—b+2c—d b) a—3c+2d
c) 2xt—5x3y+8x%y?—4y° d) 3x—3y+44z

e) 3x2—3y2+ 22

59)

a) (3ax—4az) — (2by — 2b2)

b) (a® — a?c?) — (b 4 b2d?)

¢) (a?x—a’z—a?xy) — (b%*y — b?%x)

d) (—a?+a?c—ad) — (—2bc— 2bd + 2b?)
e) (am+4an—ap) — (bm+ bn—bp)

6°)
a) 10x—2y —35sz b) —5x*—3ax+4a?
c) 4a-—3 d) —y+2s

e) Sa—2x+y

7°)
2—4xy+7y° +2xzs—22 —5x(y+2).
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EJERCICIO 29.
1°) —6=xy 29) 20xy’s
39) —12a%ph° 4°) —3x3y3%8
5°) 16abecd 6°) —12a%2xty?g?
7°) — 12ab?c?d 8°) — 10xmi3ynit2
9°) a®bSc 10°) 3x2m
119) — x3y375 129) — 2aSn+1
EJErciCio 30.
1°) ab —ac+ ad 2°) px+4gx—rx
39) —3x3+4 15x% — 18x 4°) x%y? 4 x222 — x*
59) 2a*b — 2a?b? + 2ab’ 6°) xt— x84 2x2
79) —2x3y? 4 6x2y3 —4xyt 89) ytz2 —y323 4 y224
1 1
99) -——-x"y:z—?zzy“‘z—-a—xyz3 + x2y%z 4 x2yz? — xy22?
109) 4x°y% —20x5y* + 8xiy® — 24x3y5 - 16x2y7
119) a'b°c? — bSc? + b2c® —a?bic? + a?b?ct* — bict
12°) 4ab’c? — 12a2b3c® 4 20a°b%c3
139) xn+3_23n+2+5xn+1+61n
14°) 6x"11 — 12x7 — 18xn~1 4 9xn—2
150) 2x2n—lpm | 2x°n—2y2m—2 4 2 xny2m—1
EJERCICIO 31.
) f
1°) x* 4 13x 4 40 2°) x2—T7x+412
39) x2+4+4x—12 4°) x2+44x—21
5°) x2—16 6°) —=x?+4+4x—3
7°) 2x? —13x 4 15 8°) 6x24+5x—6
99) 8x2— 16xy 4- 6y? 10°) x* 4 2xz — y* + 2°
11°) 3a* — a?b? — 2b? 12°) x¥4.x*—8x—6
13°) ac—bc—ad +4 bd
14°) am+bm-—-cm—an—bn-cn
15°) m® 4-m’n— mn? — n?
16°) x* —xy —xz—2y? 4 Syz— 222
17°) a% —a%b? 4-a?b* — bb 18°) x* 4 2x1 4 x4+ 2x° —x—2
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199) 1,2x3 4 0,38x2 —4,5x+ 3,6 20°) 2x3 4 a’x? + 4ax + 2a°

21°) x*—6x3y 4 9x%y? — yt 22°) a* -+ a*bh® + bt

23?) x*—y° 24°) x84 5

259) 3x* 4 783y — 18x%y? 4 Sxyd 4 2yt

26°) xt—yt

27°) 042x* 4 1,2x3+46,01x% 4+ 4,82x+ 3

28°) % —x5—9x*43x2+424x— 14

299) x5 —x*-} 10x3 —6x% 4 84x — 80

30°0) —2x4+7x5—5x*+7x*+x*—14x+6

31°) x4 xty*+4y°®

329) 6x*— 5x2y% 4 2x22%2 — 6y* + 23y?z% — 20z*

339) B4y + 22 —3xyz

34°) a*+4b*—1-+4 3ab

359) x*4+3x2y+43xy?+4y3-42°

36°) 2—12x245x34xt—x°

379) antl —agh — 4571 4 5an—2 -} 2an—3

389) x2n+5 — 4x2nti _ Sy2ni3 | 12x20+2 4 21 x2n 1 — [8x20

399) xin—1 40°) at'? 4 a’?b%1 + b4

41°) x*—1 42°) x> -y’

439) —x"T4+7x>—x*—9x3 —4x>+4x—2

44°) x7 —3x% — 13x5 4 40x* — 31x3 + 3x° + 3x

450) a5 — b5

46°) x5 —x*y—2x°y?+2x%y3 4 xyt —y?

479°) 6x7 — 12x%y + 3x5%y? — 11x*y® 4 15x3y% 4 7xy® - 4y7

| 15

1) a) x*—3x*—5x2+4+14x—6 b) x*—2x*—7x*4+8x—2
c) x¢-4+3x3—2x2—T7x+3

20) a) x*—8x%-4 20x*—16x+4 b) x*4+2x*—5x>—6x+4+9
c) x*44x*+4+2x2—4x+1

39) x%—x%—12x* 4 7x3 4 27x>—26x+ 6.

EJERCICIO 32.
1) 6x*—11x—10 2°) x*—7x>+14x—6
39) x*42x3—8x>+49x—6 4°) x*—x3—5x24+8x—4
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59) x5+43x*+4x%+2x+8 6°) y* —y?
7?) xr—y4 8°) x84 32y%
99) 12a* —5a%h — 4a2b? 4 S5ab® — 2b*
10°) a%+4 5a*b+ 10a%5H? 4 10a25® 4 S5abt 4 b
EJERCICIO 33.
1°) 3x8 2°) —2x2 3°) —5abc
4°) 2n 59) —0,5ys 6°) 2x2y
7°) —Say? 8°) —0,25x2y2s 99) 1,5x258
10°) —b 11°) — 2a3b 12°) —4zxmys
EJERCICIO 34.
1°) a-+2b 20) x—2x*
3°) —15a+4 3a 4°) z+4+5+2x1
50) x—446x1—2x2 6°) acl—b"lc+4 abc
7°) —3a%?+4 2ab—5b% 8°) S5x2y—2y2+43
9°) m® —2mPn® 4+ 4mnt 10°) 2x'y7’sf —3x2ys2 4 0,5y2s1
11°9) x2n+1 — xni2 L 248 12°9) am+2 4 3amtl — 4™
EErcicio 35.
I.
1) x4+ 4 2°) x—4
3°) x+8; R=5 4°) a®—5a+18; R=-—159
5°) B2+4+8b+32; R=134 6°) x*+2x24+4x+48
7?) x2—x+41 8°) =224+x+1; R=2
99 x#*4+xr*+22+x+41 10°) —x*4+x2—x+4+1; R=—2
119) 2x2—x—6; R=-—11 1) x2—5x—5; R=8x46
13°) 2 —2x+42 14°) 3a—6a—>5
15°) —a?—-3a-—9 16°) a*+2a®+43a%2+4+2a+41
179) —2b2+b+1 18°) y?—2y+1; R=5y—9
19°) x-41 20°) 0,7x2—08x—03
21°) 0,792 —0,5 22°) 2x*7 4+ 3x*—4
23°) 2x2» —8x" 4 26; R=— 137
24°) x2m . xm™ L]
259) S5atntt 243843 + asn+2 + asn+l
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II.

26°) x—y 27°) x° 4 2xy + y?

28°) x>+ 4xy+ 7y?; R=8y3 299) x2 —xy+y?; R=—2y3

30°) x*—x*y+x2y?—xy*+y* 31°) x+vy

32°) x*—x*y*+ ¥4
33°) x2+4xz—22; R=—2x2%4 2
34°) 2x?>—3ax+4 7a?
35°) 2x*—3x%y—Txy*
36°) =xt*—2x3y + 2x%2y° —4xy3 + 4y*4
37°) x—y—z
38°) x2+42xy—xz+y?’—yz+2?
399) x2 —xy—xz+y?—yz+2°
40°) x—y—z
419) x? —2xy+5xz+4y2+ 10yz+4 2522
42°) x4+ y+ 2z
439) xt —y"
449) xnyn — S5xn—ly2n
459) x3m — 2x2myn 4 4 xmy2n
III.
46°) a) 2x+45y; R=6y?
b) —y—10x; R=24x?
47°) a) 2x—2y; R=3y?
b) y—7x; R=27x*
48°) a) x2yl14x+y; R=y*
b) 2y+2x; R=x*y?—22%y +x*
49°) a) x?y2; R==x?y* —3xy*+*
b) x2y’; R=x'y?—3x%y 4 x°
50°) a) x2+3xy+y?
b) y?+ 3xy + x?

EJErRCICIO 36.
) &
1) 2x+41; R=9 2°)
39) x*—2x—7; R=—6 4°)

Page 436 of 479

3x—2; R=3
2 4+4x+ 18; R=67
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59)
6°)
7°)
8°)
99)
10°)

II.
11°9)
13°)
15°)
17°)
199)
207)

www.opentor.com

129)

x? —6x24+4x—15; R=66

323 —9x242x—11; R=41
x2—3x—13; R=—20x-+20
x2—3x+12; R=—42x+ 30

x? —2xy — 2y2; R=—6y°

222 +xy+4y?; R=—8xy3 4+ 13y4
x—7; R=2

x2—2x+4+3; R=—4

x24+7x+423; R=59
¥ —32 4+ 8x—24; R=280

x*—2x345x2—10x+22; R=—54

+xt4x+4+1; R=4.

EJERCICIO 37.

1°)

3°)

59)

7°)

99)

2

Xk x+1

it e —Ta

x4 x4

x—1
14y
x— 2y
— 2xy?
T

x+ 6y +

x+y+

EJERCICIO 38.

; 2

1°)
3°)
59)
7°)
9°?)

6x3ytzt

— 8x2y23?

a?b? — bt -} b2¢c?
anrt2 4 2antl | gn

14°)
16°)
18°)

2°)

49)

6°)

8°)

10°)

29)
49)
6°)
89)

222 —3xy+5xz—2y2 4+ 5yz— 32
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x+8; R=1Y
2x2 —-x+4+2; R=-—10
4x?2 4+ 4x— 16

xt 4 2x% + 4x2 + 8x + 16

x2+3x+6+
x—2
24 2x 42— 20
x2 —-2x+4+3
4y?
RN x+y
—2y3

22— 22y —¥2+
XYy

a* 4 a’b — ab® — b*

— 7,5a3b3¢?
6 x2n yn
aih3 — 5a3bt — a?p’

aintlipm — g2np2m L gn ph2m+l
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10°) 2x* — 15x3y 4 26x%y%2 — 16xy° 4 64
11°) —2x® 4 5x+6x*+8x*—5x2—12x—4
129) x2n+4 _ 5x2n+3 | Qy2nt2 10x2n+1 — 12x2n - 5 x2n—1

19) x5 —6x' +6x3 4 x—2

20) x5+ x5—4x*—2x347x*+4+3x—6
3°) a®—a®+43a*—3a®+42a’+4+6

49) B® — b5+ 2b% + b% — 3b% 4+ 4b — 4
50) 3x*—11x3y + 13x2y2 — 7xy® + 234
6°) a4 a'h— 2a%b? — 2a%b® + ab* 4 b®

III.
19) 2a2b? + 2a%c? + 2b2c? — at — bt — ¢t
29) 4(a?+ b% + ¢2)

Iv.

1°) —3xyz® 2°) 2a?b

3°) 0,5x2yz—2 49) — 4xmynt2
59) 1,5b—a 6°) x*—x+4+2
7°) 6y —9x+4 12xy 8°) 2xym —x"y
Y.

1) x2—2x—4; R=—6
2°) x242x+7; R=23x+46

3°) 1,2y3+404y?—0,6y— 1,8
- Lo, 1

2 3 4
VI.
1°) a® 4 6a?b+4 2ab2+ 7b%; R=127h°
20) ant2 — 2ant1lpn — 3anphn | gn—1p3e
VII.
1°) x2+425x—111; R =547
2°0) x*—6x2—24x+4; R=-—2
39) x*46x3—4x2—24x+6
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VIII.
7

x4 2
17z —33
29) 24x+4+5+4

19) 3x2—1+4

x2—4x+45
2 2 Sy
3°) x*42x2y+4xy+2y +T—_2_y_
E JERCICIO 39.

1 12

1) x=4 29) 2x=3
4°) 4x=-—1 50) —2x=4
7°) 2y=—8 8°) 3y=3
10°) 6z=

II.

19) x=2 29) x=

4°) 5=x 50) x=-—3

7°) x=6 8°) x=-—12

1
10°) yz?.
EJERCICIO 40.

1°) x=3 2°0) x=4
4°) x=2 59) x=9
7)) x=1 8°) x=6
10°) x=3 119): ixie=2
13°) y= 14°) z=2
16°) y=-—09 179) x=125
19°) x— — 88 20°) =35
22°) x=6 23°) x=-—4
25°) x=-—37 26°) x=3
28°) x=35 29°) x=—1
31°) x=2 32°) x—=4
34°) x=6 359) x=1,25
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3°)
6°)
99)

3°)
6°)
9?)

39)

6°)

9°)
129)
159)
189)
219)
249)
279)
309)
339)
36°)
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37°) x=-—04 389) x=2 39°) x=10,5
40°) x=28 41°) x=0 42°) x=1
43°) x=2 44°) x=-—7 45°) y=2
46°) z=—0,5 47°) x=-—1 48°) y=3
49°) z=-—1 50°) x=—2.

EJERCICIO 41.
1) x+45 2°) x—8 3°) x242
4°) x° 5°) 5x 6°) 3x~4
7°) 0,05x 8) n,n+1,n+42 9°) 2n, 2n+42
10°) x2—x 11°) dg+r 12°) D —dgq
13°) a) 15—x; b) 15+4=x 14°) a) x+2; b) x4+ m
15°) 100c+ 10d 4+ u 16°) 5x+4 10y -+ 20z
17°) 50¢; %m 18°) 100p — 10m — 20n
19°) a) 6x; b) 2x2 20°) %
EJjercicio 42.
1) 15 2°) 10
3°) 4 4°) 9
5°) Pedro, 36; Juan, 12 6°) Julio, 5,50 §; hermano, 4,50 §
7°) Padre, 50; hijo, 10 8°) 25y 26
9°) 20, 21 y 22 10°) 10 y 17
11°) 34 y 97 12°) A, 350%; B, 1050%; C, 21008
13°) 44 y 56 14°) 19 y 28
15°) 16 y 64
16°) cabeza, 3 lbs; cuerpo, 12 lbs; cola, 51bs
17°) ancho, 7 cm; largo, 21 cm
18°) norcoreanos, 21; norteamericanos, 4
19°) 5000§%, 100008, 15000%
20°) 21,25m y 26,25m 21°) 6, 12, 24, 48
22°) 48, 49, 50, 51 23°) 31, 33, 35
24°) 1150% y 250% 259) 308, 22,508%.
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EJERCICIO 43.
1°) A 608%; B 308 2°) A, 225%; B, 758
3°) 14, 10 4°) Juan, 558; Jenaro, 45%
5°) 4 p.m. 6°) 60008
7°) 3% 8°) Padre, 30; hijo, 10
99) Padre, 48; hijo, 12 10°) Padre, 60; hijo, 30
11°) Padre, 35; hijo, 15 12°) Padre, 28; hijo, 7
13°) 15, 10 14°) Madre, 30; hija, 6
15°) 6 anos 16°) 2 anos
179) 30 anos 18°) — 4 anos (hace 4 anos)
199) 2 20°) o
5 8
21°) 100 y 80 22°) 90 y 60
23?) lado del cuadrado, 12; area, 144; 24°) 30 y 31
dimen. del rect,, 18 y 8 259) 19 y 21.

EJERCICIO 44.

1°) 42°, 48° 2°) 80°, 100°
3°) 35cm, 21l cm 4°) 165, 363
59) 36°, 54°, 90° 6°) 15 de 10 ctvs.; 9 de 20 ctvs.
79) 14 de 10 ctvs.; 42 de 5 ctvs. 8) 5de 5% 20de 1§
99) 15 de 5 ctvs.;r 20 de, 10 ctvs.; 10°) 200 mayores; 120 menores
30 de 20 ctvs.
11°) 24 120) 71 139) 63
14°) 13 159) 52 169) 421
17°9) 126 18°) 835 199) 248
20°) 456.
EJERCICIO 45.
1?)
a) x=6 b) x=-—2 ¢), m==1:29Y
d) x=-—25 e) x=-—3 By x=:1:25
g) x=25 h) 2=35 i) y=-—135
) =1
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29)
a) 2x+4 x2
b) 2p+1,2p+3,2p+5
c) 254 x
d) 1.000x4100(2x)+410(x+42)
+(x—1)
e) 10m+4 50n +4 100p
3°) 7 49)
59) 24, 26, 28 6°)
7°) José, 100 §; Pedro, 50 § 8°9)
9?) 720008 10°)
11°) 23 afos 129)
2
139) — 14°)
15°) 4de5%;18de 108; 4de 20$
16°) 93 179)
18°) 800 litros 199)
20°) 6 avestruces; 11 llamas 219)
22°) 5% 239)
24°) hombres, 8 400; mujeres, 7 500;
ninos, 2 500
259) 2 litros 26°)
EJERCICIO 46.
1°) .ab+4 ac—ad 29)
39) 2x%+4 2x2y 4 2x°z2 4°)
5°) pm+pn+qm-+qn 6°)
7°) xu—xv—yu-+tyv 8°)
99) 3ax+3bx— 2ay— 2by 10°)
EJERCICIO 47.
1°9) c¢?+42cd +d? 29)
3°) x24-4zxy-+4y° 4°)
50) 9 4 6b 4 b2 6°)
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A, 128; B, 32

A,18008; B, 12008; C,3600$
A, 1208; B,60$

35, 7

84° 36°

60, 56

623
12000 $ al 3%; 8 000 § al 4%

naranjas, 50 ctvs.;
manzanas, 90 ctvs.; 380 ctvs.

49 &

1 litro.

a® — a?b + ac

a® — a* 4 3a®
pm—pn+4qm-—gqn

a?c? + a2d? + b?c® + B2 d?
6ax —4bx—3ay -+ 2by.

9a2 4 6ab + b*
a4 2a+41
16x2 4 8xy + y*
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7°) a*+ 2a2b? 4 bt 8°) x%4-2x3y% 4 y8
99) =x% 4 2x3 4 x? 10°) a*+4 2a2b3 4 b®
11°) x2—2xy+4y? 129) x2—6x-49
13°) 25— 10a+ a® 14°) 4a2 — 12ab 4 9b?
15°) a? — 8ab -+ 1642 16°) 9x2—6x-+1
17°) x* —2x%y? 4 4 189) p*—2p°q?+ ¢
19°)  x8 — 2x3y3 4 8 20°) a*— 2a2b3 4 b*
21°) x2+4y?+ 224 2xy+ 2xz+ 2yz2
22°) x2+4+y> 422 —2xy+ 2xz— 2y=z
23°) 9a%2+44b%*+4 c®*+ 12ab— 6ac—4bc
24°) xt4-yt 4zt 4 2x%2y% — 22222 — 2% 2R
EJERCICIO 48.
19) 112 —-32 =112 2°) x2—y?
3°) a*-—1 4°) =x2-—-9
59) x%2—25y2 6°) 4a2—pb?
7°) 9a%? —4p? 89) x2~100
9?) 36 — a? 10°) a%b?—4
11°) a* —b? 12°) a*— bt
13°) x% —y0 14°) 25a2x% — y?
15°) 9p* —4q* 16°) 0,04 —a®
17°) x2 4 2xy + y2 — 22 18°) a?x®+4 2abxy+ b2y?2—¢?
19°) 14 2a-+ a2 —b?
20°) (a? 4 b?)2 — a’h? — a* 4 a?b? 4 b*
EJERCICIO 49.
1°) x24-3x+2 29) x247x+4 12
3°) x243x—4 4°) x2—-5x+6
59) x»*44x—12 6°) a’+2a—3
7°) a4 2a—48 8°) at—14a+4-45
99) y2+4 22y + 120 10°) b2 —4b— 96
11°) x2 4 5xy 4 6y2 129) x2—6xy + 8y2
13°) a?-+4 2ab— 15b2 14°) a?b? —ab— 12
15°) a?b%?—2abc— 8¢ 16°) 6x2+4+13x+6
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17°) 6x°%+4 23x + 20 18°) 12x2+4+23x+4+ 5
19°) 8x2—10x—3 20°) 15a®*+4-14a—8
21°) 16m* —34m — 15 22°) 14b°—25b-+ 6
239) 72x*4x—1 24°) 6x2 —25x — 150
25°) 20p* + 28p— 3 26°) 12x® — Sxy — 2y?
27°) 6x? 4 5xy — 4y* 28°) 2a%?—3ab—2b?
29°) 20a*+ 7ab — 6b2 30°) 1242 —6lab + 70b2
EJERCICIO 50.
1°) 303 + 3,30%,5 ++ 3,30,52 + 53 = 42 875
2°) x3-4+6x*+4+12x-+8
3°) 1+43b+3b*4 b3
4°) 8x®+4 12x%y +4 6xy? + y3
5°) a®-+ 12a?b + 48ab* + 6453
6°) 40% — 3,40°%,5 +4 3,40,52 — 57 = 42.875
7°) x*—9x* 4 27x— 27
8°) 8—12a+4 6a®>—a’
9°) x*—6x"y + 12xy? — 8y
10°) 8a®—36a*b + 54ab* — 27b°
11°) x% 4 3x*y? 4 3x2y*4 yb
12°) a% — 3a*b* 4+ 3a’b! — b
13°) 8x%+4 36x*y* 4 54x*y* 4 27yS
149) 27x5 — 135xiy? 4 225x2y* — 125y5
15°) a®+4 3a%b3 4 3a'b® 4 b?
16°) a° — 3a®b? + 3a’bt — b?
17°) a*b* + 3a°b>c* + 3abc! 4 b
18°) m® —3m®pq + 3mp?q® — pig®
19°) x'2 4 3xy 4 3xiy? 4 y?
20°) x%®—3x°y3 4+ 3xyt —y?
EJERCICIO 51.
1°) 23 433 2°) m’+nd 3°) a%4 23
4°) x3+41 5°) 27+ b° 6°) 125a* 4 8b°
7°) p-3 —qd 82) «x3—1 9°) y3 — 27
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10°) 8 —ad 11°) 8a® — 27h% 129) x% — 125y3
13°) a®+4-8 14°) b —8 15°) x5 —y3
16°) a® -+ b° 17°) 8a’ -+ b° 189) 8x% —yb
199) a? —p° 20°) (x+y)3+4 27
EJERCICIO 52.
X
1°9) x—y+z 2°) a4c+b 3°) a—2b+5c¢
4°) x+y+z 59) x+1 6°) a-+5
7°) x4 6y 8°) a?+4b? 9°) m-—1
10°) b—4 11°) 2p—5gq 12°) a2 —p?
13°) x—1 14°) 2 —y 15¢) 3a—2b
16°) 10ab—1 17°) a4 18°) 5456
19°) 7x -+ 6y 20°) ab+4c 21°) a?—a-+1
22°) a?—3a-+9 23°) 4x2 — 2xy -+ y? 24°) a?b?—abc+ A
25°) x2+4-x+41 26°) y*+42y+4 27°) 254-5x 4 x?
28°) 4x246xy+9y2 29°) x?+4xyz+y?22°
30°) (a4 b))%+ (a+ b)cHc2.
EJjERCICIO 53.
A
1°) 3x® —3x%y 4 3x%z 2°) 4a+4 6a’b—4a’c
3°) ax--ay —bx—by 4°) m?2p? +4-m?q? 4+ n?p? + n’q?
59) a?+4 6ab 4 9b? 6%) =x'+4+4x%y? 44y
7°) 432 — 20ab - 25b? 89) O9x*—6x%2y%-4 yt
99) a?+4 b2+ c?—2ab+ 2ac—2bc
10°) 4x2? 4-9y2 42522 — 12xy 4+ 20xz — 30yz
11°) x?>— 100y? 12°) a*—95b?
13°) x2—2x—48 14°) a2+ 7a—60
15°) 10x2+417x+3 16°) 12x2 4 10x — 12
179) 8a®+4- 12a?b + 6ab? + b? 189) 27x%4 27x%y%2 4+ 9xy* + y°
199) g —6a?b 4 12ab? — 8b3 20°) x% —3xiy? 4 3x2yt—y°
21°) x* 4125 22°) 27x% 4 8y°
23°) a3 —64 24°) ad%—275%
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II.

19) 2a+3b+4c 20) 3abc—2+b

3°) 3c+d 4°) 4x2 4 y?

5°) x—2y 6°) 3p—4q

7?) a-—38 89) a?—4

9) S5+vy 10°) 9+ 22

11°) c*—4c+ 16 129) 1 — xy + x?y?

13°) 36x2+4+6x+41 14°) x* 4 x2y° 4 yt
159) (x—y)2—(x—y)z+2?
16°) (a+b)2+ (a+b)(c+d)+ (c+d)2.

EJErRCICIO 54.

1°) a(a—2) 29) x(x-}1)

3°) 3x(2x—1) 4°) y(a—b)

5°) ab(a-+b) 6°) =x(x2-5)

7°) xy*(x—y) 8?) 2x(x*—2x+2)

99) =x(x2+4x+42) 10°) a(a®2—3a+1)

11°) 5pq(p—2q+pq) 12°) 2b(b%* —4b + 2)
139) x*(x® —zxy + y?) 14°) 4ab(2b —a -+ ab)
15°) pgr(l—p+r) 16°) 8x2(3 +2x2+ 5x)
17°) a’bx*(a®+ 2ab’x — b%x) 18°) f2(#2 4 3 —¢4)

199) x2(x3—x+1) 20°) y?z2(x?yz? —2x+4 3z)
21°) 7m®?n%(n+ 2m — 3mn?) 22°) 3a%(3a*—2x 4+ ax?)
23°) a%(1 —a?+ a*—a®) 24°) 4a’b*c*(ac+ 2bc -+ 3ab?)
25°) (a+bB)(x+y) 269 (m+n)(x—y)
27°) (a+b)(x+y-—2) 28°) (a+ 3)(x*+y2)
29°) (x—y)(a?+b%+4c?) 30°) (a4+b+c)(x+vy).

EJERCICIO 55.

1°) (a++bB)(x+4y) 29) (a—b)(m+n)

3?) (a—b)(p—q) 4°) (x—y)(a-}Fm)

59) (x4 2)(x—b) 6°) (y-+a)(y—Db)

7 (x—y)(x—4) 8°) 3y—2z)(x—a)

99) (a-+2b)(c—d) 10°) (u—v)(x—y)
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11°) (x—y)(3a—5b) 12°) —a(2+4+b)(x+y)
13°) (a+3b)(m+ 2n) 14°) (a—3m)(b—2m)
15°) (2+1)(x—a) 16°) (x+2)(x2+4)
17°) (x—3)(x2+2) 189) (x—4)(x2—35)
19°) =x(2x+43)(x2—3) 20°) (az+b)(22—2)
21°) (1—m)(m* +1) 22°) (ab +c?)(a—d)
239) (2x—2z)(y+3x) 24°) (x2+ bc) (ab —cy)
25°) (1 —3a)(3a?—17b2) 26°) (1+4x)(1—=xyz)
27°) (a+b)(x+y+2) 28°) (a—b+c)(x+¥y3)
29°) (3a+2b—m)(m—2n) 30°) (x+y+1)(a—1).
EJERCICIO 56.
1°) (3a+b)? 29) (a—2b)? 3%) (x+4y)?
49) (x—5z)2 59) (2a—3¢)? 6°) (a—1)2
7°) (b+1)2 8°) (x—17)% 9°) (5—y)?
10°) (10x+41)2 11°) (9a —5b)2 12°) (8 —32z)2
139) (1ta+4x2 149 (1—6m)? 159) (x4 %)2
16°) (a—0,25)2 17°) (xy—2z)? 18°) (2a-+4 7bc)?
199) (x2 4 y2)2 20°) (a?—5b2)2 21°) (a%3+43)2
22°) (a® —2x%)2 239) (z¢+41)2 24°) (a?b® —c)2
25°) (2a%2 —95b2)2 26°) (0,1 —x?)?2 27°) (a+b—c)?
28°) (x+y+3)2 299) (4—(x—2))? 30°) (a4+b+c+d)?
EJERCICIO 57.
1°) (80 + 20) (80 — 20) = 6 000 2°) (a+2b)(a—2b)
3°) (b+1)(b—1) 4°) @Bx+y)@Bx—y)
59) (2a+3c)(2a—3c) 6°) (2x+5y)(2x—5y)
7°) (4 +9a)(4—9a) 8°) (104 6x) (10 —6x)
99) (x+0,5)(x—0,5) 10°) (a + 0,015)(a—0,01b)
11°) (ab+3x)(ab—3x) 129) (2a? + bc) (2a%2 — be)
13°) (a® + b2?) (a® — b?) 14°) (x4 7y%) (x* —T7y3)
15°) (20a2? 4 b) (20a%2 — b) 16°) (2x*+y®)(2x* —y°)
179) (11m3 4+ 30n°%) (11m3 — 30n%) 18°) (8x" 4 0,6a°%) (8x" — 0,6a%)
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199)
21°)
239)
259)
269)
279)
289)
299)
30°)
319)
329)
339)
349)
359)
36°)
379)
399)
41°)
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(2xyz+ b1) (2xyz — b*) 20°) (12xy?% 4+ 2°) (12xy? — 2°)
(a%? + x?) (a4 x) (a — x) 22°) (a+b+c)a+b—c)
(4 +b%2)(2+b)(2—0b) 24°) (a—b-+c)(a—b—c)
(1+x)(14+x2)(14+x2)(1—3x)

(x+y+2)(x—y—2)

(a* +16) (a® +4) (a+2)(a—2)

(xy+a—2z)(xy —a-+z)
(a®+1)(at4+1)(a2+1)(a+1)(a—1)
2x—y+2z)2x—y—2)

(x2 +y!) (x+ y2) (x — y2)

(x+y+a—b)(x+y—a-+b)

(a® +9)(a® +3) (a® —3)

— (3a—b)(a+3b)

[((x+»)2+11x+y+D(x+y—1)

3(a+1)(a—1)

(2x+a—35)(—a+1) 38°) 4z(z—y)
(3a+b+2c)(a+3b—4c) 40°) —4a(a?+1)

54 cm? 42°) 36 m?2,

EJERCICIO 58.

1)
39)
59)
6°)
79)
99)

119)

129)

139)

14°)

159)

16°)

179)

18°)

(a— b+ 2x)(a—b—2x) 2°) (x+y+a)ix+y—a)
(x—y+2)(x—y—2) 4°) (2a—b+c)(2a—b—c)
(3a+b+2¢c)(3a+b—2c)

(2x —3y +4a)(2x— 3y —4a)

(a4+b+4+c)(a—b—c) 8°) (x4+y—2z)(x—y+2)
(14a+4+2x)(1—a—2x) 10°) (54+m—n)(5—m+n)
(z+3x—y)(z—3x+y)

(2c+ 5a—3b)(2¢c — 5a+3b)
(10x+y+72)(10x—y — 72)

(y+6a—4x)(y —6a-+44x)

(a—b+c—d)(a—b—c+4d)
(x—z4+y+8)(x—z—y—1t¢)
(2a—c+2b—1)(2a—c—2b+1)
(3—a+b+5¢c)(3—a—b—>5¢)
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199) (5a+3x+4y+2)(5a+3x—4y—2)
20°) (2a—3m+5b+2c)(2a—3m—5b—2¢)
21°) (x—14y+2)(x—1—y—2)
22°) (a+3x+y*+2)(a+3x—y*—2)
23°9) (1—x2+2y+3z)(1—x2—2y—32)
24°) (5x%2 4 a?+3x3 —2)(5x%+ a® —3x3+42)
25°) (xy—1+224+2b?)(xy—1—22— 2b2)
26°) (x—z+1—y)(x—z—1+4+y)
27°) (x2 — y? + a% + b?) (x2 — y? — a®? — b?)
28°) (3a%+ b%+4a®+1)(3a%+b%2— 4a% — 1)
299) (x+2y+a+2)(x+2y—a—2)
30°) (B +y*+x—ad) (B2 +y*—x®+ad).

EJERCICIO 59.

19) (14+x2+x)(14x2—x)

2°) (a? + b2+ ab) (a% + b% — ab)

39) (x243y%+ 2xy)(x% + 3y —2xy)

4%) (5x2+y®+ 3xy) (5x*+y? —3xy)

50) (4a2+ 3b% + 4ab) (4a® + 3b%2 —4ab)
6°) (3a%2—2b2+ 3ab)(3a? — 2b%2 — 3ab)

79) (3x245+42x)(3x2+45—2x)

8°) (m?—4+3m)(m?—4—3m)

99) (&% + b% + 3ab)(a®?+ b2 —3ab)
109) (x2+3y2 + 5xy) (x2 + 3y%2 — 5xy)
11°) (2 + a%+ 2a) (2 + a? — 2a)
129) (x*+ 8+ 4x)(x2+8—4x)
13°) (8x% + y* + 4xy?) (8x% + y* — 4xy?)
14°) (b2 + 32+ 8b) (b2 + 32 — 8b)
15°) (10x2 4 7y + 9xy) (10x? + 7y2 —9xy)
16°) (6a%— 5b%+ 3ab)(6a%— 5b2 — 3ab)
17°) (a® + 20x% + 3ax) (a®+ 20x? — 3ax)
18°) (a?+ 2b% 4 5ab) (&% + 2b* — S5ab)
199) (a2 — bc+ B2 + 2) (a® —bc — b* —¢&?)
20°) (14+zxy+x2+y2)(1+zxy—2x*—y?).
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EJERCICIO 60.

1°) (x+3)(x+4) 2°) (x+4+3)(x+5)

3°) (x+4)(x+5) 4°) (x+2)(x+4)

5°) (x—2)(x—3) 6°) (x—4)(x—35)

7?) (a—1)(a—2) 8°) (a—1)(a—5)

99) (b—2)(b+5) 10°) (b—1)(b+5)
11°) (y—3)(y +6) 12°) (z—1)(z+4)
13°9) (x+42)(x—3) 14°) (x+3)(x—5)
15°) (a+2)(a—T7) 16°) (a+4)(a—6)
17°) (c+1)(c+8) 18°) (¢c—1)(c—38)
19°) (x+4)(x—9) 20°) (x—2)(x+ 11)
21°) (a—3)(a—12) 22°) (a+4)(a+15)
23°) (m—5)(m+4 18) 24°) (c-+8)(c—15)
25°) (x—2y)(x—5y) 26°) (x+3y)(x+4y)
27°) (a—3b)(a+7b) 28°) (a-+6b)(a—8b)
29°) (a—3x)(a—17x) 30°) (y—5z)(y+152)
31°) (a2—3)(a%?—8) 329) (x2+43)(x2—11)
33°) (ab—2)(ab+ 18) 34°) (ab+ 6¢)(ab— 12¢)
35°) (x—03)(x—0,5) 36°) (a4 0,04)(a-+ 0,25)
37°) (ax—4)(ax+9) 38°) (ax+4y)(ax— 10y)
39°) (2 —4)(c2 —16) 40°) (a4 1)(a—1)(a+2)(a—2)
41°) (x2—5)(x?2—23) 42°) (x244)(x2—27)
43°) (a?—6b)(a2+ 20b) 44°) (x+5y%)(x+ 30y2)
45°) (ab + 2c){ab — 50¢) 46°) (y—%)(y—%)
47°)  (x%2 4 4y?) (x2 — 24y2) 48°) (a4 12b)(a® — 15bh)
49°) (x"+5)(x» —24) 50°) (a" + 4) (a" + 36).

EJERCICIO 61.

1°) (2x+1)(x+1) 2°) (2x+1)(x+2)

3°) 2x+1(x+3) 4°) Bx4+2)(x+1)

S°) (4a+1)(a+3) 6°) (2a—1)(a—3)

7)) (2b—3)(b—2) 8°) ((Bx—2)(2x—1)

9°) (Ba—2)(2a—3) 10°) (2a—5)(2a—1)
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11°) (2x—5)(2x—3) 129) (2b—3)(b—4)
13°) (3a—2)(2a—Y5) 14°) (4x—3)(6x—35)
159) (2x+3)(2x—1) 16°) (2x—3)(2x+1)
17?) (2a—3)(a+4) 18°) (4b+1)(3b~—1)
199) (3a+4)(2a—1) 20°) (2x—1)(x+3)
21°) (2x—5)(3x+2) 22°) (4a—1)(a+5)
23°) (2b—5)(2b—3) 24°) (2x+3)(x—3)
259) (2x+3)(3x—17) 26°) (3zxy—1)(2xy+1)
27°) (6x+5)(x—35) 28°) 8y +3)(y—3)
29°) (4x—5)(x+7) 30°) (6x—5)(x+9)
31°) (3x+a)(2x—3a) 32°) (2a—b)(a—6b)
33°) (3a+4b)(3a—2b) 34°) (2x+5y)(4x—T7y)
35°) (5x+y)(2x—3Sy) 36°) (Sy+2z)(2y —52)
37°) — (5x—y)(x—6y) 38°) — (4a-+3b)(6a—5b)
399) (4x—3a)(2x—5a) 40°) (6x—S5y)(5x+3y)
EJERCICIO 62.
1) (x+y)(x2—xy+y)? 2°) (ab+c)(a%b? — abc + ¢?)
3°) (14+B)(1—b+b?) 4°) (x+2)(x2—2x+4)
59) (a+5)(a?—5a-+4 25) 6°) (3x+1)(9x2—3x-+1)
7?) (x4y)(xt—xPy +x2y? —xy3 4 y*)
8°) (a+1)(a*—a®+a2—a-+1)
9°) (2x+y)(16x* —8x%y — 8x%y 4 4x2y% — 2xy% 4 y*)
10°) (2a+ 3b)(16a* — 24a%b + 36a2b? — 54ab® 4 81b*)
11°)  (x 4+ y?) (x2 —xy? + y*)
129) (x+y%) (x* — x3y% + 22yt — xy° + ¥°)
EJERCICIO 63.
1) (x—y)(x2+xy + ¥2) 2°) (a—bc)(a?+ abc + b%c?)
3°) (a—1)(a?+a+1) 4°) (x—5)(x2+4+5x+ 25)
5°) (y—2)(y*+2y+4) 6°) (2x—5y)(4x2+ 10xy + 25y?)
79) (x—y)(x*+ 2Py + x2y2 + xy° + y!)
8°) (a—2)(a*+ 2a°+ 4a%+ 8a -+ 16)
99) (2x—1)(16x*+8x3+4x2+4+2x4 1)
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12°) (x® — a) (x® + ax® + a®x* + a3x? + af).
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10°) (3a—2b)(81a* 4 54a%h + 36a2b2 + 24ab3 + 1654)

(x—y)(x2 4 xy3 + ¥8)

+¥2) (x—y) (224 xy + y2)

+ a®x + a?x? 4 ax3 4 xt)

+a(b+c) + (b+c)?].

(x—3)(x2—x41)
(x—1)(x+2)(x+3)
(x+3)(x2—3x—1)
(x+2)(x2+5x+42)

EJERCICIO 64.
1°) (a%? + b?) (a* — a%b? + b*)
2°) (a+b)(a?—ab+ b2)(a—b)(a%+ ab + b2)
3°) (x4 4y?) (x*—4x2y? + 16y%)
4°) (x+2y)(x* —2xy + 4y?) (x — 2y) (x2 + 2xy + 4y?)
5°)  (x* 4 y*) (x® — xfy* 4 y8)
6% (2+y)(xt—x2y2+y)(x+y) (22 —xy +
7°)  (a® + x?) (a® — a®x® + a*x* — a%x® + x8)
8°) (a4 =x)(a*t—ax+a?x2 —ax3+4x*)(a—1x) + (at +
99) (x241)(x*—1x2-41)
10°) (a*+ 1D (a?+1)(a+1)(a—1)
11°)  (x*+y*) (x16 — x12p4 4 x8y8 — x4y12 | pl6)
12°) x4+ —x+ 2 —x+Dx—D((xt+x2+x24+x+1)
13°)  (x* 4 y2) (x® — xty? 4 y*)
14°)  (x* +y) (x* —x?y + y*) (22 — y) (2! + x2y + y?)
15°) (a*+49)(a® —9at 4 81)
16°) (&’ 4 3b%) (a* — 32262 4 9b*) (a? — 3b2) (a* 4 3a2b2 + 9pb4)
17°)  (x2y2? 4 25) (x%y? — x2y228 4 212)
18°) (a3+b)(a°.—a3b+b2)(a"’~b) (a® 4+ a%b + b?)
199) [(a+bB)?+ ll(a-+ b))t — (a4 b)2c? + ct]
20°) [a+b+clla®>—a(b+c) + (b+c)?l[a—b—c] + [a2 +
EJERCICIO 65.
1) (x+2)(x2+x+41) 2°)
3°) (x+1D(kx—2)(x—3) 4°)
59) (x—5)(x2—3x+41) 6°)
7°) (x+3)(x*—=3x-+41) 8°)
9?) (x+1)(x—2)2 10°)
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11°9) (x—3)(x*—2x241)
13°) (x—3)(x*+x+42)
15°9) (x—2)(x+3)(x24+x+1)
179) (x—3)(x—4)(x2—x+1)
19°) (x4+4)(x2—4x+42)
20°) (x—1)(x—2)(x—3)(x—4).
EJERCICIO 66.
1°) 3 3°) 5
2°) 11 4°) 4
II.
1°) 13 3°) 1
2°) 5 4°) 0
III.
1°) No 59) No
29)  Si 6°) Si
3°) Si 79) No
49) i
IV.
1) —(Gx+-y)(y—2)(z—1x)
2°) (x+y)(y+2)(z+1x)
3°) (a+b)(b+c)(c+a)
4°)
59) 3(x+y)(y+2z)(z+x).
EJERcCICIO 67.
1°) Si 2°) Si
5°) No 6°) Si
9°) No 10°) No
13°) Si 14°) No
179) Si 18°) Si

149)
16°)
189)

www.opentor.com
129).

(x—2)(4x2 —4x+43)
(x—5)(2x24+x—2)
(x+3)(x2—x++3)
(x+5)(x2=5x+1)

5°) 36

5°) 32

8°) No
9°) Si
10°) Si

—(a+b)(a—b)(b+c)(b—c)(c+ a)(c—a)
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39)
79)
119)

15°9)

19°)

Si 49)
Si 8°)
Si 12°9)
No 16°)
Si 20°)

No
Si
Si

Si.
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EJERCICIO 68.
1°) a(3a—35) 2°) x(x*+4zy 4 2y?)
3°) x2(2x®*—4 4 5x) 4°) a’b(a® — ab + b?)
59) xy(2x—6y+3) 6°) S5a%x(1+4 2x — 4x2)
7°) 3abc(abc — 2 + 3a2b%c?) 89) 4xy(x?y? —2xyz2 4 3z2)
99) 2a%(y+ 2y%+44) 10°) 3ac(2a—4c—ac)
11°) (2x=S5y)(x+ 2a) 12°) (x+y)(x—a)
13°) (x+3)(x*4-4) 14°) (a—1)(a—1)(a®+a+1)
15°) (5x—1)(4x3—1) 16°) (14 a)(1 — a?mn)
17°) (a4+b)(x+y+2) 18°) (a—b+c)(a—1)
19°) (x—y+2z)(a+1) 20°) x*(xr %4 1)(xn21—1)
21°) (a-+3b)2 22°) (2x+1)2
23°) (x—5)2 24°) (1 —10y)=2
25°) (11a— 5)2 26°) (x3+47)2
27°) (6x—T7y)e 28?) (S5ab—4c)?
29°9) (2x2 4 3y2)2 30°) (x+y—3a)2
31°9) (a+3)(a—3) 32°) x(1+x2)(14x)(1—x)
33°) (54 10a)(5—10a)
34°) (ab+4c)(ab—4c)
35°) (x+-é—y) (x—-;y)
36°) (x%42y)(x*—2y)
37°) 3a3(g+ 2b2)(a— 2b2)
38%) (x*4+16)(x®2+4)(x+2)(x—2)
39°) (x—3y+4z)(x—3y—4z2)
40°) (Bx—1)(—=x+5)
41°) (x+y+22)(x+y—22)
42°) (x+y+2)(x—y—2)
43°) (3x+2a—1)(3x—2a-+41)
44°) (14+a—3b)(1—a+3b)
45?) (c+a—1)(c—a-+1)
46°) (x—y+a+1)(x—y—a—1)
47°) (x—14a—y)(x—1—a-+y)
48°) (a®—b?’+a—3)(a2—b2—a+3)
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499)
509)
519)
529)
539)
549)
559)
569)
579)
599)
61°)
639)
659)
679)
699)
71°)
729)
739)
749)
759)
76°)
77°)
789)
799)
809)
819)
839)
859)
879)
889)
899)
909)
919)
929)
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(S5x—a+1—2yz)(5x—a—1+42y2)

(a2 — x+ x%2+ y?) (&°> — x — x%2 — y?)

(b2 +14b)(B%2+1—b)
(a? — x? 4+ ax) (a? — x2 — ax)
(a®? 4+ 5b%2 4+ 3ab) (a2 4 5b%2 — 3ab)

(522 + 45+ 4ab)(5a% + 4b%2 — 4ab)

(2a% 4 b?+ 2ab)(2a? + b% — 2ab)

(x* + 8y* + 4x2y?) (x* 4 8yt — 4x2y2)

(x+4+35)(x+2) 58°)
(x—4y)(x+y) 60°)
(5x —=3)(x—1) 62°9)
(2a—3)(2a+1) 64°)
(2x +2)(x+ 22) 66°)
(a—+ 5)(a? — 10a + 25) 68°9)

(ab + 4) (a?b%? — 4ab 4 16) 70°)
(4x — 7y3%) (16x% 4 28xy3 4 49y5)
(xy? + 1) (x2yt —xy2 4 1)

(a4 5)(a2+4a-+417)

(x—8)(x+1)
(a+7b)(a—3b)
B3x—5)(x+1)
(3a+b)(2a—3b)

(4a— 5x)(3a+ 2x)
(2a—3b)(4a% + 6ab -+ 9b?)
(6 4+ x2) (36 — 6x2 + x%)

(x—y+2)[x®2+ x(y —2z) + (y —2)?]

2x(3x2 4 y?)
2(3a2 4+ 1)

2x+y)(4x2—2xy + y2) (2x — y) (422 4 2xy + y2)

(a4+1)(a—1—0b)
(a—b)(a+ b+ a®-+ ab + b?)
(x—y)(x2+xy+y2+2y)
(2—xy+y3) (1 —x—y) 82°)
(x+ 1D (x—2)(x+4) 84°)
(x—1)(x2+46x-6) 86°)
x(x—1D(x*+x2+x24+x+1)
(a—b)(a?2+ab+ b2+ 1)

(a—x)3

(x+y+2)2

(a—b)(a+-b)3

(x—2)(x243x+43)
(x+1)(x2—5x+45)
(x+2)(x*+4+x2—2x+2)

(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)
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93°) (a+ b)(a?+ ab+ b?)

94°) (3m® 4 2b2+ 3mb) (3m? + 2b% — 3mb)

959) y"(x+y)?2

96°) c(c® +1)(c?m 4+ 1)

97°) b2(a?+4b2%4 3ab) (a? + 4b2 — 3ab)

98°) x(a+1)(a—1—2x)

999) (x%y3 + z#) (xty® — x2y32z¢ 4 28)
100°) (x—3y)(7x2+4 3xy+ 3y2)
101°) (x+y+1D(x+y+2)

102°) (2x—2y)(3x+ 2y —32)

103°) (x—4)(x3—x2+4x+41)
104°) [3 —2(a+b)1[4+ 5(a+b)]

1059) (4x" +y +z)(4x" —y — z)
106°) (2u—3v+x+y)Qu—3v—x—y)

107°) x(2x+4+ 1)(4x2—2x+1)
108°) (x2y%2+ 2+ 2xy) (x2y%2 — 2 — 2xy)
109°) (x—y)(a%+ bx+ by) 110°) (x—y +2)2

111°) (x—2y 4+ 1)(x+2)(x—2) 1129 (m—n—1)2

113°) (x+y—2)(2y —a) 114°) (x+y—2)(x—y+z+41)
115°) (a+2)(12a2—4a-+47) 116°) (a—2b)(2a—b —3¢)
117°) (a+b—c)(a—b+4c+1) 1189) (x—3y—3)(x—3y—5)
119°) (a+4b—5)(a+4b+4) 120°) (3a—b +7x)(3a— b —3x)
121°) (a4 b —c)(2b—d)

122°) (a® —xy + 22+ y?) (a2 — xy — 22 — P?)
123°) (14 ab+a?+ b2)(1+ ab — a® — b?)
123°) (14 ab+a%2+b2)(1+ ab — a2 —b2?)
124°) (22422 4+ x4+ 1)(x2 4 2y2 —xt — 1)
125°) (24 x4+ 1)(x®—x2 4 1).

EJERCICIO 69.
19) 10x2 2°) 4at 3°) 15xy
49) 7Tx2py2z2 5¥) 10ax 6°) adh2c?
79) 7x2y3 8°) a®m 9?) 2x(a—b)?2

10°) 3a(x+y)2
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EJjErRCICIO 70.
1) x—5 2°) x(x+3) 3°) x4-2
4°) 2x-}y 5°) a?+4 3ab+9b% 6°) a2—4
7°) a—35b 8°) =x%2(x—4) 99) 2a-—5b
10°) x—y 11°) x2 —3y? 129) x—y
13°) x -3 14°) a2 —a-+1 159) =x2+4-y2
16°) x2—x+41 17°) x(x+ 2y) 18°) 2(2x—3y)

19°) (a+3)(a—2) 20°) (x4 2)=

EJERCICIO 71.
1) x2—2x+42 2°) 3x+4 3°) x*4x—6
4°) x-—1 59) x2—-5x+4+1 6°) x*4x2—x-—1
7°) 3x2—x-44 8°) x2+4x—6 99) xX*4x2—2x+41
10°) x2—3x+41 11°) x4 Sxy — y? 12°) x -3y
13°) 2x2 — xy + 232 14°) x4 2 159) 2x—1.
EJERCICIO 72.
1°) x—4 2°) 1 3°) x+41
4°) x2—-2x+43 59) x24x+41 6°) x2+4x+41
7)) x—1 8°) X —y2 99) 1
i0°) x-3
EJERCICIO 73.
19) 728 2°) 180a° 3°) 150x%y°
4°) 192x2y+4 50) 30a2b2ct 6°) 42abxyz?
7°) =x2y2g8 89) 60a2p3 99) 30a2(x+4y)?

10°) 240a*b%(y — 32)4.

EJERCICIO 74.
1) x(zx—6)(x+4+1) 2°) 3(x—1)2(x+3)
3°) y(y+2)(y—2)2 4°) (a—2)(a—4)(2a+1)
5°) ax(a—zx)?(a+ 2x) 6°) (a~1)(a+1)(a%2+a+1)
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9°)
10°)
11°)
129)
139)
14°9)
159)
169)
179)
18°)
199)
20°)
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(x—1)(x+1)(x2+1) 89) b*’(b—1)(bz+b+1)
(a+b+c)a—b—c)(b—a—c)

(x—y) (2 +xy + y2) (22 — xy + ¥?)
(x+y)2(x—y)?
ala—2)(a+3)(a®+2a+4)
3(a+2)(a+b)(a+c)(a—c)
(x+y)(x—y)(13+y’)(x2+xy+y2)
(x—2y)(x—3y)(x—4y) ;
a(a—l)(a+2)(a"’+2a—12)(&2—-23+4)

(a+1)(a—1)2(a+3)2(a—3)

2y (x+2y)(x+y)(x—y)
(x—5)(2x2 —5xi41)2
Bx+D(x—1)(x2+x+1)(x2—x+1).

EJErRCICIO 75.

19)
29)
39)
49)
50)
6°)

79)
8°9)
99)

109)

(24+x—1)(x24+x—2)(x2+x—3)
(*—2x4+2)(2+x+1)(x2—x 4 1)
(x243x—2)(x2—3x+1)(x2—-3x—1)
(x—1)(3x*—x—2)(3x24+2x+1)
(—x+ 1D+ x2—x+3)(x2+43x43)
(x—2)(2—5x+5)(x*4+x—1)
(2+x+D(FP—x241)(x2—x+42)
(B+x2+ D2 —x+1)(x8—x+1)
(x—1)(x+1)(2x—1)(x2— 6x+6)
(x—2)Bx+1)(x22—3x+4+ 1)(x24+x+1).

EJERCICIO 76.

1°)
3°)
59)
6°)
7°)
8°)
99)

6ab; 720a°h3¢? 2°) S5ab; 300a%bzxys

Sm?n?; 180mimdst? 4°) 2x(a+b); 24x2y(a+ b)?3
3(2x—y); 45a’b2(2x — y)3

x(x+1D(x—1); x(x2+1)(x+4 1)2(x— 1)2

x+3; (x—=1)(x—2)(x+3)(x—4)

2—Tx+7; (x+2)(x—3)(x2—7x47)

1; (B4+x4+1(x*—2241)
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10°)
119)
129)
139)
149)
159)
16°)
179)
18°)
199)
20°)
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x+y; x¥(x24+y)(x+y)2(x—y)*

x—4y; (x—2y)2x—y)(x—3y)(x—4y)
ala—2); a*(a—2)2(a+2)(a?2+4+2a-+4)
x—2y+3z; (x—2y+32)(x+2y—32)(x-+42y —2z)
x+4y; (x+4y)2(3x—y)(2x+ 3y)

x> —4x4+2; 2x4+-1)(x42)(x2—4x+ 2)
x*+6x—4; Bx+2)(x2+x+1)(x*46x—4)
ye—9y+9; (¥ +y+1DI(y2+2y+2)(y>—9y 9%
(x—2)(2x—-3)(2x41); (x—2)(2x—3)(2x+41)(3x— 1)
x(x2—x+4+1); 2®(x+1D(x2—x+1)*(x*+x+1)
¥P—=x41; (XH+x—1)(x24+x24+1)(x* —x241).

EjERCICIO 77.

1°)

3°)

5°)

7°)

9°)
11°)
13°)
15°)
17°9)
19°9)
21°)
239)
25°)
279)
29°9)
30°)
31°)
33°)
35°)
379)
39°)

2a%?/ 5b2 gy) “2c/ 3a®

S5xy2 /822 4°) —2np/5m

—3axy / 4b° 6°) 7pit?/6q*

7¢/ 3ab’ 8°) 2yz/3

a3/ (b — c)? ' 10°) 1/ x(y + 2)

c/ (Sa-+4b) 12%) /2y

(a+b)/(a—b) 14°) 3b/ 5a

—x/(b+ a) 16°) 4x/(x+2)
(3z+4+a)/(2x—y) 18°) ab(a-+ 3b)
(x2+3x+9)/(x+ 3) 20°) (x—2)/(x—6)
(3x+5)/(2x+ 3) 229) (x346)/(x2+4+x+1)
(x2+43)/(x244) 24°) (a—b) /(a2 —ab + b?)
(a% + b?) / (a®* — ab + b?) 26°) —(x—a—1)/(a—1-+1x)
(x+1—yp)/(x—y—1) 28°) (a+2b+1)/(a+1)
(a+c—b)/(a+b—c)

(x+y—m—n)/(m+x—n—y)

—(x+y)/ (x—y) 329) (5x+2)/(x2+42x+5)
1/(x+4) 34°) (x—2)/(x+3)
(x—1)2/(x2—3x+1) 36°) (2x—1)/(x2+4+1)
(a+1)/(a’+2a+ 2) 38°) (b+3)/(b+2)
(x+2)/(x2—x—9) 40°) (2 +x+2)/(x2+x+4).
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EJERCICIO 78.
1°) 2c¢/abc, 3a/abc
2°) bx/a%b?, ay/a?b?
3°) Sx/x%y?, axy/x?y?, by?/x2y2 -
4°) 3b(a—b)/12ab, 2(a+b)/12ab
5°) 4ay/24x?y, 3bcxy/24x%y, 8cx/24x2y
6°) a%/a®x?, 2x/a%x%?, 3a/a3x%
7°) y(x+y)/3x3y5, 6x2y2/3x3y5, —9x2/3x3y5
8°) abc’xy/a’b?c3, b2cl’yz/a’b?c®, a’xz/a’b?c?
99) 2(x—2)/(x+1D(x—2), 3(x+1)/(x4+1)(x—2)
10°) (a+1)/(a?2—1), 2/(a®2—1)
11°) 6/2(x—3), 1/2(x—3)
12°) a/(a®? —x?), x(a—x)/ (a2 — x2)
13°) (1+4+x)/(1--x2), x(1—x)/(1—x2), x2/(1— x2)
14°) a(a+41)2/(a+1)3, (a41)/(a41)3, a2/ (a+1)3
159) x—1)/(x—1)(x—3)(x—4), (x—3)/(x—1)(x—3)(x—4)
16°) (x—1)/(x—1D(x+3)(x—3), 2(x+3)/(x—1)(x+3)(x—3)
17°) (x+6y)/(x—3y)(x+6y), 1/(x—3y)(x+ 6y),
(x—3y)/(x—3y)(x+46y)
18°) (c—a)/(a—b)(b—c)(c—a), 2(a—b)/(a—b)(b—c)(c—a),
3(b—c)/(a—b)(b—c¢c)(c—a)
19°) ay(xy—1)/zy(xy —1)2, bx(xy—1)/xy(xy —1)2,
cxy/xy(xy —1)2
20°) y(x*—y3)/xy(x—33), x(2* —y)/xy(x®—y%),
xy(x+y) (224 xy 4+ y?)/xy(x3 —y3), 2xy/xy(x3 —y3).
EJERCICIO 79.
1°) 3/a 2°) x/b
3°) 17a/12 4°) —x/6
5°) (2a?2+4a-—5)/a3 6°) (3x—4x242)/x3
7°) (158> 4+8a —3)/10a3 8°) (ay? —bxy + cx?)/x2y?
99) (2z+3x—Sy)/xyz 10°) (x*—3xy 4 y*)/x2y?
11°) —(3x+410)/12 129) (12x245x —4)/8x2
13°) (x2 —2xy -+ 3y2)/x3y3 14°) (x°’y + y2z+ 2z2x)/xy=z
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159) (1 —4x)/(1—1zx2) 16°) O
179) —3xy/(x%2 — y2) 18°) (x2 —3xy —3y?)/(x® —y?)
199) (22 —x—5)/(x3+1) 200) —268/(1 4824 ¢4)

21°) 4/ (m—1)(m—2)

229) (—4x+4+21)/(x—6)(x—7)(x—8)
23°) y(3x+y)/(x2—y2)

24°) 16x2/(x2—1)(x2—9)

25°) 48a3/(x+a)(x+ 3a)(x+5a)(x+7a)
26°) 2x(a?— b?)/(x*— a?)(x? —Db?)

27°) (x2—6)/(x—1)(x—2)(x—3)

289) 3(2x—3)/(x2—4)(x2—9)

299) (m+n—2)/2(m+ n)

30°) —(a+4c)/(a—c)(b—c)

319) (—3x+45y—2z)/(x—y)(y—2)(z—x)

329) 1 33?) 1/abec 34°) 1/c(b—c)(c—a)
35°) 1 36°) a+b-+c 37°) O
38°) 1 39°) d 40°) 0.
EJERCICIO 80.
1°) x2/(x—1) 20) —3/(x—2)
39) 2x2/(x—y) 4°) 2ab/(a+b)
50) (y*—3y—2)/(y+1) 6°) —(2a+b)/3
7°) (343 /(x—y) 89) 2ax/(a+ x)
99) xy/(x+y) 10°) —x3/(2—1x)
11°) 2x—6-+4+5/x 12°) x+2—8/5x
13°) x—-10413/(x+ 1) 14°) 3x+413418/(x—2)
159) a®+4 ab+ b2+ 2b%/(a—b) 16°) x}—x’y 4 xy?—y°
17°) a+b

18°) x4+ 7+ (4x—26)/(x2—x+ 3)
199) a2+ ab + b2
200) 2x—34(—=3x+1)/(x2+x—1).

EJERCICIO 81.
1°) 2a/b 2°) 5/4x
39) 4n 49) 9/5z2
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59) —3ac/5b 6°) m(x+2)/x

7°) a 8?) 2(x%4y?)

9°) 1 10°) (b+a)/b
11°) 2x(x+y) 12°) (x2—xy+y?)/(x—y)
13°) (&% + b?)/a 14°) (x+a)/(x—a)
15°) 2 16°) =x
17°) a/(a—1)2 18°) ab/c(a+c—b)

199) (x+y—2)/(x—y+2) 20°) 2(m+1)/(4m—3)
21°) (x+4+2)/(x+1) 22°) (x—1)/(x+2)
23°) —2(x2+=xy+y))/(x+y) 24°) (x+5)/(x—10)
25°) 1 26°) (2a+3)/(3a+1)
27°) 1 28°) (c2+4-6¢c+5)/¢c
29°) x2/(x+y) 30°) a-+.b.

EJERCICIO 82.

1°) 2ac/b 2°) 2ab/3x

3°) 5az/Ab 4°) m’n®p/agq

59) 32mx*/SyzS 6°) 2z

7°) 5a/2¢c(a—c) 8°) 3a/(a®*-+ ab -+ b?)

9?) (x2+4a2)/x 10°) (x2 —12x+427)/x2
11°) (x—35)/(x—4) 12°) (c—a—b)/(c—a-+b)
13°) (R2—1)/RK? 14°) (a—b—c)/(a+4b—c)
15¢) 1 16°) (b—1)/b2
17°) x—2y 18°) a
199) 1 20°) 2/x.

EJERCICIO 83.

19) x—2 2°) x/y

3°) —m/=z 4°) (a—b)/(a+b)

5°) (a+b)/(a—b) 6°) 1

7°) a?’(a+b)/b2 8°) (x—y)2

9°) (1+4=x)/2
10°) (yz+xz+xy)/ (2 + xy? 4 yz?)
11°) 1 12°) 1

Page 462 of 479



154 www.opentor.com
139) 1/(222—1) 14°) 2(x—4)
159) 1 16°) (x4 2ax — a?)/(x% 4 a?)
17°) (a2 4 b2)/2ab 189) 2
19°) (a?2+41)/a® 20°) (7b—11a)/(3b—4a)
21°) —x 22°) 2(a2—a-+1)/(2a—1)
23°) a?/(a®+1) 24°) (3—x+x2)/3
25°) —xy/(x%+ xy + ¥?)
26°) (x+y)2/(x2+xy+ y?) 27°) —x2y?/(x—y)?
28°) (b+c—a)/(ad+c—>b) 29°) (x—1)%/=x
30°) -—8.
EJERCICIO 84.
1°) 0 20) 0 3°) no tiene
4°) 0 59) no tiene 6°) no tiene
7°) ind.; 4/3 8°) ind.; 1/2 99) ind.; 7/3
10°?) ind.; no tiene 11°) 0 129) ind.; no tiene
13°) no tiene 14°) ind.; no tiene 15°) no tiene.
EJERCICIO 85.
I.
1°) —2a/3btc 29) 2y2%22/3x288
3°) (a-+45b)/(a+3b) 4°) y/(x+vy)
59) (a®’+ab 4 b%)/(a+ b) 6°) (a+x—b—y)/(a+y—b—x)
7)) (B—xtyt4+y8)/(x+y) 8°) 1/(a+1)(a—1)
99) (x—3)/(x+1)(x—2) 10°) (a—1)/(a®2—a-+41)
II.
1°) 222/6x3y%2z3, —3x3/6x3y223, S5xy?z/6x3y?z®
2°) a(a—b)/(a®?—b?%), —b(a-+b)/(a®—b?), a®/(a®—b?)
3°) (2x—y)/(2x—y)(x+3y)(x—4y),
2(x—4y)/(2x—y)(x+3y) (x —4y)
49°) (x—z2)/(x—y)(y—2)(x—2), (x=y)/(x—=y)(y—2)(x—12),
—(y—2)/(x—y)(y—2)(x—2)
59) x(x}+43°)/(x®—y%), y(x}—y?)/(xf—»?),

(x—=y) (B +y3)/(x—y%), (x+y)(x2—y%)/(2° —yF)
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1°)
3°)
5°9)
7°)
8%)
99)

IV.
19)
3°)
59)

19)
3°)
5°)

1°)
3°)
5°)
VII.
1°)
3°)
59)

VIII.

1°)
3°)
59)

1°)
3°)
5°)
7°)
9°)
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—17/10

—5/(9a%2—1)
(—2x+5)/(x*—1)
—6a*/(a*—1) (a* —4)

29)
4°)
69)

(=3b6+2)/(b—2)(b—3)(b—4)

8x%/ (x5 — y8)

5(x+41)/2
3y(x+y)/(x+ 2y)
1/(1 4+ x)

2a2 —1+45/2a
x4 xy+y2+y3/(x—y)
24+ x—x/(x*—x4+1)

— 7a%x/cyt
x/(x—3)

a¢ — p2

4a’c’yz/3bx
(c2+1)(c+1)/(x+ 1)

(at+y—x—2z)(at+x+y—z)/(at+x—y

a/(a+1)

4mn/(m —n)?
—(x+y+2)2/2xy

b/a

4/(x2 4+ 10)

2y? (x4 y) /(A 4 y*)
(x+y)(x—y)2/x32
(5a+2)/(2a+1)

10°)

29)
49)

20)
49)

20)
4°)

2°)
49)

29)

49)

29)
49)
6°)
89)

109)
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2/(14x)
2a/(a?> — b?)
2/(x—4) (x—15)

X2 —=x4+2—=7/(x+2)
x? —2xy + y?

(a---b)/b
x(2x—y)/ (x4 2y)

x*/(a + x)
(x+y—2z)2/(x—y — z)?

—2z)(a—y—x—2)

—4 (x4 a)
2/ab

2(x—=1)(x+2)/(x+3)
(m+n)/(m — n)
a/(a-+ x)

(x+y) (2% + 2y + y2)/xy
x+y+z
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X.
1°) O 2°) no tiene
3?) ind.; 5/2 4°9) ind.; 8/11
59) ind.; O.

REPASO GENERAL. (Carfruros 1-10).
1) 0
2°) —20/3

3°) A=2(ab+ac+ bc)
4°) 12057,6 cm?3

59) a) frac, b) frac,, c) frac, d) entera

6°) 3x2+3xy—2y*+22+4yz+ 3xz
7°) —4xty 4+ 8x%y3 —xyt
8°) 1l1a* —4a%x-4 20a%x? 4 5ax?
9°) 4b—16x
10°) (ax—cx— b%x) — (by —a’y — c?y)

11°9) — x84 7x3y — 15x*y? 4 25x3y® — 25x2y* — 3xy® 4 10y°
129) x3n+2 . 2,3n+1 L 530 23 x3n—1 4. 8x3n—2 — 30x3n—3

13°) 3x2y* 4+ 5xy2—6 14°)
15°¢) —03 16°)
17°) 42, 37, 7
189)
a) 9a?—b? b)
c) b2+ 5b—66 d)
e) 8a®-+ 12a’x-+4 6ax?+4 x° f)
199)
a) 3a—x b)
c) a?+4+3a+9 d)
20°)

a) (9a?+4 2+ 5a)(9a?2+4 2— 5a)
b) (y—2)(y+2)(y*—2y+4)

x?ﬂl + 2xmy” — yzﬂ
525 km/h

4x2 — 12xy + 9y?

8x2 4 14x — 15
x3 4 27
x2 —1
492 —7b+ 1

c)
d)

6x(x+ 2y)(2x2 4 x4 5)
(a—b)(a2+ab+b%41)
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e) clc—x3)(c+cx® 4 x8)
f) (x—a)(x—3a—y)
g) (ab—c?)(ab+ c?)(a?b? + abe? 4 ct)(a2h? — abc? + ct)
21°9)
a) 2x—35; (2x—5)2(x+3)(x+4 2)
b) 1; 2*(x+1Dx—1)(2+x4+1)(x2—x+1)
22°) b(a—2x)/a(a—6x)
23°) (x—3)/(x24x+41)
24°)
a) —(x+4+y)2/y2(y2—1) b) (1+4y)/x2(14x)
c) 3(a+7)/2(2a—1) d) (m—3)/4
e) 1/a
259)
a) x b) —(2R+41)/2
26°)
a) F b) F c) F d V e) F
f) F g) F h) F i) F ) W
h) F 1) F m) F n) V 60°) F
EJERCICIO 86.
1°) 12 2°) 8 3°) 2 4°) —4
59) 18 6°) 24 7°) 7/3 8°) 2
99) 1/2 10°) 2 11°) 5 129) —1
13°) 5 14°) 3 15°) 6 16°) 4
17°) 3 18°) 1 199) 3 20°) —1
21°) 4/5 22°) 4 23%) no tiene  24%) 2
25°) —1/5 26°) O 27°) 8 28°) 3
29°) 6 30°) 0
EJERCICIO 87.
1°) 3 29). .2 3°) 39 4°) 1
1
59) = 6°) 3 7)) —2 8°) 4
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9°) 5 10°) —1 11°) -3 12?) 6
139) 7 14°) 0 15°) 1/7 16°) —3,5
17°) 4,5 18°) 0,5 19°) 5 20°) —6.

EJERCICIO 88.

1°) 40 2°) 30 3°) 28 4°) 90
5°) 1/4 6°) 5/3 7°) 11/15 8°) 2
3
9?) 3 10°) 3 11°) 3 5 d 12°) 6d
1 1 2
139) 1 =3 d 14°) 7 = d 15°) 14 3 h 16°) 16m 48s
17°) 9h 18°) 1h 6m 40s 19°) 2h 24m 20°) Sm

EJERCICIO 89.

1°) 120km; 10h 2°) 195km; 3h
39) 1200 millas; 12 m 4°) 495km
59) 495km; 10pm 6°) 1300millas; 20 h
2
7°) 16 —3— km 8°) 3,6km
99) 40km/h 102) 1550 millas
9 6
11°) 4h 21 ——m 12°) 10h 54 —-m
11 11
8 1
13°) 6h 32——m 14°) 3h 49——m
11 11
10 3
15) 8h 10——m 16°) 11h 27——m
11 11
10 9
17°) 5h 10——m 18°) 7h 21——m
11 11
6 3
19°) 7h 54 ——m 20°) 2h 27——m; 3h
11 11
21°) 12km/h 22°) 4km/h
23°) S5km/h 24°) 465 millas por hora

25°) 18 millas por hora.
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EJERCICIO 90.

459

[Las soluciones que se indican no son vélidas para los valores particulares
de las letras que anulen algiin denominador].

(b—c)/(a—1)

(b2 4 c2)/2b
—ab/(2a-+b)

1/3

(a® 4+ b2?)/4a

B2/

3a/b

(4a%? 4 b?)/(3b — 8a)
c(a—c)/(a%2+ ac—2¢c)
a+b

a

—al/2b
c(4—a)/(2a%+¢c?)

1

0.

(p—kq)/(k+1)

6°) hkm/(km+ hm — hk)
(k+EKk)v/(k—Kk')
10°) Dentro de 12 (m + n)/ 11 min.

h=3V/qgr2

l—a
n=

T

V—Vo

1°) S5b/4 2°9)
3°) a-+2b 4°)

59) —a/(a+2) 6°)
7°) ab/(a—2b) 8°)
9°) b(a+4b)/(b—a) 10°)
11°) —a/b 12°)
13°) amnp/(np + mp — mn) 14°)
15°) (a?—b?)/(7a+ 3b) 16°)
17°) k(m® + k2)/m(m? — k?) 18°)
19°) a/(1—a) 20°)
21°) ab/(a—b) 22°9)
23°) O 24°)
25°) a(3a+2b—c)/2(a+b) 26°)
27°) 4a 289)
29°) 1 30°)

EJERCICIO 91.

1°) (s+d)/2, (s—d)/2 3°)

2°) s/(k+1), ks/(k+1)

4°) (bh—am—ah)/(a—b), (bh—bm—ah)/(a—b)

5°) abc/(bc+ ca-+ ab)

7°) vd/(v+v’) 8°)

99) Dentro de 12m/ 11 min.

EJERCICIO 92.
1°) m=Fr2/km’ 2°)
Wy Jam Ry 4°)
n
1
o——E-gF
59) v, = 6°)

4
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1 — qsr E —iR
?) r=— 89) r=——
s ]
u s—a
99) v= 10°) r=
1—u s—1
Rr, 2E —ir
11°) 2= 12°) R= -
r,—R 21
R ir
139) = — 14°) ' =
2(a+R) ) -
-1 'R’
159) R= (n—1)pp
p’'R’'4+pR’'— (n—1)pp’
EJERCICIO 93.
I.
1°) 12 2°) 24 3°) 6 4°) 2
50) 5 6°) 1 7°) 2 8°) 3
9?) —1 10°) 11°) 2 129) 0,5
13°) 3 14°) —2 15¢) 0 16°) -3
179) 0 18°) 4 19°) a
20°) abc/(a+b+c) 21°) a 22°) a-+b
23°) (4a-4c)/2 24°) — (a+b)/2
25°) a?—6a-+4 10
II.
1°) 100 29) 7/12
3°) 300¢% 4°) 75 ohmios; 450 ohmios.
5°) 6 horas 62) 45km.
2
7°) 6 73 dias 8°) 1,5 horas
99) 6 3 horas 10°) 2am (dia sgte.)
2
119) 234?km; 4h 56m pm 12°) 48 y 64 km/h
13°) 6h 32 s 14°) 1h 38 2 '
T e T
3
15°) 2h 27 TR m 16°) 6 km/h
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17°) 21 km/h 18°) 1km
19°) 1200 km 20°) 16km/h
21°) (ak+bm—bk)/(a—b) 22°) be/(b—c)
23°) bh/(v' —v) 24°) 12(30—b)/11 min.
25°) (k—K)v/(k+K)
II1.
1°) r=n(E—IR)/I 2°) m=nM/(v—n)
3°) I=[s(r—1)+al/r 4°) g=(s—qnr2)/xr
5°) v=cuw/(au— bw) 6°) r= 3V 4 ghd)/3xh?
7°) B'=[3V—hAh(B+4B")]/h 8°) d=2(s—an)/n(n—1)
9°) v,=(wv, —gQ)/w 10°) n=2+4 (6r2 —A)/nr?
11°) a=4 129) IR =7
13°) r,=8 14°) '=43,2
159) #=43.
EJERCICIO 95.
1°) d=60¢ 2°) €€=032% 3°) A=R
4°) A=gqr 59) S=120h 6°) p=100+4 5n
7°) P=2b+2h 8°) h=2A/b 9°) i=1200000r¢
10°) P=nl 11°) a) 3, b) -5, c) —1, d) 7
12°) a) 2, b) 7, c) 4, d) 0
13°) a) 1, b) 2, c) 5, d) a2+ 1
14°) a) 3, b) 2, c) —1, d) 6/a
15°) a) 2/5, b) —1/2, c) 0, d) —1/5
16°) a) y—8 — 2x, b) x=4—-0,5y
17°) a) y=2x—4,5, b) x=0,5y + 2,25
18°) a) V=k/P, b) P=k/V
19°) ¢=0,2e —2 20°) A=S/2xr.
EJERCICIO 96.
41°) y=5x; 15 42°) y=05x; 3
43°) y=4x; 20 44°) e=10¢; 100m
45°) F—=8x; 161b 46°) y=6/x; 1,5
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47°) y=—8/x; —1,5 48°) v=2000/p; 200cm3
49°) N = 10.000/1; 250 vib./seg. 50°) y=2x%; 18
51°) y=0,2x2; 20 529) S=6x%?; 54cm?
53°) d—=28¢; 32pies 54°) y=12/x%; 0,075
55°) y=10/x2; 04 56°) F—=64/x%; 0/71¢g
57°) R =0,8/D?; 5 ohmios 60°) z—kx.
EJERcCICIO 97.
1°) F=kLr 22) R=kKkM/s 3°) V=gxrh
3°) V=zxyz 59) f—kpq/r 6°) f=kpq/r®
7?) u=kxy® 8°) R=ku?/v 9°) R=k\Vx/yz
10°) H=kx?/r® 11°) r=kL/d 12°) R =kl/d?
13°) F=kAv? 14°) v=kT/p 15°) p=kDT
16°) H = kvd® 179) P =62,4Ah; 3.7441b
18°) T =kw/d? 19°) F=09v2/r; 300 20°) P=kab?/L
EJERCICIO 102.
1°) A =2x?
29) V=4xr
3?) C=80+40,08x
4°) C=10+4 20x
59) V =4x3— 100x% 4 600x
6°) a) 17, b) —13, c) —3
7°) a) —2, b) —1, c) 13
8°) a) 3, b) 0,5, c) a/(a—2),
9°) a=2
10°) a) y=3x—2, b) x=(y+2)/3
11°9) a) y=—2/x, b) x=—2/y
12°) a) y=@B—x)/(x—1), b) x=(+3)Y/(y+1)
41°) y:%x; 4 429) y=15x; —45
43°) F=25x; 7,51 44°) y=100/x; 25
45°) u—=—45/z; —5 46°) 15
47°) I1=320/R; 3,2amp 48°) y =28x%; 128
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49°) C=v2/625; 2,56ton 50°) y=20/x; 1,25
51°9) 320 bujias 52°) u=k/x 53°) Z=ku/h
1

54°) S —=krg 559) Vz?nrzh 56°) F=kml/r

57°) G =kL/v? 58°) H=kms® 599) P=kVu/v

60°) Q=kux/yz 61°) 768 $% 62°) 31,251b

63°) 9,02.
EJERCICIO 103.

19)) =10, a1l 2%) z=18 y=6

3% x=ly p=2 4°) x=2, y=3

5) x=3, y=35 6%?) a=35) y=4

7°) x=—2, y=4 89 ) =3, y_;ﬁ

99) =8, y=7 10°) x=—1, y=2

11%) =10, p=4 12°) x=—3, y=3

139 x=3; p=11 14°) x=6, y=8

15°) =3, y=1 16°) x=36, y=230

17°) x=10, y=20 18°) x=6, y=9

19°) x=1/5, y=1/4 20°) x=1/10, y=1/3.
EJERCICIO 104.

1°) x=4, y=-—1 2°) x=—2, y=3

3°) x=5, y—9% 49°) x=1/2, y=1/3

5°) z=1Sp=—2 6°) x=20, y=6

7?) x=—3, y=-—=3 8°) x=8, y=2

0°) =355, y=1/6 10°) x=6, y=35

119) 8597, t——4 129). =1, v=10.
EJERCICIO 105.

19) =6, v=4 2°) x=6, y=3

39 x=2, y=2 ) x=—1, y=3

5°) x=3, y=-~—2 6?) =8, y=8§

7°) x=15, y=2 8°) imp.
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) x=—2, y=—4 10°) x=1, y=35
11°) =12, y=34 12°) ind.
139) x=—3, y=25 14°) imp.
15°) x=—2, y=-—3 16°) ind.
179) x=5, y=—1 189) x=—4, y=2
199) x=25, y=25 20°) x=10, y=8.
EJERCICIO 106.
19) =8, y=2 2°) x=8, y=6
3°) x=6, y=—4 4°) x=3, y=-—2
59) x=4, y=4 6°) x=—1, y=3
7°) x=10, y=4 8°) x=1/5, y=1/3
99) x=7, y=6 10°) x=2, y=-—1
11°) x=—3, y=38 129) x=10, y=20
13°) x=1/4, y=1/5 14°) x=1/3, y=—1/2
159) =2, y=3 16°) x=5, y=6
17°) x=3/4, y=4/5 18°) x=1/10, y=1/15
19°) x=1/3, y=1/4 20°) x=1, y=3
21°) =12, y=1/3 229) x=2, y=4.
EJERCICIO 107.
1°) x=(m+n)/2, y=(m—n)/2
2°) x—k/a, y=0
39) x=(b+3c)/(3a+2b), y=(2c—a)/(3a+ 2b)
4°) x=(b-+ac)/(2a+1), y=(2b—c)/(2a+1)
59) x= (3b+ 2d)/(ad +bc), y= (3a—2c)/(ad + bc)
6°) x=(7a—3b)/29, y=(3a+7b)/29
™) z=a, y=b
8) x=(mn—p)/(m?>—1), y=(mp—n)/(m?—1)
) x=b, y=a—>b
10°) x=a+b, y—a
11°) x==—¢, y=~—d
12°) x=2(a—b), y=a-+b

Page 473 of 479



13°)
14°)
159)
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x=(an—bm)/(cn—bp), y= (an—bm)/(ap —cm)

xX=a—c, y=a—c
x=m/(m—n), y=—n/(m-+ n)
x=ab/2(a+b), y=ab/2(a—b)

EJERCICIO 108.

1), =35 p=; =T 29)
) ==, P =11 4°)
). x=13/2,. . V=0, =3 6°)
?) z2=5, y=—=10, z=15 89)
9°9) x=95, y=6, z=17 10°)
11?) x=1/2; y»=1/3; z2=1/4 12°)
13°) x=6, y=2, z=-—1 14°)
15°) imp. 16°) ind. 17°9)
182) x=20, =16, =24 19°)
20°) x=2/3, y=3/4, z=4/5 219)
229) x=1/6, y=1/4, z=—1/2
239) 2=8, y=413=3 24°9)
259) z=a, y=a; s=1 26°)
27°) x=b, y=—a, z=—c 28°)
209) x=1;, y=2%8s=3, u=4
30°) x=5, y=—3, z=4, u=-—2,
EJERCICIO 109,
1°) ad — bc 2°) 10+ pgq
4°) A? 4 B? 59) 8
7°) —2 89) 37
10°) 2 11°) —2
189) =2 y=3 14°)
159) x=—3, y=—6 16°)
179) x=1.5G y==05 18°)
199) x=7, y=—2 20°)
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=4, y=20hS=—1
=5, =9, =2
=1, g='20, =30
x=y—=2=25

a—12, y=4, g=—6
x——8, y=5§5, 2=10
x—01, y=02, z=03
x2=6, vy=12, z=28
x=4, y=6, z=—6
¥=12/3,y=1/4, 2=1/5

R Y, PG, ®="T
2=a; y=>b, g=¢
x=a-+b, y=b, z=0

3°) 3A—2B

6°) 7

9°) 0

12°) 1/60
x=4, y=-—1
=15, y=:10
x=6, y=—95
x=4, y=3.



466 www.opentor.com
EJERcICIO 110.
1°) 14 a24b%24c2? 2°) a® 4 b®4-c®—3abc
3°) 37 4°) —13
5°) 0 6°) —39
7?) —4 8°) -—8
99) 38 10°) O
11°) 2=2, y=~—3, z=4 12°) x=8, y=2s8=-=4
13°) z=—-2, y=6, z=1 14°) x=3, y=3, z=3
1 1 1 16°) x=10, =8, s=17
15°) x=—, y=—, 3=— 1
4 5 6 18°) x=2, y=-2, z=—
179) x=—1, y=—2, z=—3
19°) u=5, v=4, w=3 20°) p=6, q=-—5, r=4,
EJERCICIO 111.
2 1
1°) 7,6; 3,2 2°) —; —
3 2
3°) A8%; B11§ 4%) Juan 25 afios; Pedro 20 afio
5°) 3km/h; 24km/h 6°) 15 millas/h; 510 millas/h
7°) 85km/h; 45km/h 8°) 8km/h; 2km/h
9°) 13,5millas/h; 4,5 millas/h 10°) 6km/h; 2km/h
11°) 165 millas/h; 15 millas/h 12°) 22 millas/h; 4 millas/h
13°) 40, 12 14°) 20, 10
15°) ©b.150; p.140 16°) 30, 48
17°) _11_ 18°) 120, 90
26
19°) 24, 32 20°) 10, 36
21°) 13, 9 22°) 80, 72
239) 8y 14 24°) 140, 110
25°) m. 1,008, n. 0,50 § 26°) 23, 18
27°) 43 28°) 35
29°) 25 30°) 60, 40
31°) 6m/s; 4m/s 32°) 150§
33°) 60, 140 34°) mp/(p+q), mqg/(p+q)
35°) 36h; 45h 36°) 10y 8
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37°) 75v, 60v

39°) 7m/s; S5m/s

EJ)yercicio 112.

1°) 3,5, 45, §
3°) M 12, P 15, J 17 afios

1 2
38°) A l-;m/leg B l-;-m/aog

40°) 285 millas/h; 1300 millas

2®) 20, 10, 6
4°) A 158, B 255, C 128

5°) 1, 60k/h; aut., 150 k/h; av., 300k/h

6°) 8, 11, 16 afios

82) 9000%, 70008, 40008
10°) A 808, B90§%, C 405
12°9) 345

14°) 742

16°) 414
18°9) A 26S,B 145,C 89S

7?) 100°, 60°, 20°

9°) 15, 25, 20
11°) A6, B8, C 10 dias
13°) 861
159) 963

6 3
17?) A 6—7b, B 48h, C Q?h

19°) leche, 20,0; cereal, 23,6 ; huevo, 7,3 onzas.

EJErcCICIO 113.
1°) x=4, y=2
3°) x2=8, y=2~
5°) =x=8, =7
7)) zx=15, wv= 18
9°) x—=8, y=2

11°) &=6", y=17

13°9) x=6, y=4

15°) x=a+4+b, y=b—a
17°) x=4, y=

19°) x=—2, y=3

21°) cobre, 1,8 kg; niquel, 15 kg

23°) 45000%, 60000 §

2) z=-—3, y=85§
) u=—, v=— —
69) x= 0’2 ’ y=0,3

8°) x=—=12, y=-—35
10°) x=12, y=—4

12°) x=—, y= = —

14°) x=5, y=—

16%) x=a, y=>b
18°) x=3..y=—l
20°) imp.

22°) 27, 12

24°) oOm. 11, aut. 9
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25°)

27°)
299)
31°)

33°)

35°)

379)
39v)
419)
43°)
459)
469)
479)
489)
499)
529)
559)
56°)
579)

589)

599)
60°)

19)

29)

39)

www.opentor.com

1

alc. 40 ag. 5—3-gal. 26°) 180km; 72km/h
63 28°) 9km/h; 1km/h
60h; 6h 30°) sub. 240, baj. 160 km
z=1, y=2, =3 320) x=2, y==3, y=~—1

1 3
x=10, y=—10, z=8 34°) u:-?, A w=-2—-

1 1 1
x=6, y=9, £=15 369) xz?, y=-2-, s:—?
x=a, y=b, z=—a-+b 38) x=a+b, y=a—»b, z=2:
x=a, y=b, z=c 40°) x=4, y=5, z2=2, u=1
125, 400, 700 42°) 40, 18, 15

1$:15, 58:18, 108 : 2§ 44°) 3108, 2908, 30$
24 ov.; 18 v.; 12 cab.
1%: 100g, 2%: 200g, 3%: 50g

4, 10, 16

a= 120300, b=—903, ¢=—3

257 50°) 1956 51°) 31
127 53?) -—81 54°) 0
b3

ab? 4+ bc? 4 ca® — a’b — b%’c — Ra
x=8, y=—35

1 1

2’ & g0

2=4, 92, =0

"
Il

T=-TPWy=2, s=1.

REPASO GENERAL. (Carfruros 11-13)

r=————=R; r=3 dm
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50)
6°)
79)
89)
99)

139)

14°)

15°)

16°)

17°)
18°)
199)
20°)

www.opentor.com
0,6 milla
4 millas por hora
A: a(b—m)/(b—a), B: b(m—a)/(b—a)
a) —0,5; b) 04; ¢) O
2l
25m
xr=95, y=1
x=1/(a+b), y=1/(a—b)
x=—2, y=3
1 1 1

X—=——, y=—, =—

5 3 2

469

x=1/(c—a)(c—b), y=1/(a—b)(a—c), z=1/(b—a) (b—c¢)

x=8, y=—6, z=10
60%, 40%, 10%

aleacion: 225 kg, estafio: 25kg, bismuto: 30kg.
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