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Prracic

El primer capitulo aborda la teoria de conjuntos y logica, temas clave en el estudio de las Matematicas,
Se dan definiciones basicas, operaciones con conjuntos, diagramas de Venn, proposiciones logicas y algunos
problemas de aplicacion.

En el segundo capitulo se presentan los conceptos basicos del Algebra, simplificacion de términos
semejantes, lenguaje algebraico, operaciones con polinomios y algunas aplicaciones de estos temas,

En los capitulos 3 y 4, se analizan los productos notables v la factorizacion respectivamente, temas que
son herramientas utiles en el desarrollo de los siguientes apartados, por lo que su estudio debe ser completo
para poder facilitar el aprendizaje de otros temas. Ambos capitulos nos ligan directamente al capitulo 5,
fracciones algebraicas, en el cual se incluyen temas como el maximo comun divisor y el minimo comin
muiltiplo, para pasar asi, al estudio de las fracciones desde su simplificacion hasta sus operaciones,

El capitulo 6, comprende ecuaciones de primer grado, en donde el objetivo es que el estudiante resuelva
ecuaciones con una incognita en sus diferentes formas, y pueda llegar a una de las grandes aplicaciones que
tiene el Algebra: el poder representar un problema de la vida real con una ecuacién, la cual, al resolverla, dé
solucion a dicho problema. Al final hay una seccion para despejes de formulas.

La funcion lineal ¥ algunas aplicaciones se estudian en el capitulo 7, para dar paso a los sistemas de
ecuaciones en el capitulo 8, en el cual se ven los métodos para resolver un sistema de dos y tres ecuaciones
con sus respectivos problemas de aplicacion; termina el capitulo con solucion de fracciones parciales.

En el capitulo 9, se estudia la potenciacion, desde las definiciones y teoremas basicos como el desarrollo
de binomios elevados a una potencia “n”, ya sea por el teorema de Newton o por el de tridngulo de Pascal,
En el capitulo 10, se simplifican radicales y se resuelven operaciones con ellos, dando pauta al capitulo 11
que corresponde a los nimeros complejos con su suma, resta, multiplicacion y division.

El capitulo 12 corresponde a las ecuaciones de segundo grado —con sus métodos para resolverlas—,
aplicaciones y sistemas de ecuaciones que contienen expresiones cuadraticas.

En el capitulo 13, estudiamos las designaldades lineales, cuadraticas, racionales y con valor absoluto,

Los logaritmos se introducen en el capitulo 14, desde su definicion, forma exponencial, propiedades,
aplicaciones, ecuaciones con logaritmos y exponenciales, forman parte de éste capitulo,

En el capitulo 15, se estudian las progresiones, aritméticas y geométricas. Al final, se da una aplicacion
financiera con el tema de interés compuesto,

El capitulo 16, analiza el tema de matrices, las cuales se abordan por medio de su definicion, operaciones
y aplicaciones. También se da una introduccién a los determinantes,

El contenido del capitulo 17, es el de raices de un polinomio, en donde se estudia como obtenerlas, los
teoremas de residuo y del factor, asi como la obtencion de la ecuacion dadas sus raices.
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CONJUNTOS Y LOGICA
EISTORICA
2
&
Teoria de conjuntos
Y :‘h‘“ - eorg Canfor fue un matemdtico aleman,
- — - un:gn con Dedekind inventé la teoria
— de conjuntos, base de las matemdticas

modernas. Gracias a la presentacidn axiomdti-
ca de su teoria de los conjuntos, fue el primero
capaz de formalizar la nocién de infinito, bajo
la forma de nimeros transfinitos (cardinales y
ordinales).

Cantor descubrid que los conjuntos infinitos no siempre fienen el mismo
tamaiio, el mismo cardinal: por ejemplo, el conjunio de los racionales es
enumerable, es decir, del mismo tamafio que el conjunto de los naturales,
mientras que el de los reales no lo es: existen, por fanto, varios infinifos,
mds grandes los unos que los ofros.

Légica matemdtica

Hasta casi finales del siglo XX se pensaba que la validez de una demos-
fracién, de un razonamiento matemdtico, consisfia principalmente en que
“nos convenciera”, en que se presenfara como evidente a nuesira mente

y lo aceptdramos como vélido, Esta era, por sjemplo, la forma de entender
la argumentacion del mismo René Descartes [1596-1650).

Se cito, como ejemplo, la frase del matemético francés Jean Marie Duha-
mel [1797-1872): "El razonomiento se hace por el sentimiento que nos
produce en la mente la evidencia de la verdad, sin necesidod de norma
o regla alguna”.

Giuseppe Peano [1858-1932) se levantd contra esta forma de argumentar
y, en esencia, defendia que “el valor de una demosiracién, de un proceso
argumentativo, no depende del gusto o senfimientos interiores de nadie,
sino de que el argumento tenga una propiedad de validez universalmente
comprobable”.

Para Peano la logica matemdtica era, realmente, la logica de la matema-
fica, un instrumento cuyo objetivo era dar el rigor y adecuado valor a las
argumentaciones del quehacer de lo matemdtica.

Georg Cantor (1845-1918)




CAPITULO

Aicesra,

Simbologia

Estos son los simbolos que se utilizardn en el capitulo;

{1}

=
&
|

n(C)

n = o

o R R A S VA ~ T o'

c

Conjunto,

Es un elemento del conjunto o pertenece al conjunto.
No es un elemento del conjunto o no pertenece al conjunto.
Tal que.

Cardinalidad del conjunto C.
Conjunto universo.

Conjunto vacio,

Subconjunto de.

Subconjunto propio de.

No es subconjunto propio de.
Mayor que.

Menor que.

Mayor o igual que.

Menor o igual que.
Interseccién de conjuntos,
Unidn de conjuntos.
Complemento del conjunto A,
Simbolo de igualdad.

No es igual a.

El conjunto continia.
Entonces.

Si y sdlo si.

No (es falso que).

y

0



Cariuio 1

Conijuntos y légica

Conjuntos

Un conjunto es una coleccién de cosas u objetos con caracteristicas definidas. Los conjuntos se representan con letras
mayisculas y sus elementos se delimitan con llaves y separan con comas.

Ejemplos
a) El conjunto de las vocales.

A={a,eiou}l
b)) El conjunto de los digitos.
B={0,1,2,34,56,7.89}
¢) El conjunto de los niimeros naturales.
N={1,23456,..}

Observacidn: los puntos suspensivos indican que el conjunto continta y que los elementos siguientes conservan la
misma caracteristica.

d) El conjunto de los dias de la semana,
& = {lunes, martes, mi€rcoles, jueves, viernes, sbado, domingo}
¢} El conjunto de los nimeros naturales entre 5 y 10,
P=(6,7,89}

Para indicar que un elemento pertenece o no a un conjunto se utilizan los simbolos € y €.

EJEMPLOS

% ] ®#-Sea el conjunto A = { a, e, i, 0, u }, entonces
s u pertenece al conjunto A y se representa u €A,
Ll xno pertenece al conjunto A y se representa x £A.

=

2 ®e-Seaelconjunto B={23,4,5,8,9, 10}, entonces

2eB,5e8B,1¢B,11¢B

[ ]

EJERCICIO 1

Dados los conjuntos: A= {a, &, i, o, uly B={1, 2, 3, 4, 5} coloca € o ¢ segln comesponda:
1. a B Todbo. A

e A B.o_ B

3.2 B 0, e A

4. 3___ A 10.8___ B

5. u A 11.__ B

6. 5 B 12. 1 A

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

5



1 Carltulo

Aicesra,

Conjuntos de nimeros

2 Nimeros naturales: N={1,2,3,4,5,6...}

:} le!lllel'l;ls&lltel"IB:z: [ou _1_31_2:_1: u: 1121 3! H']'

© Niimeros racionales: Q={x1x=£, piqez,qaéﬂ}
q

Eijemplos

N
9

Lh |

, 6, -8,075= 2
4

=1 | b

© Nimeros irracionales, Niimeros que no pueden expresarse como el cociente de dos nimeros enteros.
Ejemplos
V2,5, Y6d e, ...

& Niimeros reales, Es la union de los mimeros racionales con los iracionales.

Tipos de nimeros

© Niimeros digitos. Forman la base del sistema decimal

0123456789

© Nimero par. Son los divisibles entre 2.

Ejemplos
0,2,4,6, 8, 10,12, 14, 16, ...

© Nimero impar. Son los no divisibles entre 2,

Ejemplos
,3,579 11,13, 15,17, 19, ...

2 Namero primo, S6lo tiene dos divisores, entre sf mismo y la unidad.

Ejemplos
23,57 11,13, 17,19, ...

© Nimero compuesto. Tiene dos o mds divisores primos,
Ejemplos
4,6,8,9, 10,12, 14, 15, ...
© Muiltiplo de un niimero. El miltiplo de un nimero k, es nk, donde n es un natural.

Ejemplos

Miltiplos de 3: 3,6, 9, 12, 15, 18, ...
Miiltiplos de 5: 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...



Cariuio 1

Conijuntos y légica

Escritura y representacién de conjuntos

Los conjuntos se representan de dos formas:

= Forma descriptiva o por comprensién. Se hace mencion a la caracteristica principal de los elementos del
conjunto,

EJEMPLOS .
1. @+ Representa en forma descriptiva el conjunto S = { x € N | xes divisor de 6 }.

3
EI.

L}

P Solucién

Este conjunto se lee:

x pertenece al conjunto de los nimeros naturales, tal que xes un divisor de seis.
xes una variable que cumple con las caracteristicas del conjunto §.
2 ®e-5i0=(23,5,7, 11} representa su forma descriptiva.
Solucién

0 ={g € Nlges primo menor que 12}

-

= Forma enumerativa o por extension. Se enlistan los elementos del conjunto, si algin elemento se repite se

considera una sola vez.
EJEMPLOS *
‘g_ ] ®+-Representa en forma enumenativa el conjunto M = {m € N1 m < 5).
;§- Solucién

El conjunto se lee:
los niimeros naturales que son menores que 5 y su representacién en forma enumerativa es:

M={1,2,3,4}

2 ®+-Representa en forma enumenativa el conjunto; A= {xe Zlx+8=10}.
Solucién
Este conjunto lo forman los niimeros enteros que sumados con 8 dan como resultado 10, por tanto, su forma enume-
mtiva es:

A={2}

Yaque2+8=10
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EJERCICIO 2

-
=

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Lo A

Transforma a la forma descriptiva o enumerativa los siguientes conjuntos:
L.

R={1,2510)
A={xeNll<x<9}
B={xeNlx+3=7}
C=(1,24,510,20})
V={yeZl-2<y<3}

Q= { x | xes una vocal de la palabra nimero }
T={ xes un digito de la cifra 453 425 )

§={ xes un digito primo de la cifra 729 634 }
U={4,81216,,,.}

M={ x € Nl xes divisor par de 50 }

Cardinalidad

Es el niimero de elementos que contiene un conjunto,
Ejemplo
{Cuél es la cardinalidad del conjunto A = { x | x es compuesto menor que 10, x e N }7?
Solucién
El conjunto A, en forma enumenativa, es:
A=(4,6,89}
Entonces su cardinalidad es 4 y se denota: n(A) = 4

Conjunto finito. Es aquel conjunto con cardinalidad definida.
Eijemplo
(El conjunto B = { x| xes un dia de la semana } es finito?
Solucién
El conjunto B en forma enumerativa es:
B = { lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sdbado, domingo |
El conjunto tiene 7 elementos, es decir su cardinalidad estd definida, por tanto es finito.

Conjunto infinito. Es aquél cuya cardinalidad no estd definida, por ser demasiado grande para cuantificarlo,

Ejemplo

¢(El conjunto C= { x€ N| xes miiltiplo de 3 } es infinito?
Solucién

El conjunto C en su forma enumerativa es:

C={36.9 12 15,... )

8
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Hl conjunto contimia indefinidamente, no se puede determinar su nimero de elementos, por tanto, su cardinalidad es
infinita y se escribe como:

WC) = oo
Conjunto vacio o nulo. Es aquel que carece de elementos y se denota con el simbolo ¢ o bien { }.

EJEMPLOS .

£ 1. @+ ;El conjunto D ={ xe N12x— 1=0} es vacio?

E | Solucién

El tnico valor de x que satisface la igualdad es % pero no pertenece al conjunto de los mimeros naturales, por tanto,
d conjunto D es vacio,

D={ }=¢sucardinalidad es n(D)=0

2 ®e-El conjunto £ = { x | xes un nimero par e impar } es vacio?

Solucién
El conjunto E es vacio, ya que no hay ningiin niimero que sea par ¢ impar a la vez.

[ ]

EJERCICIO 3
Encuentra la cardinalidad de los siguientes conjuntos:
1. A={xeN|xes un divisor de 30 }

B = [ x es vocal de la palabra casa }
8 = { x| x es una estacién del afio }
R={xeNlx+3=1}

O={xeNlx>6)
T={xeRlx=6}
M={xeNlx<l1}
L={xeN|xes par divisor de 20 }
J = [ x es natural }

0 = {x | x es un mes del afio }

Lo R R

._.
=

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Conjuntos equivalentes

Sean A y B conjuntos no vacios, se dice que A es equivalente a B si y sdlo si tiene la misma cardinalidad; se denota:
A= RByselee Aes equivalente a B,

Ejemplo

SiA={xeNlxesdivisorde 6 } y B={ a. e, i, 0 } comprueba que Aes equivalente a B,
Solucién

Las cardinalidades son: n(A) = 4, n(B) = 4, por tanto, se concluye que ambos son equivalentes. A = B,

?
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Conijuntos iguales
Son aquellos que tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos.
Eijemplo
¢ Son iguales los conjuntos A = x€ Nlxes divisorde 6 } yB={1,2,3,6 }7
Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son:
A={1,2,3,6}yB={1,23,6)

Sus cardinalidades son; n(A) = n(B) =4

Ambos tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos, por tanto, los conjuntos son iguales, es decir, A = B.
Conijuntos disjuntos
Son aquellos que no tienen elementos comunes,
Eijemplo
¢ Son disjuntos los conjuntos R={ xe Nlxes divisorde 5} yS={xeNI2<x<5})?
Solucién
Los conjuntos en su forma enumerativa son:

R={15}y 8§={34]

Los conjuntos no tienen elementos en comin, por tanto, los conjuntos R y § son disjuntos.

EJERCICIO 4

Sean los conjuntos:

A =[{xeNlx<5} D={1248)

B ={xeNl|xesdivisorde 8 } E=[aeio}

C={1234} F = {x|x es una vocal de la palabra murciélago }

Verifica si son equivalentes, iguales o disjuntos los siguientes pares de conjuntos:
1. AyC

2 DyE
3. ByF
FyD
AyD
EyB
CyE
FyC

Lol A

Ay F
10. ByD

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

10
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Subconjuntos

Dado un conjunto Sse dice que A es subconjunto de S, si todos los elementos de A estiin contenidos en el conjunto §
y se denota por A — 8. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto,

Ejemplo
Dados los conjuntos § = { x | xes digito } yA={2, 4,6, 8 }, verificaque A C 8.

Solucién
El conjunto S en forma enumerativaes: §=(0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9 }
Los elementos de A estdn contenidos en S, por tanto, A = S,

Subconjunto propie. Dados dos conjuntos A y B, se dice que B es subconjunto propio de A si todos los elementos de
Bestin en A y no son equivalentes,

Ejemplo

Sean los conjuntos L={2,4,5,6,8 ) yM={2,4,6 }, verificaque M c L.

Solucién

Los elementos de M estin contenidos en L, y M no es equivalente a L, por consiguiente, M c L,

Niimero de subconjuntos de un conjunte, El niimero de subconjuntos estd dado por la férmula;
Nis)= 2" con n =cardinalidad

Ejemplo
Determina el nimero de subconjuntos del conjunto:

R={ab,cd}
Solucién
La cardinalidad del conjunto es 4, entonces n = 4 y al aplicar la formula se obtiene:

Nimero de subconjuntos = 2* =16

Conijunto potencia
Se le llama asi al conjunto que forman todos los subconjuntos de un conjunto.

Ejemplo
Encuentra el conjunto potencia de:
T={2.4,6}
Solucién
El nimero de subconjuntos de T es:
N(s) = 2°=8

El conjunto potencia estd formado por 8 subconjuntos de cero, uno, dos y tres elementos, los cuales son:

{{ M2h{4}{6}{24}{2.6}.{4.6}{2.4.6}}

11
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Conjunto universo
Sean A, B, C, ..., subconjuntos de un conjunto U, a este iltimo se le llama conjunto universo de los conjuntos dados.

Eijemplo
Seall={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } ylos conjuntos A, B y Ctales que:

A={2,468},8=(1234}yC=(126,7}

ComoAc U, Bc U, CcU,siendo U el conjunto universo.

EJERCICIO §

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente

EJEMPLOS

3
§

w

- T O R o

Resuelve lo que se indica en los siguientes ejercicios:
I;

Si W={ x, v z], halla el nimero de subconjuntos de W,
SiT={xeN|1<x<7}, determina el ndmero de subconjuntos de T,
SiA={xeNlxes par menor que 10 }, halla el nimero de subconjuntos de A.
Sea el conjunto L= { o ff, @}, determina el conjunto potencia,

Sea el conjunto M = [ a, ¢, ¢, ], determina el conjunto potencia.

Sea el conjunto N = {1,2,3,6 }, halla el conjunto potencia.

Sea el conjunto P = { x € Nl xes un divisor de 9}, determina el conjunto potencia.

Sea el conjunto 0= { xe N1 4 <x =7 }, determina el conjunto potencia.

Diagramas de Venn

Es la representacién de un conjunto o conjuntos y sus operaciones, que delimitan figuras planas como circulos o
rectingulos; por lo general los circulos delimitan a los elementos del conjunto o conjuntos dados y los rectingulos
delimitan al conjunto universo.

i
-

1 @9 Representa en un diagrama de Venn el conjuntoA={1,2,3,4 }.

!

Solucién

2 ®=-Represenia en un diagrama de Venn el conjunto:

B={ xe Nl xes miltiplo de 3 menor que 17 }

12
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Solucién

El conjunto B en forma enumerativa es: B8={ 3, 6, 9, 12, 15 } yel conjunto universo son los niimeros naturales.
Por tanto, el diagrama es:

N

3 ®e-Representa en un diagrama de Venn los conjunios 0={ 1,3,5}yP={1,2,3,4,5}.
Solucién

Hl conjunto @ es un subconjunto propio de P, ya que todos los elementos de O son elementos de P, por consiguiente,
Ia representacitn de ambos conjuntos en un diagrama de Venn es:

o

4 ®e-Representa en un diagrama de Venn los conjuntos U = {2,4,6 810,12,14,16,17,18,19}, A = {2,6,10,12} ¥
B={4,6,81017}
Solucién
Los elementos que se repiten se colocan en la regién comin de los conjuntos A y B. Los elementos faltantes de cada

conjunto se colocan, respectivamente, en la region sobrante. Los elementos del universo que no aparecen en los con-
Jjuntos se colocan fuera de ellos.

19
18

14 16

5 ®+-Sean los conjuntos U ={3,4,69,10,12,13,17 }, P={3,6,9,10 } y © ={ 4,12 }, represéntalos en un diagrama de Venn.
Solucién
No hay elementos en comiin; en el diagrama los conjuntos estin separados con sus respectivos elementos y los ele-
mentos que no pertenecen a los conjuntos se colocan fuera de ellos.

U P ()
13.
17

13
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6 ®¢-Dibujaen un diagrama de Venn los conjuntos U/={ 2,4,5,6,9,10,11,12,13,16,21,23 }, M= { 2,5,9,10 }, N={ 2.4,6,9}
yL={2,4,516,21}
Solucién
Los elementos que se repiten se colocan en la regién comiin de los 3 conjuntos y los demds elementos se colocan en
sus conjuntos correspondientes, de la misma forma que en los ejemplos anteriores.

A
AVAY AV

Unién de conjuntos
Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la unién de A y B, se define:
AuB={xlxeAoxeB}

Su diagrama de Venn se representa sombreando ambos conjuntos,

v A B

La unién de dos conjuntos es el conjunto formado por los elementos de ambos conjuntos,

EJEMPLOS .
1. ®+-Seanlos conjuntos A={ 3,5,6,8,10 } yB={2,6,8,10, 12}, halla AU B.
€ | Solucién
T El conjunto solucién de la unién de los conjuntos A y B son todos los elementos de ambos conjuntos, los elementos

que se repiten s6lo se escriben una vez.
Por tanto, el conjunto es:

AVUB={235,6,810,12 }

14
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2 ®+-8iS=[xeNlxesdivisorde 20 } y T= ( x € N| x es divisor de 6 }, halla y representa en un diagrama de Venn
SuT.

Solucién
La representacién en forma enumerativa de los conjuntos es:
§={1,2,4,510,20)
T=(1236}
El conjunto solucitn de la uni6n de los conjuntos S y Tes:

SuT={1,234,561020}
Diagrama de Venn

3 ®#-Para los conjuntos U= { x| xes un digito }, P={ xeUlxespar } y @ ={ xe Ul xes impar }.
Determina y representa en un diagrama de Venn P U

Solucién
La representacién en forma enumerativa de los conjuntos es;

0={0,1,23456789LP={0,2468)y0={13579]}
El conjunto solucitn de la unién de Py O es:
PuUQ={0,1234567829]
Diagrama de Venn

Interseccién de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, entonces la interseccién de A y B se define:

AnB={xlxeAyxeB}

15
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Su diagrama de Venn se representa sombreando la regidn comin de ambos conjuntos.

En esta operacion se toman inicamente los elementos que se repiten en los dos conjuntos,

EJEMPLOS .

w
'é_ |, ®#-Seanlos conjuntos U={1,2,3,4,56,7,8},A={1,2,56}yB={1,4,56,7 ], precisa y representa en un
s | diagrama de Venn A M B,

w Solucién

Para encontrar el conjunto solucién de la interseccién de los conjuntos A y B, se toman (inicamente los elementos que
se repiten en los conjuntos,
Por tanto, el conjunto es

AnB={1,506)

Diagrama de Venn

Z ®e-Encuentra la interseccitn de los conjuntos C= { x| xes un digito }, D={x e N|x26 } y su diagrama de Venn.
Solucién
La transformacidn en su forma enumerativa de los conjuntos es;
C={0,1,23,4,56,789},D=(6,7,8910,11.. )

Para hallar el conjunto solucitn de la interseccitn de los conjuntos Cy D, se toman dnicamente los elementos que se
repiten en los 2 conjuntos.
Por consiguiente, el conjunto solucitn es:

CAD={6,7,89)

Diagrama de Venn

16
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3 ®e-Para:U={0,1,2,3,4,56,7,89).S=(xelUlxespar ) y T= [ xeU | xes impar }. Determina y representa en
un diagrama de Venn § ~ T

Solucién
La forma enumerativa de los conjuntos es:

§={0,2,4,6,8}
T={13,579]}

Los conjuntos no tienen elementos en comiin.
Por tanto, el conjunto solucién es vacio:

ANB={}=¢
Diagrama de Venn
El diagrama de Venn no se sombrea

Conjunto complemento

Sea U el conjunto universo y A un subconjunto de U, el complemento de A se define:
A'={xlxeUyxe A}

El conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a U y no pertenecen al conjunto A y se representa
como A’ 0 A",

Su diagrama de Venn se representa sombreando la regién fuera del conjunto A,

v A

EJEMPLOS =

L @+ Determina el complemento y su diagrama de Venn del conjunto A= { 2,3,5,7 },si el universoes U={xeNlx< 10 }.
S Solucién
m

Hl conjunto {/en su forma enumerativa es:
U={1,23,4,56,72829,10}
(continia)

17
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(continuacidn)
Por consiguiente, el complemento de A es:

A'={1,4,68,9,10}

Diagrama de Venn

2 ®e:Sea U= | xeNIxes un nimero compuesto menor que 16 ), Determina el complemento del conjunto
M={xelUlxesimpar }.

Solucién

Los conjuntos en su forma enumerativa son:
U={4,6,8,9 10,12 14,15}
M=(9,15}

Por tanio, el conjunto complemento de Mes; M’ ={ 4, 6, 8, 10, 12, 14 }
Diagrama de Venn

3 ®+-Sean los conjuntos

U={23,5680910,12 13,14}
A={256912)
B=[3,56,89)

Determina A’ m B,
Solucién
Se obtiene el complemento de A:

A’={3,8,10,13,14 }

Se obtiene la interseccitn de A’ con el conjunto B;
A'nB=(3,810,13,14}n[3,56,8,9}=(3,8)
Por tanto, el conjunto solucién es:
A'AB={38]
4 ®e-Sean los conjuntos:

A={xeNlxes par menor que 10 )
B=[{xeNl6=x<10)
C={[xeN|xesimpar }

Halla (Au B)~C

18
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Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa son:

A={2,4,68),B=(6789)yC={1,357911,13,15,... }
Sehalla AU B:
AUB={24,6,7,8,9}
Con el conjunto C y el conjunto anterior se halla la interseccion;
(AUBYNC={2,4,6,7,8,9}~{1,3,57,911,13,15,... }={7.9}
Finalmente, el conjunto solucidn es:
(AUB)NC=(7,9}

[ ]

Diferencia de conjuntos

Sean A y B conjuntos no vacios, se define la diferencia como el conjunto que contiene a los elementos que pertenecen
a A y que no pertenecen al conjunto B, La diferencia se representa como A — B,

A-B=AnB={xlxecAyxeB}

Su diagrama de Venn se representa de la manera siguiente:

U s

Ejemplo
SiA={a bc,de}yB={a.¢e i 0,u} hallar A- Bysu diagrama de Venn.

Solucién
Hl conjunto solucién contiene a los elementos que pertenecen a A y que no pertenecen al conjunto B, entonces:

A_B=[aqb-;c’dgel_[agg!iqaqu}

Por tanto, el conjunto es:
A_B= [ b-!'::!d}

Diagrama de Venn
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EJERCICIO 6
Sean los conjuntos:

U={xeZl-4<x=<T)
A={xellx<3}
B ={x €Ul xes un nimero par mayor que 1}

Representa en diagrama de Venn y determina:
1. AUB 3.4 5. A-B
2. AnB 4, B 6. B-A

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

En los siguientes ejemplos, se combinan las operaciones de conjuntos,

EJEMPLOS .
] ®+-Dados los conjuntos U= {xeNIx<9),A={xeNI3<x<8}yB={1,4,7,9 },encuentra el conjunto solucitn
.i i de:A’ﬁB'
e Solucién
Se escriben los conjuntos U7 y A en su forma enumerativa;
U={1,234,56789} A=(4,56,7)

Se buscan los complementos de ambos conjuntos;
A'={1,2,3,89]} B'={23,568}

Se efectia la operacidn y el conjunto solucidn es;
A'NnBE=(12389}n{23568}

={238}
2 ®e-Paralos conjuntos:
P={xeN|-3<x=<6} R={ xeN|xes par menor que 16 }
0 ={ xe Nlxes divisor de 20 } §={0,1,2,3,4,6,7,89}
Determina (P= YU (RN 8)
Solucién
Los conjuntos en forma enumerativa somn:
P={-2,-1,01223,4,56) R={24,6,810, 12, 14}
0={1,24,51020} §={0,1,2,3,4,6,7,8,9)

Se obtiene la diferencia entre los conjuntos P y O:
P-0=(-2-1,0,1,23456}-(1,24,510,20}
P-Q={-2-1,0,36)

Se determina la interseccién de Ry §:
RNS={24,68,10,12,14}n{0,1,2,3,4,6,7.8,9}
RNS={24,68)

Se determina la unién;

(P-YURNS)={-2,-1,0,3,6}u{2.4,6,8}
(P-0)Uu(RNE8)={-2,-1,0,2,3,4,6,8}
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EJERCICIO 7
Sean los conjuntos:
U=(01223456,7 8910, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}
A ={xeUlxes par menor que 10}
B ={xeUlxes divisor de 12 ]
C={xelUlx<b6}
D={xelUl2<x<b}
E ={x e Ulxes undigito }
F={xelUlx>=13}
G =[x e Ul xes par mayor que 10 }
Determina:
1. AUB 12. D’ 2B, (AUF)AC
2. BuUC 13. A-B 24. BU(F-G)
3, CuD 14, C-D 25. (F-G)nE
4, DUB 15. E-B 26. (FNG)uD
5. AnB 16. B—A 27. En(AUG)
6. AnD 17. A’ N B 28, (EUF)N(AUG)
7. CAE 18, AUB' 2. (CUE)A(FUG)
8 BAC 19, B AE' 30, (BUD)U(FAG)
9, A’ 20, A' -G 3l. (BUD)Y - (EuGY
10, B' 21, (AUBY 32, (A’ B )=(E AF")
11, 22, (AnBY
@) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Operaciones de conjuntos con diagramas de Yenn
EJEMPLOS 2
1‘ ﬁt-Reprcscmaenundiagrann de Venn la siguiente operacién (A U B)':
Z © solucién
Se determina el diagrama de la unién del El complemento es todo lo que no pertenece a la unién,
conjunto A con B, por tanto, su diagrama de Venn es:
U U

A B

AUBRB (Au By
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2 ®+-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operaci6n (A U B) C.

Solucién
Diagrama de Venn de (A U B) Diagrama de Venn del conjunto C
U A B U A B

C
(Av B)

La interseccitn de la unién de A con By el conjunto C, es la regidn comiin entre las dreas sombreadas.

c

U A B

C
(AuB) nC

3 ®@e-Representa en un diagrama de Venn la siguiente operacién (A M B)\U (A —C).

Solucién
Diagrama de Venn (A M B) Diagrama de Venn (A - C')
A B
U A B L
C C
AnEB A=-C

Finalmente, el conjunto solucién es la unién de las dreas sombreadas.

U A B

[ &
(AnByw(A=-0)

22
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EJERCICIO 8
Realiza el diagrama de Venn de cada una de las siguientes operaciones:
1. A 4, AnBNC 7. (AUuCIN(B-C) 10 AnBYUBNC)
2. (AnBY 5. (AUB)N C 8. A-B)U(ANC) 11. (A=-B)U (BN C))
3. A nB 6. B n(A-C) 9, (AnBNCY 12, (A’ UB)-(A'LC)

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ejemplo

Sean los conjuntos:

U={ab,e.d fghi} B={(b.d g h}

A={ab,c,d} C=(b.fg.h}
Representa en diagrama de Venn y halla el conjunto solucién (A" — B) m C.

Solucién

Para determinar €l conjunto se procede de la siguiente manera:
Se halla primero A’, se realiza la diferencia con el conjunto B y, finalmente, con esta iltima operacitn se realiza

la interseccitn con el conjunto C.

(A"=B)ynC={f}
EJERCICIO @
Sean los conjuntos:
U={xlxes undigito } B={xeUlxsea primo }
A=[xelUlx<5} C={2,4,58}
Representa en diagrama de Venn y determina el conjunto solucién.
1. AUB 4, A'AB 7. (A'-B)nC 10. (AnBY (A’ B
2. AnB 5. (AUB)NC 8. (A-BY n(BNC)Y 11. (A-BY n(B-C)
3 A'uB 6. (AuBuCY 9 A-BYuC 12, (A" uBY-(A"u )

@) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

23



1 Carltulo

Aicesra,

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Se realiz6 una encuesta a 82 alumnos sobre el tipo de miisica que més les agrada; los resultados fueron los signientes:
a 32 de ellos les gusta el pop, a 33 les agrada el rock, a 36, el reggae, a 10 les gusta el pop y el rock, a 11 el pop y
el reggae, a 9les agrada el rock y el reggae, a 4 les gustan los 3 estilos y finicamente a 7 otros tipos de miisica.

(Cuéntos estudiantes s6lo prefieren rock?

LA cufintos alumnos sélo les agrada el reggae?

{Cudntos estudiantes prefieren finicamente pop y reggae?
({Cuéintos alumnos prefieren solamente rock y reggae?

Solucién
Se construye el diagrama de Venn, de la siguiente manera;
Se inicia con la zona en la que se intersecan los 3 conjuntos.

4
Se obtienen los alumnos de la zona donde se interseca el pop y el rock (nicamente.
10-4=6
Se obtienen los estudiantes de la zona donde se interseca el pop y el reggae, solamente.,
11-4=7
Se obtienen los alumnos de 1a zona donde se interseca el rock y el reggae linicamente.
9-4=5
Se obtienen los estudiantes de la zona que (nicamente escuchan pop,
32-(6+4+7)=15
Se obtienen los alumnos de la zona que dnicamente escuchan rock,
B_(6+4+5)=18
Se obtienen los estudiantes de la zona que dnicamente escuchan reggae.
36=({T+4+5)=20

Los alumnos a quienes les gusten otros estilos, se colocan en la zona que no corresponde a los conjuntos anteriores,
Hl diagrama de Venn que se obtiene es:

Finalmente;

Los alumnos que sélo prefieren rock, son 18

Los alumnos que s6lo les agrada reggae, son 20

Los alumnos que prefieren tinicamente pop y reggae, son 7
Los alumnos que prefieren dnicamente rock y reggae, son 5
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3 CAPTULO

14, (dx - 5)}(dx-2)
15, (1-3x)(2-3x)
16. (4 + 5x)(6 + 5x)
17, (2="Tx)2 +6x)
18. (5+2x)(5 - %)
19. (¥ - 10)(x" + 6)

20. (m’ - 4)(m’ - 8)

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

82

Aiceara
EJERCICIO 36

Resuelve los siguientes productos:

L (x—8)x+5) 21, (x*+6)(x* = 12)

2 (m+THm-4) 2, (-1} +2)

3, (x—10)(x-2) B, (@ -5)a' - 2)

4. (x=6)x=3) 4, ™'+ T -5)

5. (x+4)x +6) 25, (@’ + b} a'x" + 2b")

6. (n-3)}n+4) 26, (X" + HME" - TV

7. (x-Dx-8) 2. ( --ﬁ-](“%)
(1 2)1 1

8. (a+3)a-9) . (5m 3](5,,, E]
(3 1Y(3_ 5

9. (x-5)Nx+2) ». (3 E](Z” E]
i

10, (m=3}m +8) 30, —,xy+£](§—x}r)
L g )\ 4

11 (2x-6)2x+4 a1, [Ly ](3 __x]

F B d 2PN TS

12, (3m + 6)(3m — 4) 32, rEx’—l}r’](Ex’ +1y’]
L5~ 4 A

13, (6x —4)(6x +3) 33. (a+b+3)a+b+4)

M., @=2b+1)a=-2b+35)

35, G-y +30(x-y-T2)

36, Rx+y+ 22 +y-1)

37.

38,

(m*+n =5)m" +n"+9)

(a+b-cXa-b-3c)

eIy —4x-2y+2)

a+Sb+ea-5b+c)




CAPITUIO 3

Preductos notables

Cubo de un binomio

Es de la forma (a + b)”, su desarrollo es un polinomio de cuatro términos al que se llama cubo perfecto y su desarrollo
es el cubo del primer término, mds el triple producto del cuadrado del primero por el segundo, mds el triple producto
del primero por el cuadrado del segundo, mds el cubo del segundo.,

a+bP=a+3ah+3ab® +1*

Demostracidn
La expresi6n (2 + b)" es equivalente al producto (@ + b)(a + b), entonces:

(@a+bY =(a+b)(a+b)=(a +2ab+b)a+b)
=a'+a'b +2ab+2ab" +ab’ + b
=a'+3ab+3ab’ + b

E

o

EMPLOS .
] ®@# Desarrolla (m + 5)°.
! Solucién
Se obtiene cada uno de los términos que conforman al cubo perfecto:

Ejemplos

— El cubo del primer término: (m)’ =m’

— El triple del cuadrado del primero por el segundo; 3(m)(5) = 15m"

— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(m)(5)* = 3(m)25) =T5m
— El cubo del segundo: (5)° =125

Estos resultados se suman y se obtiene:
(m+ 5 =m" +15m" +75m + 125

2 ®e-Desarrolla el siguiente binomio (x — 4)°;
Solucién
El binomio se expresa de la siguiente manera; (x — 4)" = (x + (— 4))°, se obtiene cada uno de los términos del cubo
perfecto:
— El cubo del primer término: (x)* =x
— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(x)i(—4) = - 12x°
— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(x)}(—4)" = 3(xX16) = 48x
— El cubo del segundo término: (- 4)° = - 64
Finalmente, el desarrollo es:

(x =4y = — 125" + 48x — 64

3 ®e-Desarrolla (- 2m — 3n).
Solucién
El binomio se representa como: (- 2m — 3n)" = [(— 2m) + (- 3n)’, se aplica la regla general:
(= 2m = 3n)" = (= 2m)" +3(=2m)" (=3n) + 3(= 2m) - 3n)" + (- 3n)’
= (= 8m") + 3(dm")(= 3n) + 3(=2m)}(9n") + (- 27n")
=—8m’ - 36m’n - S4mn’ - 2Tn’°

(continia)
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3 CAPTULO

Aicesra,

Solucién

(confinuacidn)

4 ®+-;Cudl es el resultado de (3x* - 2577

Se aplica la formula y se determina que:
(B - 2y)" = ()’ - 3362y +33¢ N2y - ()

Al utilizar la férmula los términos se sustituyen con signo positivo,

El desarrollo del cubo de la diferencia de dos cantidades se obtiene con la férmula:
(@a=by=a-=3a’b+3ab* -0

=27x" - 309x°)2y") + 33N 4) - 8y’

= 27x" — 54x%y + 36x")° - 8

EJERCICIO 37
1 (- 17

2. (m+6)y

6. (x +3)

7. (1=xy

8, (10 -my

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Desarmolla los siguientes binomios al cubo:
9,

10.

11.

12,

13.

14,

15,

16,

{2+ 1)°

(Ba-4)

(2x+ 3y

(1-4m)’

(3x - 4y)’

(50 + 2n°)

(3xy - 2%’

(4 + 2xy)°

17.

18,

19,

21,

] (Efﬂ_s _3ydn+l]3

Multiplicaciones que se resuelven con la aplicacién de productos notables

Se utiliza para resolver una multiplicacién de polinomios, siempre que las caracteristicas de los factores permitan
aplicar las reglas de los productos notables. Se agrupan las expresiones y se desarrolla el producto notable que corres-
ponda a las caracteristicas de los mismos; con los factores resultantes se aplica el mismo procedimiento hasta obtener

el resultado.
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CAPITUIO 3

Preductos notables

1 @+ Desarrolla el siguiente producto: (x + 2)(x — 2)(x* +3).
' Solucién
Se eligen los factores (x + 2)(x — 2}, los gue se resuelven como un producto de binomios conjugados:
(x+2x-2)=x"-4
Entonces el producto inicial se representa como:
(x+26x =24 + 3= (" - +3)
Por 1ltimo, se aplica el producto de binomios con término comin:

- +3) =D+ (-4 + D+ (- H3)
=x'=-x"-12

Por tanto: (x +2)(x =2 +3) =x*-¥ - 12
2 ®e-Desarrolla el siguiente producto: (x + 1) (x +2) (x— 1) (x— 2).
Solucién

De acuerdo con la eleccion de los factores es como se procede a aplicar el producto notable, en este caso reagru paremos

Ios factores de la signiente manera:
x+Dx=1)(x+2)(x=2)
Al desarrollar mediante binomios conjugados, se obtiene:
x+Dx=-D=x"-1 (x+2) (x-D=¥-4
La expresion se transforma en:
G+DE-DE+Yx-)=E"-) " -4)
Por iiltimo se aplican binomios con término comiin;

=) + (=1 ="+ (= (=4
=x'=5+4

Por tanto; (x + 1) (x +2) (x— D (x = 2) =x" - 5x" + 4
3 ®e-Resuelve el siguiente producto: (x +3)%(x - 3)".

Solucién
Se desarrollan los cuadrados de los binomios:

(x+3)=x"+6x+9; x-3=x"-6x+9
Luego:
(x+3)'@x -3)" = (¢ + 6x + Nx" — 6x + 9) =(x" + 9 +6x) (x" +9 - 6x)
Al aplicar binomios conjugados se determina que:

(" +9 + 6x)x" + 9 = 6x) = [ + 9 = (6x)°] = () + 20" (9) + (9)" - 36"
=+ + 18 + 81 = 36x°
= — 18 + 81

Por tanto, el resultado es: x* - 18%" + 81
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3 CAPTULO
Aicesra

EJERCICIO 38
Realiza las siguientes multiplicaciones aplicando productos notables:

(x = D(x+ D(x +2)
(m +8)(m — 8)(m + 1) (m - 1)
(3x = 5)(3x + 2)(9x° = 9x - 10)
(5x - 6)" (5x + 6)°
m+2 (m-2y°
(—x-67 " - 12x+36)
" = (' + THn*-6n" +7)
&+ 7 =y (o )
(2m+6X2m = B)Y4m* +3m+ 1)
(9 — 62°)(6x” + 9)(B1 + 36x°)
. (x=4)x+ 5)x +4)(x - 5)

By A T
; [gf-gf]z[gmgf]
13, [(2x = y)(2x +y)4c" +y)I°
14, i’ =m-1Dm*+m+1)
15, &=y (' +y) (x +y)
16. (m —2)(m =47 (m+2)
17. & +y)x =" +3)x' -y
18, (r+ D{x=3)x=1)x+3)
19. (m* + 5)}m — 2)(m” + 4)(m + 2)
20. [(n+2)}n-2)n" + T

Lo - O S

—
_—

i
[

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPITULO 4

|
L=

FACTORIZACION

Pierre de Fermat

atemdtico francés quien nacid en
M Beaumont de Lomagne y fallecio

en Toulouse. Fermat participd con
Pascal en la creacion de la teoria matemdtica
de la probabilidad; Descartes y Fermat inven-
faron la geometria andlitica, cada uno por su
lado. Si fodas estos aporiaciones de primera co-
tegoria no son suficientes para ponerlo a la cabeza de sus contempordneos
en la matemdtica pura, podemos preguntarnos: aquién hizo mase Fermat
era creador innato. Era también, en el esfricto senfido de la palabra, en lo
que se refiere @ su ciencia de lo matemdtica, un dficionado. Sin duda es
uno de los mas grandes aficionados en la historia de la ciencia, y quiza
“sea el primero”, la vida de Fermat fue franquila y laboriosa, pues tuvo una
exiraordinaria suerte.

Pierre de Fermat
(14601-1665 d.C.)




4 CAaPITULO

Aicesra,

Definicién

Factorizar es expresar una suma o diferencia de términos como el producto indicado de sus factores; éstos se presentan
en la forma més simple.

Factor comin

Es la expresitén comiin que tienen todos los términos de una expresion algebraica.

EJEMPLOS .
] ®s Factoriza: x® —x° +x°.
ﬁ. ' Solucion
i Para encontrar el factor comiin se toma la letra que se repite y de menor exponente (xz] . después cada uno de los
términos de la expresidn algebraica se divide entre el factor comiin;

£ £, 2.
xZ

—_—= x el —x
x
Los resultados se expresan de la siguiente manera;

X =x +x =x’(x" —x3+1]

2 ®e-Factoriza: 16a%7c = 12a°b%c® + 20 %",
Solucién
Se busca el factor comiin de los coeficientes, que es el mdximo comiin divisor de ellos y también se busca el factor
comiin de las literales:
MCD (16, 12, 20) =4 el ey

Se realizan las divisiones término a término y el resultado de la factorizacitn es:
16abc — 12a°h’c® + 20 a%" = 4a’h*(4a’°c - 3a’c’ + 5b°)

3 ®9-Obién la factorizacion de la expresion: 18x* — 12x + 54,
Solucién
El méximo comiin divisor de los coeficientes es 6 y no existe un factor comdn literal, por tanto, la expresién tiene sélo
un factor comiin numErico y se expresa Como;
18x = 12¢ + 54=6(3" —2x+9)

4 @ Factoriza: (2a- %) (5a-7b)" —(2a - %)" (5a - 7b)".
Solucién
En esta expresién el factor comiin estd compuesto por binomios, por consiguiente, se toma de cada uno de ellos el de
menor exponente y se realiza la factorizacion de la siguiente manera:

(2a-3b)"(5a=Tb)" —(2a-3)" (Sa-Tb)" =(2a-3b)*(5a—Tb)’[(5a - Tb) —(2a-3b)]
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CAPITUIO 4

Factarizacién

Se reducen los términos semejantes del iltimo factor:

=(2a-3) (Sa—7b)"[Sa—Tb —2a + 3]
=(2a-3b)"(5a—7b)" [3a-4b)

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (2a—3)"(5a—7b)"[3a—4b)

-

EJERCICIO 39

EJEMPLOS

Ejemplos

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

1

Factorizar las siguientes expresiones:
l. @+a

ab -2'b
a+ad-a
18%° + 30x*

48x° — 120" — 24x*
256" + 35b" - 45b°
1ax - 1212’ + 334°
9a’b - 12 a’b" + 15ab" - 184°0"
O’ + fix + 3

4’ - B +12¢°

. 6" - 6xy - 6x
14xy" - 28%° + 56x°
13. 3Max’ + 514"y — 68ay’

Lol - O

—
B o= S

14. 55m’n’x + 11007 1* ¥ — 220m°y°

15, 25x" —10x° + 15x° - 54°

16. 94" - 12ab + 15a’b* -24ab’

17. 12m’n + 24m’n’ - 36m'n + 48m°n’

18. 34’ + 6a’b” — 5a'b” + 8a’'b* + 4a°V°

19. 16¢"y" - 8"y - 24x%y — 40x°y’

20. 1004°b’c — 150ab’c” + 50ab’c’ - 200abc’
21 93a'¥'y - 62a°x’y’ —124a’x

22, 6x(3x - 1)" + 2°(1 - 3x)°

23, 9(x+ 1) -3(x+1)

24, X(x+2) = x(x +2)

25. 4x (2x-5)" + Bx'(2x - 5)

26, (2x—1)(x+4) - (2r=D)(3x +1)

Factor comin por agrupacién de términos

Se agrupan los términos que tengan algiin factor en comiin, de tal modo que la expresion restante pueda factorizarse

como se muestra en los siguientes ejemplos:

@+ Factoriza; am +bm + & + ab,

Solucién

Se agrupan los términos y de los primeros se factoriza “m” y de los segundos “a”.

am + bm + a*+ ab = (am +bm) + (@ + ab) =m{a + b) +ala + b)

La tltima expresién se vuelve a factorizar tomando como factor comiin el binomio a + b y se obtiene como re-

sultado:
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4 CariTuLO

Aicesra,

2 oo

3 e-

/Cuél es el resultado de factorizar 6ax + 3a” — 4bx — 2ab?
Solucién

Se agrupan los términos y se buscan los respectivos factores comunes de cada uno para poder factorizarlos y obtener
como resultado:

6ax + 34" — dbx — 2ab = (6ax + 3a°) + (— dbx =2ab) =3a (Zx+ a) - 2b (2x +a)
={2x+a)(3a - 2b)
Factoriza: 6a’x +4ab + 2a — 3abx — 25" - b.
Solucién
Se repiten los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene:

6a x+ dab + 2a — 3abx — 20" — b = (ba"x + dab + 2a) + (= 3abx - 20" - b)
=2a (3acr+2b+1)- b (Bax + 2b +1)
=(3ax + 2b +1)(2a - b)

EJERCICIO 40

e e T — = = —

0 Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

Lo R T

Factoriza las siguientes expresiones:
1K

nt +mn + mx + nx

W -1-x"+3x

ax — bx +ay— by

2y’ —6ay’ —y+3a

am = 2bm = 3an +6bn
4a’x — 5a'y + 15by — 12bx
mp’ = 3np 4+ m's' = Inz’
Sm'n + 5mp’ + n'p” + mn’
3a - 2b - 2by" + 3ay"
2mx* + 3nx* +10m + 150

. bm® + by — em® - ¢y’
, X =15-5x+35

. 3bz =by = 9mz +3my
. a+d+a+l

1+2a-3d"-6a"

=T+ =T
. da=1=dab+ b

18m* + 12m® — 15m — 10

. XPyz—xZm+xy°m - yom’®
20,

pr+mupt+mnpt +mn
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CAPITUIO 4

Factarizacién

Diferencia de cuadrados
La diferencia de cuadrados es de la forma a” — " y su factorizacién es:
a -b" =(a+b)(a-b)
Lo que da como resultado el producto de binomios conjugados.

EJEMPLOS *
"g, 1, @+ Factoriza la expresién: x* —9.
y

Solucién

-

V¥ =x . J9=3
Finalmente, la factorizacién es; x* =9 =(x+3)(x-3)
16 1
L LS iza: —x ——.
2 ®e-Factoriza i
Solucién

Se aplica la formula y se obtiene como resultado:
16 1 4 13 4 1
I '53-[5“ 5)(3*'5]

3 ®e-;Cuil es el resultado de factorizar x™*™* — y™?
Solucién
Se expresan los exponentes de la siguiente manera:
xz.n—a _ yﬁb - xzh—z} _ yz{sa}
Se extraen las raices cuadradas de ambos términos:

NPT \/JE}' —y®
Finalmente, se obtiene:
By = (x4 )(x 7 =y
A ®e-Factoriza la expresién: (2x + 3)° - (x-1)".
Solucién
Se extrae la raiz cuadrada de cada uno de los términos:
\m=2x+3 (x=1)" =x-1
Se sustituyen las raices obtenidas en la formula:
(2¢ + 3 =(x=1)"=[(2¢ + 3)+(x-1)][(2x + 3)-(x-1)]
Se reducen los términos semejantes de cada uno de los factores y se obtiene como resultado:
=[2x + 3+x—1][2x + 3—x+1]
=[3x + 2][x + 4]

Se extrae la raiz cuadrada del primer y segundo términos; los resultados se acomodan como se indica en la formula,

L ]
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4 CariTuLO

Aiceara
EJERCICIO 41
Factoriza las siguientes expresiones:
1. x'-1 11. x"-36 21, 1-x™
2' x2_49 12' lﬁaqbﬁ_cﬁ 2_2’ _nl.l:+2y+mﬁ.r—-|y
3. 81-x? 13, xz-% 23, 16x% —49y™
4. 16x*-9 14, x’—% A, (x-1) -(y-3)
5 a'-b* 18, f—;—g 25, (2x+1)" =(y+5)
6. x'-64 16. x"—% %6. (x-1) -16y*
7. 100-162° 17, 49x’—1£~ 27, 4(3x-2) -9(x—1)"
8 364 -1 18, x°°—y* 28, —1‘:,\:+2;p]z+1|E|i,[x+y]z
9, 4-25x° 19. @™ -9p” 29. 25(4x-3)" —9(2x +1)°
10, 4a*-9b%c’ 20, m***-25 30, 49x* -4(x* - %)’

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Trinomio cuadrado perfecto

Se conoce asi a toda expresion de la forma:
a t2ab +b"

Pasos para factorizar un trinomio cuadrado perfecto

1, Para factorizar esta expresion, se debe verificar que los términos se encuentren ordenados con respecto a los ex-
ponentes de mayor a menor o viceversa,

2, Se extraen las rafces cuadradas de los términos extremos (primer y dltimo términos);
Ja' =a b =b
3. Para comprobar que la expresi6n es un trinomio cuadrado perfecto, se realiza el doble producto de las rafces:
Comprobacién = 2ab

4. 5i el resultado del producto es igual al segundo término del trinomio, entonces éste es cuadrado perfecto y su
factorizacién es igual al cuadrado de una suma o diferencia de las rafces cuadradas de los términos extremos,

a’ +2ab+b* =(atb)’
EJEMPLOS *
'§_ 1. ®+-Factoriza la expresion: x* +6x+9.
2 ! Solucién
Se obtienen las rafces cuadradas y se comprueba que el trinomio es cuadrado perfecto:

i =x J9=3 Comprobacién = 2(x)(3) = 6x
Al tomar el signo del segundo término, la factorizacion es:
X +6x+9=(x+3)’
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CAPITUIO 4

Factorizacian

2 ®e-Factoriza: 4x* +9y* —12xy .
Solucién
Se ordenan los términos de la siguiente manera:
4x* +9y" —12xy =4x" - 12xy+9y°
Se extraen las rafces de los términos extremos y se verifica que el trinomio es cuadrado perfecto:
Va4t =2x J9y =3y Comprobacién = 2(2x)(3y) = 12xy
Finalmente, el resultado de la factorizacion es:

4x" +9y" =122y =dx" =12y +9" =(2x—3}r]z

1
3 ®e-Factoriza la siguiente expresion: (m+n)” +(m+n)+ o
Solucién
Se obtienen las mices de los extremos y se comprueba el doble producto:

M 1 1
Jm+n) =m+n TR Comprobacién = 2(m +n][5]=m+n

Por tanto, la factorizacion de la expresion propuesta es:

{mﬂn]z+{m+m]+%=({m+m]+%]2 =(m +n+11}')2

A ®s-Factoriza la expresién: 3a—2+15ab +5b .

Solucién
Las raices de los extremos y la comprobacitn de que la expresion es un trinomio cuadrado perfecto es:
Va y 5b Comprobacién =2(+3a)(v5b | =2,/(34)(56) =2+15ab
Por tanto;

3a-2V15ab +5b =(v3a - /5b)?
L L
5 ®e-Factoriza x* +4x® +4
Solucién
Se obtienen las raices de los extremos y se comprueba:

o " ;

1 1 1
x4 =J::m':ﬁ =x* Ja=2 Comprobacidn =2[x5}:2]= 45

Por consiguiente, el trinomio es cuadrado perfecto y su factorizacitn es:

L1 i N
xt +4xf +4 =(x‘ +2]
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4 CariTuLO

Aicesra,

EJERCICIO 42

1. &+8a+16

2. wt = 10m+ 25

3, i =Bn+16

4, ¥—-6x+9

5 Y+ 12¢+36

6. 9a°=30a +25

7. 36+ 121 - 132
8. 16a” +24ab +9b"
9. 44" - 20ab + 25H°
10, 94° + 6ab + b’

11. 44" —12ab +9b"

12, ¢ -24xa" + 144x%¢"
13. 1004" - 60a’p + 95
14, &' +36b°c"+ 12a'bc
15. 121 + 198a° +81a"*
16, 49x" - T0ax’y’ + 254y
17. 4004" + 404"+ 1

18, "+ 182" + 81

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Factoriza las siguientes expresiones:

94

19,

20.

z1.

22,

23,

24,

25,

26,

27.

28,

29,

30.

31

32,

33

34,

35,

36,

A

2 pz
g
3Pt

< a3
Jt""xzy"+4

25
-

1 b
i F iy
25 36 3

4
16m° = 2m'n® +
16

Na+x)'-12a+x)+4

H1+m’ -4l +m}n-1+(n-17
Na - by’ + 12(a - b)a + b) +4(a +b)’
(m + n)" = 2m +n)}m = n) +(m —n)’
da’-dab-a)+(b-a)

(m+ay -2m+a)a+b)+(a+b)
x+22x +2y

ax +4-Jax + 4

3

a® -10a? +25

1 1
x*+6x5 +9

1 1
16x2 —8Bx* +1
2 1

m® +4m> +4

¥m? —6¥m +9




CAPITUIO 4

Factorizacian

Trinomio de la forma »* + bx + ¢

Esta expresion resulta del producto de binomios con término comiin, Para factorizarla se realizan los pasos aplicados
en los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .

-ﬁ, 1, ®# Factoriza la expresiém: x” + 11x + 24,

SO solucsn

T Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y se coloca el resuliado en ambos factores:

X +1x+24=(x )(x )

Se coloca el signo del segundo término (+1 Lx) en el primer factor y se multiplica el signo del segundo término por
d del tercer término (+)(+) =+ para obtener el signo del segundo factor:

¥ +11x+24=(x+ )(x+)

Al ser los signos de los factores iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea igual al tercer término (24)
y cuya suma sea igual a 11; estos nimeros son 8 y 3, que se colocan en el primer factor, el mayor, y en el segundo
factor, el menor:

' +11x+24 =(x+8)(x+3)
Finalmente, la factorizacion es: (x +8)(x+3)
2 ®s-Factoriza la expresién: m* —13m+ 30,
Solucién

Larafz cuadrada del término cuadritico es “m"; el primer factor vaacompaiiado del signo del segundo término (—13m)
yel segundo factor va con el signo que resulta del producto de los signos del segundo y tercer términos (=)(+) =~

m’ =13m +30=(m— )(m- )

Se buscan dos cantidades que multiplicadas den 30 y sumadas 13, estas cantidades son 10 y 3, se acomodan de la
siguiente forma y el resultado de la factorizacitn es:

m* —=13m +30=(m -10)(m - 3)

-

Cuando los signos de los factores son iguales (positivos o negativos), los niimeros buscados se suman (ejemplos 1y 2,
pero si los signos de los factores son diferentes, entonces los nimeros buscados se restan (ejemplos siguientes).

EJEMPLOS .

‘g, 1 e Factoriza: x* —18-7x,

2 Solucién
Se ordenan los términos en forma descendente con respecto a los exponentes y se exirae la raiz cuadrada del término
cuadrético:

¥ -Tx-18=(x )(x )

95



4 CAaPITULO

Aicesra,

En el primer factor se coloca el signo del término lineal (— 7x) y en el segundo se coloca el signo que resulta de
multiplicar los signos del término lineal (- 7x) y el independiente (— 18}

¥ =Tx=18=(x= )(x+ )

Se buscan dos niimeros cuyo producto sea iguala 18 y cuya restasea 7. En este caso los niimeros que cumplen esta
condicidn son 9 y 2; es importante sefialar que el niimero mayor va en el primer factor y el menor en el segundo.

X =Tx=18=(x-9)(x+2)

2 @« Factoriza la expresion: x* —x* -6,
Solucién

Se extrae laraiz cuadrada del primer término, se escriben los signos y se buscan dos nimeros que al multiplicarse den
6 yal restarse 1 para que la expresi6n factorizada sea:

xt—x—6=(x -3)(x*+2)

3 ®e-Factoriza la expresién: x* +xy—20y".
Solucién
Después de extraer la raiz cuadrada, acomodar los signos y buscar los nimeros, la factorizacitn es:

X +xy —20y" =(x +5y)(x—4y)

4 ®e-Facioriza la expresién; 21-4x—x,
Solucién
Se ordena el trinomio y se factoriza el signo del término cuadritico:

21-4x-x"=—x*= dx+ 21=—(x" + 4x-21)
Al factorizar la dltima expresi6n:
~(x*+ 4x=21) =~(x +7)(x-3)
Se multiplica el segundo factor por el signo negativo y se ordena para que el resultado sea:
—(x+7)(x=3)=(x+7)(-x+3)=(x+7)(3-x)

5 ee-Facloriza la expresion: 5+4a™ —a™.
Solucién
Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:

5+4a"-a" =-d" +4a™ +5=—(a" —4a™ - 5)
La expresion encerrada en el paréntesis se factoriza al igual que las anteriores:

~(a* -4a™ ~3) =—(a™ —5]{::3“ +1)
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CAPITUIO 4

Factorizacian

Se multiplica el signo por los términos del primer factor y el resultado de la factorizacién es:

—(a’“ - 5](03“ + 1] ={—a’“ +5](a"“ + 1] = (S—a“ ](as' + 1]

6 @+ Factoriza: (2x+3) —3(2x+3)-28.

Solucién

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadritico y se realizan los procedimientos descritos en los ejemplos anteriores

para obtener como resultado:

(2x +3)" =3(2x+3) - 28 =((2x+3)-7)((2x+3) +4)
=(2x+3-7)(2x+3+4)=(2x-4)(2x+7)
=2(x-2)(2x+7)
EJERCICIO 43

Factoriza las siguientes expresiones:

L X +3x+2 21, -6y +8 41, 24-5x-x

2. m =11m+30 22, n*=20n" + 64 42, 12+x-x

3. 0" =Tn+12 23, ¢*-374" +36 43, 40-3x-¥

4, Y =15y + 56 M. ¥ =2 =90 4, 42-¥+x

5 X+Tx+6 25 a'b* +ab- 12 45, 16 + 6(3x) — (3x)°

6. X +Tx+12 26, (5y)* + 13(5y) + 42 46, 9 — 8(2x) — ()’

7. &+ 10a+ 24 27, ¥ =5y - 14 47, 77 - 4(8x) - (8&)°

8. b =Tb+10 28, m’ - dmn -21n0" 48, 143 + 2(5x) - (5%

9. m’—9m+20 29. 5+4b-b’ 49. x* - 134 +36
10. y* +4y+3 30, 7+ -20 50. b+ b -T2
11. x*-5x+4 31 y'+ Ty’ - 60x° 51, y™ + 65y + 64
12. i +6n+8 32, (a-by +5a-b)-24 52 2—x%—xf
13, & - 16a-36 3. 2y -2 -9 53, 45+ 47 - %D
14, y'+y =30 34, m'n' +m'n - 132 54, (x+17=12(x+ 1) +32
15, x' =18 -Tx 35, 7" =34n + 288 55 (x-T'-32x-T)-E8
16. x" - 18xy + B0y’ 36. y' +3y - 550 56. (5x+7y) +(5x+y)—42
17. & - 5ab - 50b° 37. ¢ =22¢- 968 57. (6a+5) =15(6a+5)+ 50
18. m* —Tmn - 300" 38. a’+33a+252 58. 22 - 9(x+3y)—(x+ W)’
19. x* +xy — 56y° 39, x* +44x + 363 59, 24+ 5(1 —dx)— (1 - 4x)’
20, m*+3n" -4 40, 1*-99¢+ 2430 60. 10y* —3y(x — 2y) — (x - 2y)°

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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4 CAaPITULO
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Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

Eneste trinomio el coeficiente del término cuadritico es diferente de uno.

EJEMPLOS
1. ®#-Factoriza la expresién: 6x” - 7x 3.
| Solucién
Se ordenan los términos segiin la forma ax® + bx + ¢, se multiplica y se divide por el coeficiente del término cuadrético,
en el caso del segundo término sélo se deja indicada la multiplicacion,

Ejemplos

6(6x" —7x=3) 362" -7(6x)-18 _(62)' -7(6x)-18
6 B 6 - 6
La expresi6n del numerador se factoriza como un trinomio de la forma x* +bx+c .

(6x)" =7(6x)-18 (6x=9)(6x+2)
6 6
Se obtiene el factor comiin de cada binomio y se simplifica la fraccién:
3(2x-3)2(3x+1) _ 6(2x-3)(3x+1)
6 6
Finalmente, la factorizacién de 6x” - Tx -3 es (2x =3)(3x + 1)

=(2x-3)(3x +1)

7 ®e-Factoriza: 3x* — 5x—2.
Solucién

Se multiplica y divide la expresién por 3, para que se transforme el numerador en una expresién de la forma:
x +bx+c

3(3x* - 5x-2) _9x*-5(3x)-6 _(3x)' -5(3x)-6
3 3 3

Se factoriza la expresion y se simplifica para obtener como resultado de la factorizacién:

(3x=6)(3x+1) 3{x=2)(3x+1)
i 3x _3x 3x i

Por consiguiente: 3x” —5x-2=(x-2)(3x+1)

3t —5x-2=

2)(3x+1)

3 ®e-Factoriza la siguiente expresion: 6a’x” +5ax —21.
Solucion
Se aplican los pasos descritos en los ejemplos anteriores y se obtiene:
6(6a’x* +5ax=21) 364°x> +5(6ax)=126 (6ax)’ +5(6ax)-126
6 6 6

_ (6ax+14)(6ax—9) _2(3ax+7)3(2ax-3) _ 6(3ax+7)(2ax-3) =(3ax +7)(2ax-3)
6 6 3

Finalmente, el resultado de la factorizacion es: 6a’x” +5ax —21=(3ax +7)(2ax-3)

6a’x’ +5ar—21=

A ®e Factoriza la siguiente expresién: 5+11x—12x",
Solucién
Se ordenan los términos y se factoriza el signo negativo:
5+11x—12¢" =12 +11x +5 =~(12x" - 11x - 5)
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CAPITUIO 4

Factorizacian

Se realiza la factorizacion y se obtiene:
_12(12¢° -11x-5) 14427 -11(12x)-60 _ (12x)’~11(12x)-60

12 12 12

__{lix— 15)(12x +4) _ 34x-5)4(3x+1) - 12(4x-5)(3x +1) o
a 12 a 12 - 12 a
Se multiplica el signo por el primer factor y se ordenan los términos:

~(4x=5)(3x +1) =(~4x +5)(3x +1)=(5-4x)(3x +1)

(4x-5)(3x+1)

Finalmente, el resultado de la factorizacién es: (5—4x)(3x +1)

Por agrupacion de términos

]

EJEMPLOS
1. @+ Factoriza el trinomio: 6x” +13x +5.
i§' | Solucién
Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente: (6)(5) =30
Se buscan dos niimeros que multiplicados den 30 y sumados 13, en este caso los mimeros son 10 y 3, por tanto, el
segundo término del trinomio se expresa como: 13x=10x+3x yse procede a factorizar agrupando términos:

6x” +13x +5=6x" +10x +3x+5 =2x(3x+5)+1(3x +5) =(3x + 5)(2x +1)

Finalmente, la factorizacién es: 6x” +13x+5=(3x+5)(2x+1)

2 ®e-Factoriza: 8x* —19x” +6.
Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos de 1a expresion: (8)(6) =48

Los niimeros que multiplicados dan 48 y sumados —=19 son =16 y =3, por consiguiente, se expresa como:
=19x* = -16x* — 3x* y se procede a factorizar:

Bx* —19x? +6 =8x* —16x* —3x +6 =(8x* ~16x7) +(-3x" +6)
=82 (x’ —2]—3(1:2 —2] ={¥ —2]{3;:’ - 3]
Finalmente: 8x' —19x" +6 =(x* -2)(8x" -3)

3 ®+-Factoriza la expresi6n; 15x"— 2xy — 8.
Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos del trinomio: (15)(—8) =- 120
Se descompone —120 en dos factores, de tal manera que restados den como resultado el coeficiente del término
central -2, estos niimeros son: — 12y 10
La expresion se descompone de la siguiente manera;

15x"— 2xy — 8y" = 15" — 12xy + 10xy — By = 3x (Sx — 4y) + 2y (Sx— 4y)
=(5x — 4y)(3x + 2y)

Se concluye que: 15x"= 2xy = 8y" =(5x — 4y)(3x + 2y)
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4 CariTuLO

Aicesra

EJERCICIO 44
Factoriza las siguientes expresiones:
1. 5m*+13m—-6 11. 44z +207° - 15 21, 10¢" +294' + 10
2. 3¢°-5a-2 12, 26"+ 29h + 90 22, 64’ - 43ab - 155
3. 67 +Ty+2 13. 6y'+5y" -6 23, 6-5x - 6x*
4 278 +3x-2 14. 14m* - 45nm" — 14 24, 3" -91x =30
5 4"+ 15n+9 15, 64’6 + Sab - 25 25, 6m*— 11mn +41°
6. 20" +x-1 16. 15y = by —2b" 26, 6a'x" — 1laxy -35y
7. Td' - 44a-35 17. 6" — 13mn —15m" 27, 24a” +5ab - 145
8. 2" +5y+2 18, 30 + 13x- 3’ 28. 4¢y' +3xy-10
9, 20"+ 13x +2 19. 15 + 2p* - 8p* 29. 54'0* - 13a’hc — 6
10, 15m" — Bm - 12 20. 30x” + 17xy - 21y 30. 2m’+ 9mn - 1102°

O Verifica tus resultades en la seccién de seluciones correspondiente

Casos especiales

Estos trinomios también son de la forma ax’ + bx + ¢; sin embargo, algunos coeficientes son fraccionarios o tienen
maiz cuadrada.

EJEMPLOS -
1

Ep

] @+ Factoriza la expresion: 2p° +%p+
f Solucion
En este caso se incluyen fracciones, entonces los extremos deben expresarse como una fraccitn que contenga el mismo
denominador, por tanto;

Ejemplos

T 1 2(12) , .11 " . b | 1
+—pt+t—=—"Tp'+—p+—=—p'+—p+—

12 12 12 12 12 12 127 12

Se multiplican los coeficientes numeradores de los extremos del trinomio; (24)(1) =24

Se buscan dos nimeros que multiplicados den 24 y sumados 11, en este caso los niimeros son 3 y 8, por tanto el
trinomio se expresa como:

2p

gty +i—E 2+i LI +2 ]
P rRP T~ 12? TP TP TP TP,

Se procede a realizar Ia factorizacién del polinomio resultante:
rl g2l DA AN e Y
2p +4p+3p+12— (2p+4)+3(2p+4)—(2p+4)(p+3)
Entonces, se conclu T +l—[2 +l)( +l)
' veque: SP TR PTR T PTINP TS

2 ®e-Factoriza la expresion; 6’ - —x - —.
Solucién
Se convierten los coeficientes del trinomio en una fraccién con denominador comiin;
6(20 P
62 -2,_.3._620 ., 2 X2 120, 29 6

207710 20 © 200 10(2) 20 20720
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CAPITUIO 4

Factorizacian

Se multiplican los numeradores de los extremos: (120)(6) =720, entonces se buscan dos nimeros que multiplicados
den 720 y restados 29, los cuales son: 45 y 16, por tanto, la expresién se representa como:

1) g 28 B .5 45 8. B g I JE b
TR T A LA T i T il L

Al factorizar se obtiene como resultado:

9 4 6 3y 2 3 3 2
6x* AL 3.:{2;'—1]+E[Ex——]—(ix——](?—x+—]

3 @+ Factoriza la expresion 3x +2x -8,
Solucién
Se multiplican los coeficientes de los extremos: (3)(8) = 24
Se buscan dos niimeros que al multiplicarse den 24 y restados 2, en este caso los mimeros son 6 y 4, entonces:

3x+2Vx —B=3x +6/x —/x -8
2
Se expresa x=( J'J_c] ¥ se realiza la factorizacion:

3x+6Vx—4x—8=3(Vx) +6:x—4Jx—8=3Vx(Vx +2)-4(Vx +2)
=(~J';+2](3w";—4]

Por consiguiente, el resultado de la factorizacién es: (vx +2)(3vx - 4)

[ ]

EJERCICIO 45
Factoriza las siguientes expresiones:
1
1. 3,52%,;...E 10, 2x+13/x +15
miyrg Lo 2 11, 12x-5x-2
157 15
5igg +$x+§ 12, 15x-23x — 28
23 1 T
4. 5m2+?m +5 13, 2x=5x?y? =3y
17 1 L
§ At 14, 6x° —x* —40
i T LT T
1,17 .1 3 ie3
6. —a’ +—a+— 15, 3x3 +5x3 -2
6! T2 12 S
2 4 1
1. 3#-Say-oy 16. 5(x+y)-6x+y-8
3 3 4 11
B, R 17. 12x* =17x3y? =40y
1 131 I -
9, Ex*—ﬁx}wgf 18, 8x® +2x%y® —15y3

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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4 CAaPITULO

EJEMPLOS

Ejemplos

Aicesra,

Suma o diferencia de cubos

Dadas las expresiones de la forma: a® +b” y a® —b”, para factorizarlas es necesario extraer la rafz ciibica del primer

y segundo términos, para después sustituir los resultados en las respectivas formulas,
a3+b3={a+b]{az—ab+bz] as—b3=(a—b](az+ab+b2]

1 @+ Facioriza: 27x° +8.
Soluciéon
Se extrae la raiz cibica de ambos términos:

P27 =32 Y8 =2
Se sustituye en su férmula respectiva, se desarrollan los exponentes y se obtiene:
27x° +8 =(3x+2)((3x) - (3x)(2) +(2)’ )
=(3x+2)(9x* - 6x+4)
2 ®e-Factoriza: m® - 216,

Solucién
Se extraen las raices ciibicas de los términos y se sustituyen en la férmula para obtener:
m® 216 =(m* —6]((m’]2 +(m’](6]+{6]2]
={J'sr:z —6](m" +6m” + 36]
3 ®e-Factoriza: x'* +64y",
Solucién
Se realiza el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores para obtener:
%464y =( +43) () =(#°)(4) +(43)')

=(x5 +4y](x'“ —4x5y+16_v’]

4 ®+-Factoriza la siguiente expresion: (x +3)" + (x - y)"

Solucién
Se obtienen las rafces ciibicas de los elementos y se sustituyen en la respectiva férmula:
Yx+y) =x+y Px=3)7 =x-y

Al aplicar Ia factorizacién de la suma de cubos, desarrollar y simplificar se obtiene:
(x4 3) #(x=y) =((x+ ) +(x= ) ((x+ )" =(x+)x=3)+(x-)')
=(x+y+x-y)(x* +2y+y =¥ +¥ +x* -2 +y’)
=2x(x"+3)
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CAPITUIO 4

5 @+ Factoriza la siguiente expresién: x— y_
Solucién
Se obtienen las mices cibicas de los elementos:

Iy
Se aplica la factorizacién para una diferencia de cubos y el resultado es:
s=y= [ () +() () +()]
= (- )+ + )
& @+ Factoriza la expresion: Ea"E +2?b§.
Solucién
Las maices ciibicas son:

3 3 1

s & 2
%I;;=2amﬁ=2ai !2‘}'&§=$m=%3
Se sustituyen las raices en la férmula y la factorizacitn es:

Sm[z%]’[z ][2 ][3,,][3&]]

L 3 12 4
= [Za’ +3b° ][4a —-6a*b* +9b5]

Factorizacian

EJERCICIO 46

Factoriza las siguientes expresiones:

1 &' -1 13. & + 125"

2 ¥+27 14, 8" +729

3 & +y 15. 27m" + 3430’

4, 21a - b 16, xls+y_;

5. 8a’+27b° 17. a%'—Bb‘%

6. 64a’ - 729 18. x53+12'5}rg

7. 512-274 19, x33 —ybs

B X -8" 20. (x+2y) —(2x-y)°
9. 1-216n7 21, (x=-y) +8y*

10. @ - 125 22. 27m*—(3m+2n)’
11, 27n + 641° 23, (a+b) —(2a+3b)

3 3

12, 343 - 512)° 24. [%%] +[§_§]

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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4 CariTuLO

AiGEsra,

Suma o diferencia de potencias impares iguales

Dadas las expresiones de la forma ¢" +b" o a"—b" siendo n un nimero impar, su factorizacidn es de la siguiente

forma:
an +b|| ={a+b]{an—l _an—zb+an—3bz - m_abn—z +bn—l]
a =y ={a—b]{a"" +an—zb+an—3bz + ...+a.b"'2 +bn—|]
EJEMPLOS *
‘g_ 1. ®# Factoriza la expresién: x” +y".
& | Soluciéon
]
Se extrae la miz séptima de ambos términos:

U =x vy
Se sustituye en su férmula y se obtiene como resultado:
x7 +J’T ={x+y]l:x""' —xT'zy+fo ot 'r-qy: +x?—5y4 —IT_E_VS +yﬁ]
={x+y](xﬁ _xsy+x-1}rz —x]f +x2y" —xjfj+)’ﬁ]
2 ®e Factoriza: x° - 32.
Solucién
Se descompone 32 en sus factores primos y se aplica la férmula:
¥ =32= 2 =2 =(x-2)(¥ 4272 (2) #25 (2)" + X (2) +(2))
={x—2](x" +2x° +4x° +Bx+16]

Finalmente, se tiene que: x° —32=(x—2)(x* +2x* +4x* +Bx+16)

L ]

EJERCICIO 47

Factoriza las siguientes exprasiones:
1 x*+64y°
. a' =128
. 243-32x°

. X' +1

2

3

4

5. m°-n’
6. x'—a'd’
7. 1-a

8 x'y' +3125
9, x’-1

10. x”+512

Q Verifica tus resultados an la seccién de seluciones correspondiente
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Factorizacién que combina un trinomio cuadrado perfecto
y una diferencia de cuadrados

EJEMPLOS .
1. @+ Factoriza: x’— 2xy + y* - a’.
§  solucién
La expresién x* — 2xy + )" es un trinomio cuadrado perfecto y su factorizacién es:
£ -2y = ey
Por tanto:

X-2y+y-a'=("-2y+y)-d=(x-y'-d
Al factorizar la diferencia de cuadrados se obtiene finalmente:
==y -d=x-y+a)x-y-a)
2 ®e-Factoriza la siguiente expresién: 16a° — m” — 8mn — 161",
Solucién
Se agrupan los términos de la siguiente manera y se factoriza el signo negativo:

164" — ' — Bmn — 161" = 16a* + (— m” — Bmn — 161°)
= 16a” — (m* + 8mn + 16n”)

Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto;
= 16a” = (m + 4ny’
Se factoriza la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:
= [da + (m + dn)][da = (m + dn)]
={da+m+4dn)da-—m-4dn)
3 @+ Factoriza: @ — 2ab + B — 25m"™ + 40m°n’ — 161",
Solucién

Se agrupan los términos que forman trinomios cuadrados perfectos y posteriormente se factoriza la diferencia de
cuadrados para que finalmente el resultado sea:

a@ —2ab+b"—25m" + 40m°n’ - 16n" =(a’ - 2ab + ") — (25m" — 40m’n" + 161°)
=(a—b)' - (5m" - 4n’y’
= [(@ - b+ (5m” - 4n")][(@ - b) - (5m" - 4n")]
=(a—b+5m’ - 4n’)(a - b - 5m"+ 4n’)

EJERCICIO 48
Factoriza las siguientes expresiones:
1w +2m+1—4n’ 6. mM—6x—9—x"+2am+a 1. m*—16-n"+36+ 12m —8n
2 Y -6y+9-7 7. 1-a*-9n" - 6an 12. ¥+ 2xy+y" — 164" - 2dab’ -9p"°
3. -y +10y-125 8. M- +4+dm-1-2n 13. 100 -60y + 9y — i’ + 2amp —a’p’
4. m'-n"-6n"-9 9. 2by-y+1-F 14, 25b° + 10ab - 9 + a* — 6mn - m’
5. 49m'-25m" -9 +30mn  10. 25p" -2m —m" -1 15. 4m” — 94" + 491" — 30ab — 25b" — 28mn

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluclones correspondiente

105



4 CAaPITULO

Aicesra,

Factorizacién para completar el trinomio cuadrado perfecto

© Casol trinomio de la forma x" + bx + ¢
Ejemplo
Factoriza la expresién; x” —3x-10,
Solucién
Se toma el coeficiente del término lineal y se divide entre 2 y el resultado se eleva al cuadrado.

BY 8
2) 4
Se suma y se resta % al trinomio, se agrupan los términos y se factoriza el trinomio cuadrado perfecto que resulta:

2
¥ =-3x-10=x —3x+2—2—lﬂ=(xz—3x+2)—2—lﬂ=(x—i] s
4 4 4) 4 2 4

Se factoriza la diferencia de cuadrados y se reducen términos semejantes:

[x— %)2 —i“?=[x—-§-’+-}](x—%—%]={x+2](x—5]

Finalmente, la factorizacién queda como: x” — 3x—10 =(x +2)(x-5)
© Casol trinomio de la forma ax” + bx + ¢
Ejemplo
Factoriza: 2x* + 5x+2.
Solucién
Se factoriza el coeficiente del término cuadrético y se completa el trinomio para la expresion encerrada en el paréntesis:

2 I

5

+1

B3 b2 | LA

5 5
1x’+.5x+2=2[xz+§x+l)=2 x’+5x+

S ERERORE(CE SRR G

=2[x+%—§)[x+%+§]=2[x+%](x+2]

Se multiplican por 2 los términos del primer factor y se obtiene como resultado:

b [
[

=2(x+%){x+2]={2x+l]{x+2]

= Caso III por adicién y sustraccién
Ejemplo
Factoriza la expresi6n: 4m* + 3m™n® + 9n®,
Solucién
El trinomio no es cuadrado perfecto, debido a que el doble producto de las raices cuadradas del primer y tercer tér-

minos, es:
202m™ (3N = 12m°n’
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CAPITUIO 4

Factorizacian

Ya que el segundo término es 3m’r’, se le suma 9m'n’ y se obtiene el término que se necesita para que el trinomio
sa cuadrado perfecto, por consiguiente, se resta también 9m’n’ para no alterar la expresi6n.
4m' +3m'n” + 9n' = dm" + 3w’ n’ + Om’n® + 90" = 9m’* 0’
=(4m* + 12m°n* + 9n*) - 9’
= (207 + 3 - 9w
=(2n7 + 31" + 3mn)(2m* + 30" - 3mn)

Finalmente: 4m' + 3m’n” +9n" = (2m* 4+ 31" + 3mn)(207" + 30" = 3mn)

EJERCICIO 49
Factoriza las siguientes expresiones:
1 X¥=3x+2 6. W +3n-54 1. n*+n*+1 16. 121 + 214" +a'h*
2, X¥-x-20 7. 3"+ 10+ 8 12, a*-6a +1 17. 36m* —109n'n” + 49n *
3. -Tm+ 10 B. 6m"+Tm+2 13. m®+ d4m*n* + 16n° 18. x*+ 2+
4, ¥ -2x-48 9, 3¢ -a-4 14, x*—45¢ + 100 19, a*-Ta'b" +9%*
5. a —6a—40 10, 6x'-x-12 15. 64g" +76a" +49 20, 4m" - 53m'n’ + 491"

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Expresiones algebraicas donde se utilizan dos o més casos

Existen polinomios que se deben factorizar dos o méds veces con diferentes métodos; a continuacion se ejemplifican
algunos de estos polinomios:

m

JEMPLOS
1. ®# Factoriza 1a expresién: 2¢’ + 6x” - 8x.
f Solucién

Se obtiene el factor comiin:

»

Ejemplos

2 + 6 —Bx=2x(x" + 3x— 4)
Se factoriza el trinomio de la forma x* + bx + ¢ y se obtiene:
=2 (x+4)x=1)

2 ®e-Factoriza: 3m* — 243,
Solucién
Se factoriza 3 que es el factor comiin:
Im'=243=3 (m"' - 81)
El binomio se factoriza con una diferencia de cuadrados:
=3(m' -9) (m" +9)
La expresi6n m” — 9 se factoriza empleando nuevamente la diferencia de cuadrados y se obtiene finalmente:
=3(m=3)(m+3) (M +9)
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AlGEBRA
EJERCICIO 50
Factoriza las siguientes expresiones:
1. ¥ —3x" —28¢ 11, x*-25¢"+ 144 21. R*+6x -2
2 30°-3a-6 12. a’—ab’ +a'b' - b 22, Smxy” + 10my" — Smxy — 10m
3. 3m* -3m 13. a° —ab® 23, & =729
4, =3y -4 14, alx* + 1) +3ax(x+ 1) 4. X -x
5. m —m-m+1 15. a°-25q4" - 54 25. d(@’ - b -(2a- 1)}a" - b")
6. 6Gaxr' - ax—2a 16. a'-a*+a-1 26, 49" +44" + 4a
T 2= +x-x 17. 4nt'y’ - 4m’ 27. of —dm—n' + 4
8. Bar’-2a 18. 3mnp’ + 3mnp — 18mn 28, ¥ - 40y’ + 1ddy
9, d+d —2a 19, 256 —a' 29. m' —m
10, 64 —m° 20, @"-b" 30, 6m’y - 907" — my'

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS

[l
{

Ejemplos

1 e

Descomposicién en factores de un polinomio por divisién sintética
Dado el polinomio a;x" + ax™" +...4+a_x + a,, su factorizacién es de la forma
(x = x)x =x;)-...-(x — x,), donde x,, X, ...x,, se obtienen del cociente:

factores de a,

Paosibles factores del polinomio =
ibles s del polinomio -

&

Descompén por evaluacién: x° — 3x" = dx + 12,
Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x*
Divisores de 12={11,£2,1£3,£4, 1+ 6,1 12} Divisores de 1={ £ 1}
Se dividen los divisores del término independiente entre los divisores del coeficiente de x*
(£1,+2,+3, +4,1+6, 112}

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisidn sintética puede ser cero.

Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones indicadas, si
la iiltima operacion es cero, entonces, se resta a la literal para obtener un factor, este procedimiento se repite las veces
que sea necesario como se ilustra a continuacion:

.--""_'_.—/—._-_._——-_
x

fae==" . ~4 12 2 —» Primer factor (x - 2)

T 2K =2 @H-1=-2 (20(-6) -12
e T R 6. 0 | -2 —» Segundofactor (x— (-2))=(x+2)
(=2)(1)=-2 (=2)(-3)=6
| a—x R_.,___j_%———r-’___'—_ﬂ_____4_____._)-—-———"" 3 —» Tercer factor (x — 3)
| 0
Los x,, X;, X,... son los valores para los que el residuo de la divisi6n sintética es cero, y el mimero de factores es

el nimero de valores que la cumplen.

Finalmente, la descomposicion en factores del polinomio propuesto es:
X =3 —dx+12=(x- Dx+ 2)(x-3)
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CAPITUIO 4

Factorizacian

2 ®e-Factoriza el polinomio: 6¢* + x* — 31x + 10,

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de x°
Divisores de 10={ +1,£2, +5,+ 10} Divisores de 6= £1,+ 2, +3, £ 6}

; 1 polinomio; 441, +2,+5,£10,# =, # =, = #> + =+ = += +—
Puslblesfacturcsdcpuhmm{ 23 6 3 2 3 6 3

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

111255510}

6 1 =31 10 2 —» Primer factor (x - 2)
12 26 =10 M
6 13 =5 0 % — Segundufactur(x— %J
2 3 s ”
6 15 0 ad i Tcrcerfactur[x—(——]]=(x+—]
o) 2 2
=15
6 1]

Finalmente, la descomposicitn en factores del polinomio es:

6 +x -3lx+ 10 = 6(x—2](x+ %](x—-:lg] =(x-2)(2x+5(3x-1)

3 ®+-Factoriza el polinomio: m* — 18m" + 81,

Solucién
Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de m*
Divisores de 81 = +1,+3,+ 9,427,481} Divisores de 1={ £1}

Posibles factores del polinomio: { £ 1,43, +9, £27,+81)
Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se consideran los ceros de los términos ciibico y lineal y se efectian

Ins operaciones siguientes:
1 0 -18 0 81 3 —» Primer factor (m — 3)
3 9 =27 =81 —
1 3 -9 =27 0 3 —» Segundo factor (m — 3)
3 18 27 -
1 6 9 0 =3 —» Tercer factor (m = (=3)) =(m + 3)
=3 1] —
1 3 0 -3 —» Cuarto factor (m — (=3)) = (m + 3}
-3 —
1 1]

Finalmente, la descomposicitn en factores del polinomio es:
m* — 1802 + 81 = (e — 3)m — 3¥m + 3 + 3) = (m — 3% (m +3)°
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4 CariTuLo

Aicesra,

4 oo

Factoriza el polinomio: 4y* — 9" — 6y — 1.

Solucién

Se buscan los divisores del término independiente y los divisores del coeficiente de y*,

Divisores de 1={ £ 1} Divisoresde d={+1,+2, +4}
Posibles factores del polinomio: {il,i%,i%}

Estos son los posibles valores para los que el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio, se considera al cero del término ciibico y se efectiian las operaciones
siguientes:

4 0 -9 -6 -1 —1 —» Primer factor (y+ 1)
-4 4 5 1 —

4 4 -5 - 0 —% . Segundufactm(y+%)
-2 3 1 —

4 -6 -2 0 —» Tercer factor (4y” - 6y - 2)

La expresi6n 4y” — 6y — 2 tinicamente se puede factorizar de la siguiente manera:
4y’ =6y ~2=22" -3y~ 1)
Finalmente, la descomposicion en factores del polinomio es:

4 b | 1 2
4y — 9y —6y—1={y+1](y+5)2(2y —3y-1) = (y+ D2y + D2y -3y -1)

EJERCICIO 51
Factoriza las siguientes expresiones:
L b'-b=-b+1 11, n* =20 =3n" +4n +4
2 Wa2w-w=2 12, x*-4¢ + 35" + dx - 4
3. -4 +x+6 13 x' -3 -3 +11x-6
4 xX'+x-14x-24 4, ¥ —d*+ 10°—x-6
5 4 -Tx+3 15. a@° -304" — 254" — 36a — 180
6. M +2m +m+2 16, 2x' — 5x*— 12¢" + 23" +16x - 12
7. 6 +y =1ly-6 17. x° - 4¢" + 3x" - 8" +32x - 24
8 a'-104"+9 18, 62+ Tx* = 47x° - 136" + T7x = 30
9, 3¢ +4x" - 59x - 20 19. n® = 14n" + 490" - 36
10. m' + 6’ + 3m + 140 20, 25" -3¢’ - 35 - 2¢ +3x+ 35

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente
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CAPTULO B

A=

H
-]

FRACCIONES ALGEBRAICAS

ISTORICA

Nicolds de Cusa (1401-1464)

ardenal alemén nacido en Cusa y fa-

lecido en Lodi (Halia). Més filosofo que

matemdtico, a él se debe la critica @
los conceptos de la nocién de infinito: *....para
alcanzar el maximum y el minimum hay que
trascender lo serie indefinida de lo grande y
lo pequefio, y entonces se descubre que el
maximum y el minimum coinciden en la idea de infinito...".

Nicolas de Cusa vio que uno de los puntos débiles del pensamienio escoldsti-
co de la época, en lo que se refiere a la ciencia, habia sido su incopacided
para medir, mientras que él pensaba que el conocimiento deberia sustentarse
en la medida. Sus teorias ﬁeoséfims neoplaiénicas sobre la concordancia
de los contrarios, le condujo a pensar que los méximos y los minimos estdn
siempre en relacion.

Nicolds de Cusa (1401-1464)




5 CArlULO

Aicesra,

Méximo comun divisor (MCD)

El méximo comiin divisor de dos o més expresiones algebraicas es el término o polinomio que divide exactamente a
todas y cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el MCD:

© Se obtiene el mdximo comiin divisor de los coeficientes.
© Se toman los factores (monomio o polinomio) de menor exponente que tengan en comiin y se multiplican por
el méximo comiin divisor de los coeficientes.

EJEMPLOS .

1. @+ Encuentra el méximo comiin divisor de: 15xz, 24xy’z, 36y°z’
i§' ! Solucién
Se obtiene el MCD de 15, 24 y 36

MCD =3
Se toman los factores que tengan en comin y se escogen los de menor exponente, en este caso: y°, z
Finalmente, el mximo comiin divisor: 3y’z
2 ®e:-Obién el MCD de los siguientes polinomios:
4m’ +8m ~ 12, 2m” — 6m + 4, 6m” + 18m — 24;
Solucién
Se factorizan los polinomios:
M +2m=3N=Hm+3m-1)
Am* =3m+2)=2m-2m=1)
6(m” +3m = 4) = 6(m + 4)(m = 1)
Se obtiene el MCD de 4,2y 6
4 |2 |s |2
N F E
El MCD de los coeficientes 2, 4 y 6 es 2,

El MCD de los factores es m = 1
Por tanto, el MCD de los polinomios es: 2(m - 1)

Minimo comin mdltiplo (mem)

El minimo comiin miiltiplo de dos o més expresiones algebraicas es el término algebraico que se divide por todas y
cada una de las expresiones dadas.

Regla para obtener el minimo comiin miiltiplo:

© Se obtiene el mem de los coeficientes,
© Se toman los factores que no se repiten y, de los que se repiten, el de mayor exponente, y se multiplican por el
minimo comiin miltiplo de los coeficientes,
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CAFITUIO §

Fracciones algebraicas

EJEMPLOS =
% ] @ Determina el mem de las siguientes expresiones 15x%'z; 24xy’z, 36y'7",
i ' Solucién
T Se encuentra el mem de 15, 24, 36
15 24 36 2
15 12 18 2
15 6 9 2
15 3 9 3 mem = 2 x 3 x 5 =360
5 1 3 3
5 1 1 5
1 1 1

El mcm de los coeficiente 15, 24 y 36 es 360
Se toman todos los factores y se escogen los de mayor exponente en el caso de aquellos que sean comunes Yy, los
que no, se escriben igual.

7
Finalmente, el mcm es 360 x'y'7
2 ®e-Encuentra el mcm de 4m” + 8m — 12; 2m* — 6m + 4; 6m’ + 18m — 24,

Solucién

Se factorizan los polinomios y se escogen los factores:
4’ +8Bm—12=40m" +2m -3 =4m+3)}m - 1)
2m' — 6 + 4 =2(m" —3m +2)=2(m - 2} (m - 1)
6m” + 18m — 24 = 6(m” +3m - 4) = 6(m + 4 (m - 1)

Se obtiene el mem de los coeficientes de 4, 2y 6

4 2 6 2
2 1 3 2

i I 3 3 mem=2x3=12
1 1 1

Elmcmde 4,2y 6es 12
El mcm de los factores es: (m + 3)(m — 2)(m +4)(m - 1)
Por consiguiente, el mem es: 12(m +3)(m — 1)(m = 2)}(m +4)

EJERCICIO 52

Determina el maximo comiin divisar y el minimo comiin multiplo de las sigulentes expresiones:
1. 35x°y'z% 42y, T0xy's
2. T2my"; 96nr'y"; 120m'y’
3. 4r'y; By, 20z 100y
4, 39a’bc; 52ab’c; T8abe”

R R I R ]
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Aicesra,

60m*n, T5m*n"**; 105mn* !

Do; B3P 4y e

18a°(x - 1)%; 2da"(x — 1)’ 30a'(x - 1)*

27(a - b)(x + y)"; 45(a = b (x + y)

24(2x + 1)°(x = T); 30(x + B)(x = 7); 36(2x + 1)(x + 8
10. 38(a’ +a'b); 5Ta(1 + b)’; 76a"(1 +b)*

11, xy+y:5 +x

12 m=1;m =1

13. i +mn; mn + 0 m’ +m'n

14, ¥ -y -y +y

15. ' -6 X -4 ¥y-2p X -x-2

16. 3" -a;27a" - ;94" - 6a + 1

17. ot =2m —8;m —m—12; o’ — 9" + 20m

18. 24" -2a%;3a" -3a;4a” —4a

19. 12b" +8b+1; 26" - 5b -3

20, ¥ =2y’ =5y+6; 2" =5 =6y +9; 2y’ =5y-3

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

oo

Simplificacién de fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica contiene literales y se simplifica al factorizar al numerador y al denominador y al dividir
aquellos factores que se encuentren en ambas posiciones, como a continuacidn se ejemplifica.

E"{EMF'LOS = .
-g_ 1 @ Simplifica Ia siguiente expresidn:w.
2 | Solucién

Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

Ba’+12ab _(4a)(2a+3b)
8a’ (2a)(4a)
Una vez factorizados los elementos de la fraccidn, se observa que en ambos se encuenira la expresion (4a) la cual
se procede al simplificar

(4a)(2a+3) 2a+3%
Ga(aa) = 24

3m

2 ®e-Simplifica la siguiente expresién: ————.
15m —=12m

Solucion
Se factorizan el numerador y el denominador, simplificando el término que se repite en ambos (3m)
3m. 13m) 1
15m—12m"  (3m)(5—-4m) 5—4m
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Fracciones algebraicas

2
3 ®e«-Simplifica la siguiente expresién: ﬁxzf—li‘?

.. x -4y
Solucion
Se factorizan tanto el numerador como el denominador.

6x’y—12x7" _  6xy(x—2y)

-4y (x+2y)(x-2y)
Una vez factorizados los elementos de la fraccion, se observa que en ambos se encuentra la expresion (x — 2y) la

cual se procede a simplificar
Gxp(x—2y) _ 6xy
(x+2y)(x=2y) x+2y
x' —6x+9
®o- Simplifica ————————.
A . X +ax-3x-3a
Solucién
Se factorizan tanto numerador como denominador

£-6x+9  (x-3) (x-3)

x’ +ar-3x-3a x(x+a)-3(x+a) (x-3)(x+a)

En esta fracci6n el elemento que se repite en el numerador y denominador es (x — 3), entonces se realiza la sim-
plificacién

(x-3" x-3
(x=3)(x+a) x+a

5 @ Simplifica la siguiente cxpmcsidn:#x;z.
=g
Solucién

Se factorizan tanto numerador como denominador

or-r __ x(9-2) _ x(3+x)(3-1)
xt=x'-6x" xz(xz—x—ﬁ] x* (x=3)(x+2)

Los factores que se repiten son (x) y (x=3)

x(3+x)(3-x) _(3+x)(-1) __ x+3
©(x-3)(x+2) x(x+2) x(x+2)

12437 x+2x° = 3x°
20+51x—26x" +3x"°

6 ®e-Simplifica la siguiente expresion:
Solucién
Se factorizan tanto numerador como denominador
12437x+2x% =3x* _ (-1)(3x+1)(x+3)(x-4)
20+51x=26x" +3x  (x=5)(3x+1)(x-4)

Los factores que se repiten en el numerador y denominador (3x + 1) y (x — 4), se dividen, obteniéndose la simpli-
ficacion de la fraccién

12437x+2x" =3x" _ (=1)(x+3) _x+3

20+51x=-26x" +3x°  (x=5) x=5
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AiGesra
EJERCICIO 53
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
. 2a” +2ab 16 y' -27x°
" ag%h e —
3a’b ¥ —xy—6x
6a’h’ x=1
2 17, —————
3a’b - 6ab” X =xt=x=2
3, da’+12a g X -Wy+in’ -y
. —2 - 3
Ba x =307 +2y
i 6m’ =18m" =24m 19, _dax—bx—3ay+by
T 15m=-9m’ by’ =bx’ =3ay’ +3ax’
3 p s | 2
mn—mn a +ab—ad—bd
D= or—g— 20— ————
R —-m 2a°b +2ab
6, _A¥-12x 41 Y +y =6y
D 2x -2 -12x " 3ay’ +9ay+2y* +6y
x' =3xy-10y° 3’ —3xy
e R B
Sy +dxy—-x Vo =XZ=yW+xw
2 _ o
g, £¥T3-T8 4, bW
x =36 X=—wx—y+wy
n*=5n+6 +1-p’-p°
9, —— 24, _,I,;.—P,EE,,_
r =2n-3 P -p-2p +2
i 2x* —xy — 6y’ 25 2a’ -2ab* +a’ -b"
oy e e 5 T, 42 1_ 2
3" =5xy =2y 2ab”+b" -2a —a
. ~X ¥y -2y 26, X A2’ —x-2
: 3 z F] * 2
Sx”=4x7y —xy X +4x’ +x-6
3x” +10xy + 8y’ P +dxl +x-6
b e S ¥ ;
X —xy-6y X +x'—14x-24
13, @b’ —2ab’ mn+ab*n’ g Y =9y +26y-24
' abm® — abn® Ty =5yi-2y+24
4 8% 59, =1y’ -8y+16)
: : 2 2
¥ +25—8 (" -4y)(1-»?)
& X' +y 5 (a-2)" (¢’ +a-12)
e g I 2-a)(3-a)
¥ (2-a)(3-a

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta de fracciones con denominador comin

EJEMPLOS .
2 Foand 4 2
i | canliado e 22500 Jatia b
ab ab
’. Solucién
Se simplifica cada fraccidn, si es posible.

2a-a’b _a(2-ab) _2-ab_ 3a+4a’b _a(3+4ab) _3+4ab
a’b a’b ab ’ a’b a’b ab

Ejemplos
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Fracciones algebraicas

Se suman las nuevas expresiones.
2=—ab ” 3+dab
ab ab
Como los denominadores son comunes, en la fraccién resultante s6lo se reducen los numeradores y el denominador
permanece igual.

2—ab+3+4ab_2—ab+3+4ab_5+3ab
ab ab ab ~ ab

2Zm+n Sm-5n n-m
2m=n 2m-n 2m-n’

2 ®e-Encuentra el resultado de

Solucién
En este caso ningiin sumando se puede simplificar, entonces el comin denominador es 2m — n, y sélo se reducen los
numeradores.
2m+n Sm=5n  n-m :2m+n+5m—5n+n—m:6m‘3n=3(2m—n]=3
2m-n 2m-n 2m-n 2m—n 2m-n 2m—-n
EJERCICIO 54
Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
¢ 25 =1z Bx+z 4 7m2—6m+12mz—3m 7 li.x:z—.Jt:+5_|_|t5+Jc—.x:2
Bx* Bx® 4mn 4mn C 2% 2x
5 1=a' _7-24' s 3n-7_15n-3 g 1Bx—y 5x-3y 3x+6y
a a 5n'=n S5n’-n 3x-2y 3x-2y x-2y
5, In-1 8n-4 6 11y" =14y 2y’ +y g 6a+5b_ a+6b 3a-b
" 10n  10n T 6y 6y* " Ba—2b Ba-2b Ba-2b

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma y resta de fracciones con denominadores diferentes

EJEMPLOS

S 3x Sy
'§_ ]_, @4 Efectiia la siguiente operacitn: ? +4—x"
S Solucién

L

Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores y se realizan las operaciones correspondientes,
3x sy _¥(2)+55()_6x'+5y°

2y 4x 4x’y’ 4x’y*
1 1
2 ®e-Realiza la siguiente operaci6n y simplificar al méximo; ——-~—.
Solucién
Se obtiene el comiin denominador de los denominadores “x + A” y “x”, posteriormente se procede a realizar la dife-
encia de fracciones

1 _1_x—(x+h) x-x-h__ —h
x+h x  x(x+h) x(x+h) x(x+h)
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5 CAPIULO

Aicesra,

x4
X —6x+9 x-3
Soluciéon

Se obtiene el minimo comiin miltiplo de los denominadores y se efectiian las operaciones;

3 ®e-FEfectia

i, 4 _3x(1)+4(x=3) _3x+dx-12 _7Tx-12
(k-3 x-3  (x-3) (x=3)"  (x-3)

1 1
A @+ Realiza la siguiente operacién: - ;
Biene ope (x+8)' -1 x' =1
Solucion
Se determina el comiin denominador, éste se divide por cada uno de los denominadores y el resultado se multiplica
por su numerador, los productos se reducen al médximo.

1 1 1 1 Y@ -1)-1{x +2xh+ 4" -1)
(x+h) -1 ¥=1 X+2h+h" -1 & -1 (& +2xh+h -1)(x*-1)
X =1=x" =2xh—h"+1 _ —2xh—h’

(P +2zhr® -1)(x*-1) (2 +2xh+ 02 -1)(x*-1)
5 e@e«-Simplifica la siguiente operacitn: x .+{x2+1]%-
(¥ +1)7

Solucién
A los enteros se les coloca la unidad como denominador:

xiz,+(x’+1]'~l7= L , +(Mz-:1]2
(x* +1) (£ +1)7
Luego, el comiin denominador es (x* + 1]% por tanto
x? WER S . +{x’+1]5 :x’{1]+(x’ +1]5I(x’+1]5
(x*+1)2 (2 +1)2 . (x +1)

se aplica la propiedad a™- a” =a™""y se simplifica al miximo el numerador, entonces:
x*(1]+(x1+1];'*7—l' 2 #(x?+1) 241
(+ 1]% (x* +1]% (2 + 1]%

6 ®e-Simplifica la siguiente operacién: x - —(xs—l]é.
(#*-1p

Solucion ,
El comiin denominador de esta diferencia de fracciones es (,n:3 - 1]5, entonces:

z ‘(xS_l]ls_x!‘(xs'l]é%_xs‘(f‘l]_xs-xSH_ 1

(-1 (- @ (- (-
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Por tanto, la simplificacién es:
x!
(¥ -1)F

1
(x- 1]§

—(x° —l]é =

b=

x(x’ +1) E x(x’ - 1];_

/ ®e-Efectia y simplifica la siguiente expresi6n: , -
(=1 (#+1)

Solucién
El comiin denominador es el producto de los denominadores:
(2 =1 (o +1)F

Se realiza la operacién;

x(x + 1]::!_ X x(x? = 1]’% _ x(x? + 1]:!_'_;:—1:(1:z —!l];_F;_ _ (% + 1]._ x(x _,1]
(x*=1)7  (#+1)? (x? =1)2 (x* +1)2 (x* - 1): (x?+1)2
) (#* = l];_(x’ +1]=I7-
2x

(=" - 1];_(1::2 +1];_

En el denominador los factores estdn elevados al mismo exponente, se pueden multiplicar las bases, las cuales dan
como resultado una diferencia de cuadrados, por tanto:

J::(J::z + 1]_; 5 J::(J::z - 1]% __ 2

(x? —1]% (+ +1]5 (x* - 1]';

(:x—i];z _2(x+ 1]13

3(x+1)F 3(x- 2]’5 '

8 ®+-Simplifica la siguiente operacién:
Solucién
Se obtiene el comiin denominador y se procede a realizar la diferencia:
1 1 11 112
(x=2)7  2(x+1)3 (x—2)3"3-2(x+1)7"3 (x-2)-2(x+1) x-2-2x-2
i 1= ] T ] 1= ] [
x+1)F 3(x-2)F 3(x+1)3 (x-2) Hx+1)3(x-2)7  3(x+1)3(x-2)3

Por 1iltimo se simplifica el numerador, entonces:

2 1
EO2(x+1E -x—4 _ x+4

{x_z]z 1 2 T 2 1
Hx+1)7 3(x-2) 3(x+1)3(x-2)7  3(x+1)3(x-2)3
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5 CAPIULO

AlcERRA
; g g I a+b a+4b a+5b
(I3 i '
9 -Rcahza}rsmlphﬁcalaupcrﬂmﬂhaz_ab_mbz a1_4qb_5bz+a’+5ab+4b’
Solucion
Se factorizan los denominadores;

a —ab =200 = (a - Sb)a +4b)

a —4ab —5b" = (a- Sb)a+b)

a + Sab +4b" = (a + 4bXa + b)
La expresitn con los denominadores factorizados es:

at+b _ at+db + a+5b
(a=5b)(a+4b) (a=5b)(a+b) (a+4b)(a+b)

Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores: (g — Sb)a + 4b)a + b)
Se resuelve la fraccidn;

_(a+b)(a+b)-(a+4b)(a+4b)+(a—5b)(a+5b)
(a=5b)(a+4b)(a+b)

@ +2ab+b* —a’ —8ab-16b" +a’ = 25p°

- (a—5b)(a+4b)(a+b)

& —6ab— 400

"~ (a=5b)(a+4b)(a+b)

El numerador se factoriza, si es posible, para simplificar al méximo, entonces

__ (a-10b)(a+4b)
(a=5b)(a+4b)(a+b)

__ a—10b

~ (a-5b)(a+b)

EJERCICIO 55
Efectiia y simplifica las siguientes operaciones algebraicas:
1 x—-2 x+5 7 2 _ 2
4x  10x : {x+h]z—3 x'=3
2 2
, X+l 2x+3 8, {x+.t] =
2x 3x (x+r) +1 x*+1
-4 x-3 6x X
3 e Qe =
9x"  6x =9 x+3
2x+5 x+6 2 x+2
4, -2 10, —+
6x  4x x+1 ¥ -1
5, T 11. A4 L x
x+h+2 x+2 =4 x+2
: g x+h+l x+1 12, 3 i 2
. x+h-1 x-1 r=2x+1 x*-1
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2
13 1%, 1 20, 22x"+:3 _Sr=6-x
x +6x+9 x =9 2x* +2x-12 x'+2x-8
I -
14, zx(x—zjs-Lz a1, z4x 5 . 9 i b
3(x-2)3 X +x=-12 18=-3x-x" X +10x+24
;¥ 1 6x+7 19
15, 12x° 1) - 2. _
2 +1) (x’+1]5 2 +11x+15  3F +7x-6 6x +11x—10
1 1
3x(x*-4)7  x(34* +2) e 1 Y’
16, = i B
(sz+2]; {xz_4]; m —mn+n m+n m +n
E 1
i) M Gl by X2y Sx+y dx-y
| 3{5—.::2]25 3{x2+z];‘ D43y -10y' XM +dxy-5y"  x7-dxy+2y’
1 1
' . - 3 : & 7 7
3(4x? - 3x ) 3(4x7 +32) 3a+3b 6a-6b 94" -9b
19. = 2. 5
* X +x=12 x*+5x-24 s r 32—r2+3—r

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Multiplicacién de fracciones algebraicas
Regla para multiplicar fracciones:

© Descomponer en factores los elementos de las fracciones que se van a multiplicar,

© Se simplifican aquellos términos que sean comunes en el numerador y denominador de las fracciones que se
van a multiplicar,

= Multiplicar todos los términos restantes,

EJEMPLOS .

& solucién
Se realiza la multiplicacidn de fracciones y se simplifica el resultado
zxz 6:,’2 5.1}' ﬁnx!yS szy

m +9m+18 Sm-25
m=5 Sm+15

2 ®e-Simplifica:
Solucién
Se factoriza cada uno de los elementos

m’ +9m+18 5m-25 (m+6)(m+3) 5(m-5)
m-=3 Sm+15 m=5 5(m+3)

(continia)
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5 CAPIULO

Aicesra,

(continuacidn)
se procede a realizar la multiplicacidn y la simplificacitn

(m+6]{m+3] 5(m-5) 5(m+6)(m+3)(m-5)

m-5 5(m+3) 5(m=5)(m+3) LR

a’-5a+6 6a a’=125
3a-15 a’=q-30 2a-4

3 ®s-Efectia y simplifica:
Solucién

(a-3)(a-2)  2-3a _{a+5]{a—5]=(a—3](a—2]2-30(a+5](a—5]

a-5) @-6fa+s) Aa-D)  Ha-5a-6)(a+5)2a-2)

_6a(a-3)(a-2)(a+5)(a=5) _a(a-3)
6(a-5)(a-6)a+5)(a-2) a-6

Finalmente, el resultado de la multiplicacién es a{a_ 63} aa_ za
EJERCICIO 56
Efectiia la multiplicacién de las fracciones algebraicas y simplifica:
4a° 14x 5b° 7x" +42x  15x-30
L o 11,
7 5b* Ta° 3x—6x 145" +84x
52 dy X +x-6 x'-2x-3
p e B 12. ;
xy 10 x' —5x+6 x" —4x-5
3 3% 5 Ta 13 X =10x+24 x'-2x-48
" 10y* 14ab 6x° T 30+x-x" x'-12x+32
; 16ab> 10x° 2a° s Bx’ +10x+3 6x" +x-1
" Sa’x 4b® 3bx " 47 +dx+1 9x +9x-4
p I b 2y i X =3x-4 X +5x+6
T d4b 2y X "X =Tx+12 ¥ =3x-18
p Sm+25 Tm+7 16 49 +18 2 +7x+6
" 14 10m+50 " 28 +9x+9 4x?+9x+2
7 b’ -5b+6 b’ =25 6b i7 X +2x7-3x u'+3x
" T3-15 2-4 b'—b-30 " AxT+Bx+3 X -x
Im +2mnt  x X=-x X =27 & +a+l
g. . . 13' .
2mx =2mx x+1 mix+n’x a=1 ¥ +3x+9
9 14x" -21x 12x-8 19 X +5x+6 Bx+8 ¥ -5x
" 24x-16 42x-63 " odxi+4xr x'-9 x+2
i 30x" —18x" 42x+35 4 2n" +51n-3 n’+4n+4 30’ +11n-4
T o6x +5x 60x-36 " nr=2n-8% 6n°=5n+1 n+5n+6

O Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente
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Divisién de fracciones algebraicas

Regla para dividir fracciones:

© Primero se multiplica el numerador de la primera fraccién por el denominador de la segunda, de lo que re-
sulta el numerador de la fraccidn solucion; el denominador de la fraccidn solucidn se obtiene al multiplicar
el denominador de la primera fraccidn por el numerador de la segunda. De preferencia los productos se dejan

© Se simplifican los términos o factores que sean comunes, en el numerador y denominador, de las fracciones
que se van a multiplicar.

= Se multiplican todos los términos restantes.

EJEMPLOS -

2
B @9 Realiza Ia siguiente divisidn: 7+ 2%,

E . Solucién "

L
Se efectian los productos cruzados y se simplifica la expresidn

-

w2 _(m)(#’)_mn' _mn
3 ' 3n°(2m) 6mn° 6
3
FEE
2 ®e-Simplifica la siguiente divisidn:@.

(¥ +1)
Solucién
Se realiza el producto de medios por medios y extremos por extremos, para después simplificar al miximo.

ixz
(Jr2+1]2 3P (X +1)
( zx ] - x(x’+1]z T X+l
x +1

a’-a 5a°-5a
+ -
2a° +6a 2a+6

3 ®e-Realiza el siguienie cociente y simplifica:
Solucién
Se factorizan todos los elementos y se procede a efectuar la simplificacidn.

@-a_  S5a'-5a_a@-1a+1) Sa(a-1)_ a(a-1)a+1)(2)(a+3)_a+1
2¢°+6a 2a+6  2a(a+3)  2(a+3) (24)(5¢)(a-1)(a+3) S5a
A ®s-Simplifica la siguiente operacitn:
1
(x2+1]';
(x*+1)

(continda)
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5 CAPTULO

Aicesra,

(confinuacidn)

Solucién

En este caso se tiene una fraccitn sobre un entero, al que se le agrega la unidad como denominador, para después
realizar el producto de medios y extremos, entonces:

1 1
(xz+1]% ~ (x’+1];_ o 1

(+1)  (#4) _(.x:2+1]i_H (J:"+1]s

1

dx’-y' 6% +Tay+2y

- i - . .
5 ®e-Resuelve la siguiente divisién Py o

Solucién
Se factoriza cada uno de los factores y se procede a realizar la divisién
4x' —y* 6x" +Txy+2y" _(2x+y)(2x-y) (3x+2y)(2x+y)
2 +xy—y' 3 +5xy+2y"  (2x-y)(x+y)  (Bx+2y)(x+y)
_(2x+y)(2x-y)(3x+2y)(x+y) _ |
(2x=y)(x+y)(3x+2y)(2x+y)

6 ®e-Efectia y simplifica la siguiente operacidn: (x+ 4+ x_f-_l]*- (.x— 1- %)
Solucién
Se resuelven las operaciones dentro de los paréntesis:

( 2 ] ( 9 ] [x’+5x+4+2] (x’—zxu-g]
x+d+—|+| x-1- = +
x+1 x-1 x+1 x-1

=[x’ +5x+ﬁ]+[x’ —2x—3]

x+1 x-1

Se factorizan los polinomios resultantes y se resuelve la divisitn;
(e +3)(x+2) (x-4)(x+2)_(x+3)(x+2)(x-1) (x+3)(x-1) x +2x-3

x+1 x-1 (x+1)(x=4)(x+2) (x+1)(x—4) 2*-3x-4

EJERCICIO 57
Realiza las siguientes operaciones y simplifica al maximo:

6x2
P 5 &+
2 k1 ¥ 4
: y 3 2x
. (2x+3)
12x°
1
N 12a"b5+ 4a°b i {2x!+1]3
: lsxﬁ}ri sxz}r: 1 zxz
2
: {2x3+1]§
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Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10.

11,

12,

13,

EJEMPLOS
1 @+ Efectia y simplifica la siguiente fracci6n algebraica

|

4x*
3x" —3xy
x!
=y
x’+x+ x-x*
X=x xX-2x+1

-9 +xz+6x—2'}'
X +2x=-3 x* -10x+9

x’—?x+1n+x’+5x—14
P -6x+5 +8Bx+7

x* —4Jc+3_'_x2 +12x+32
¥ —6x+9 x"+3x-40

4x’—23x—6+ 4x" +25x+6

3x? -14x+8 X +x-30

6x” —sﬂ:+1+4xz -8x-5
12 —x=1 Bx*+6x+1

¥ =16 1_x’—x—l:
X =3"+9x x +27

ax’—zx—3+ dx?=1
16x°-9x  4x"+ 3x

14,

15.

16

17.

18.

19.

21,

Fracciones algebraicas

¥ -121x
¥ —49x
x —1lx
x+7

x*+125

__x-64
X =5x" +25x

x +x-56

a’ —6a

3+§!

" g’ +3a-54

a +9a

15xz+’.-'x—2+ 6x +13x+6
25x° —x 25x* +10x+1

(1+L]+(1+2—a]
a+b b

Combinacién de operaciones con fracciones

La simplificacitn de este tipo de operaciones, en las que se combinan operaciones bésicas, se basa en la jerarquizacitn
de operaciones de izquierda a derecha, como sigue:

© Divisiones y productos
© Sumas y restas

L ]

Solucién

Se factoriza cada uno de los polinomios de la expresidn

X +2x x’+2x—3+ x'=2x-8

C+ax+3 28 —x—1 2% —Tx—4

Fe2x Fed0x-3 r-u-% x(x+2) ‘(x+3]{x—1]+(x—4]{x+2]
E+dx+3 ' —x-1 27-Tx—4 (x+3)(x+1) (2x+1)(x-1) (2x+1)(x—4)
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5

CAPITULO

Aicesra,
(confinuacidn)
Se realiza el producto

x(x+2)  (x+3)(x=1)  x(x+2)(x+3)(x=1)  x(x+2)

(x+3)(x+1) (2x+1)(x=1) (x+3)(x+1)(2x+1)(x=1) (x+1)(2x+1)
Por (ltimo, se realiza la division y se simplifica al miximo;

x(x+2) +{x—4](x+2]= x(x+2)(2x+1)(x-4) _ x
(x+1)(2x+1) (2x+1)(x-4) (x+1)(2x+1)(x-4)(x+2) x+1

2 ®e-Realiza y simplifica la siguiente fraccién;

x*+6x+5 x’=3x-10 «x
X" +5x+6 x —d4x=5 x+1

Solucién
Se factorizan las expresiones y se aplica la jerarquia de las operaciones

(x+5)(x+1) (x=5)(x+2)  x _(x+5)(x+1)(x=5)(x+2) x
(x+3)(x+2) (x=5)(x+1) x+1 (x+3)(x+2)(x=5)(x+1) x+1

_x45  x (x+5)(x+1)-x(x+3)
x+3 x+1 (x+3)(x+1)

X +6x+5-x7=3x
B (x+3)(x+1)

3x+35
(x+3)(x+1)

EJERCICIO 58

Efectla y simplifica las siguientes expresiones:
x'=x-12 x"-x-56 x -5x-24
. -
X =49 x'4+x-20 x+5
a'—8a+7 La2—36+az—a—42
"@’-11a+30 &'-1 &' -4a-5
6a°=Ta=3 da*=12a+9 2a°=a-3
. .
a -1 a -1 3a* -2a-1
2045142 142 0+ + 4y
4, = +— +
—4r+16 " +64 r+1

I;

2 3x+3 X +x-=-2
* 2 e 2

x+3 x —-2x-8 x =1

6 3 +3x Lx2+2x—3_ 2x

" 37 -8x+4 X +5x+4 2x-1

6x’=12x +2xz—5x+2 3

2x"+3x-9 2x +5x-3 x+1
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g X =27x x +20x+100 x*-100
"X ETx=30 P4+ +9x  x-3
Bx=10x =3 4x*-9 +Bx’+14x+3
6x” +13x+6 3x +2x 9x +12x+4

10 xz—x—12+xz—6x+8+x2—3x+2

T xl4x=2 ¥ -=-3x-10 ¥ -2x-15

x4x=2 x'+3%x  2x7 -4x

X +5x+6 x'-1 x +x-6

o =58  x+3x  x+3x-4 x"-x-6
T x'-25x P +5r+46 P +6x+8 ¥ —6x+5

11,

O Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Fracciones compleius

En una fraccion compleja el numerador y el denominador se conforman por operaciones algebraicas.

EJEMPLOS .
1. @+ Simplifica la expresi6n (m +%]+(n— i)
i { Solucién

Se realizan las operaciones dentro de los paréntesis,

( m) [ 1) mn+m n' -1
m+— |+ n-—|= +
n n n n

se resuelve la divisién y se simplifica al miximo:

n{mn+m]= nm(n+1) _m
n(n’—l] n(n+1)(n=1) n-1

5
b iy
2 ®e-Realiza y simplifica la fracci6n —-'?—;337’-
L
2 ¥+3
Solucién

Se resuelve tanto el numerador como el denominador y se factorizan los polinomios resultantes, si es posible

__3 (y=1)(y+3)-5 ¥y +2y-3-5 y2+2y—5

}r+3: ¥+3 e y+3 - y+3
e 35 (y+5)(y+3)-35 Y +8y+15-35 1’ +8y-20
y+3 y+3 y+3 y+3
(y+4)(y-2)
B 3
(y+10)(y-2)
y+3

(continia)
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5 CAPIULO

AiGesra
(continuacidn)
Se dividen las fracciones y se simplifica al médximo

_+30+4)(y-2) _ y+4
(y+3)(y+10)(y=2) y+10

o
3 @« Efectia y simplifica: g T
b+1
Solucién
Se eligen las operaciones secundarias y se reducen hasta simplificar la fraccién al méximo:
=1 b-1 ~ b-1 b=l
B +2 b +2 N B +2 b +2
2-— 2- e R
s b_b—z e b(b+1)-(b-2) B b +b—b+2 b b +2
b+1 b+1 b+1 b+1
b-1 h-1
b+2=(b+1 1
o (b+1)(b" +2) R+l
b +2
4 ®+-Simplifica la siguiente expresion:
1 1
(x-2)z B (x+2)
1 1
2(x+2): 2(x-2)2
x=2
Solucién
Se resuelve la parte superior de la fraccién principal
1 1 1.1 1,1
(x=2)7  (x+2)2 _(x-2)2"2-(x+2)" _ (x-2)-(x+2) _ -4
1 T 1 1 - 1 1= 1 1
2(x+2)7 2(x-2) 2(x+2):(x-2)2 Ax+2)7(x-2)z 2(x+2)2(x-2)2
-2
ST S
(x+2]2(x—2]2
Luego, la fraccion original se escribe como:
1 1
(x=2)7 _ (x+2)2 -2 -2
1 1 1 1 1 1
2(x+2) 2(x-2)7 (x+2)2(x-2)7 (x+2)2(x-2)2
x=2 a x-2 B x=2

Se realiza la divisién de fracciones y la simplificacitn es:
-2
T 3
(x+2)2(x-2)z
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CAPITULO

Fracciones algebraicas

EJERCICIO 59
Simplifica las siguientes fracciones complejas:
5p°
i R 9 —ﬂ-—ﬂa_%_ !
i ;
i a-26-22
x a+b
S
2, 1 10, 22 ¥
: R R T
1+; }’__x_
l—l x ¥
" ) )
a-2b+ a+2b-—
g i 11 i 3b a+2h
24— 1+—
Yy
3
3
m+d+— 1 1 3 Ty
4, —%1 12, |1+ B Ea—z —24
. oA a+3b
] a+b
1 1
; 1 {1x+3]=:_ l[:,r+l]:!I
5 y . 2(x+1)2  2(2x+3)2
l—l 2x+3
y 1
1,1 2x(+" - 5)2 - xzx! T
— _52
6.4 b 14, (¥ -3)
11 x -5
a b 1 1
3x—1)3 (3x+1)3
2 2=y (3x ]:_{x+ ]2
7 ¥y x+ y 15 {3x+ I]E {3,1' o 1]E
¥ i A 2
uq.x (ﬂx—l]i
y X
1 4
(5x*+1F 1043
1,12 FE R |
= e 33 35" +1)°
g _n n 16. (f )
16 el
i (522 +1)°
n

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO 6

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

HISTORICA

u s
il principios del siglo X fres matemdticos,
s ——— Ruffini, Abel y Galois, encararon el pro-
- blema de resolver una ecuacion desde

un punto de visia radicalmente diferente.

Mas que a Ruffini y Abel, es Evariste Galois a
quien le cabe el titulo de fundador del élgebra
moderna,

Galois nacié el 25 de ocubre de 1811 en Bourgla Reine, hasta los 12 afios
de edod lo educd su madre, mujer culta v esclarecida. En 1823 vicja @
Paris para infernarse en el liceo Louis le Grand, institucién famosa por el
rigor de su disciplina,

A principios de 1827 despierta su interés por lo matemdtica, disciplina @
la que de inmediato se dedica por completo, descuidando los estudios de
griego, latin, francés, retdrica, considerados mas importantes.

Calois publicod, en abril de 1829, su primer arficulo cienfifico: un teore-
ma sobre los fracciones continuas periddicas. Al mes siguiente presentd @
la Academia de Ciencias sus primeras investigaciones sobre las ecuacio-
nes algebraicas de primer grado, trabajo que fue recibido con frialdad y
desinterés por Cauchy, el mayor matemdfico de lo época y presidente de
la Academia. En ese mismo afio el joven matemdtico entré en la Ecole
Préparatoire, insfitucion destinada a formar profesores. Dos meses después
era bachiller en lefras y en ciencias.

Evariste Galois (1811-1832)

|




6 CAPMULO

Aicesra,

Conceptos generales

Igualdad. Dos cantidades son iguales o equivalentes cuando tienen el mismo valor,

Ejemplos
(Z+3P=25 (47 +(3) =25 J625 =25

Entonces (2 +3)%, (4 + (3)°, /625 son expresiones equivalentes ya que todas valen 25
(Podriamos decir que x + 3 = B es una igualdad?

Ecuacion, Una ecuacién es una igualdad con una o varias incGgnitas que se representan con letras, Las ecuaciones
pueden ser férmulas que se utilizan para encontrar una magni tud.

Ejemplos

La férmula v=%sc utiliza para encontrar la velocidad constante de un mévil del que se conoce la distancia recorrida

y el tiempo que empled en recorrerla,
La férmula A = 7r " se utiliza para encontrar el drea de un circulo dada la longitud de su radio.

También existen ecuaciones con expresiones algebraicas, en las que se busca el valor de una variable o representan
modelos matemiticos que resuelvan algin problema de la vida real.

Ejemplos
4 2 5

x+2=8 X+y=6 ¥-4=0 - =
4 x=2 x*=4 x+2

Las ecuaciones estdn formadas de la siguiente manera:
ler miembro = 2do miembro
Solucién de una ecuacién, La solucién o soluciones de una ecuacién son los valores que hacen que la igualdad se
cumpla,
Ejemplos
1. Para la ecuacidn x + 2 = 10, 1a solucién es x = 8, ya que al sustituir con 8 a la literal x, se obtiene: 8 +2 =10

2. Para la ecuacién x + y =8, una solucibnesx =3, y=5; porque: 3+5=8
3. Para la ecuacion x” - 4 =0, las soluciones son: x=— 2, x= 2 porque:

(-2 -4=4-4=0,(2)'-4=4-4=0
Grado de una ecuacién, El grado de una ecuacién se obtiene del término de mayor grado que contenga a la(s)
incdgnita(s).

Ejemplos
1. La ecuacitin 2x + 3 =5, es de primer grado, porque la incdgnita tiene exponente 1
2. Laecuacién x’ - 5x+ 6 =0, s de segundo grado, porque la incognita tiene exponente 2
3. Laecuacitn x + y =6, es de primer grado, porque las variables tienen exponente 1

Alas ecuaciones de primer grado se les llama lineales.

Ecuaciones de primer gmdo con una incégnita

Ecuaciones que se resuelven mediante la aplicacion de ecuaciones equivalentes con operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacion o divisién} a ambos miembros de la ecuacitn, hasta obtener el valor de la incognita.
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CAPITUIO @

Ecvaciones de primer grado

EJEMPLOS .
"E_ ] @+ Encuentra el valor de xen la siguiente ecuacin: 2x +3 =7,
i ' Solucién

Se agrupan los términos que contienen a la incognita en el primer miembro y las constantes en el segundo, se aplican
sumas, restas, multiplicaciones o divisiones, segin corresponda.

2x+3=7 — (2x+3)-3=7-3 Se resta 3 en ambos miembros
x=4 Al simplificar
1 1 1
—(2x)=—(4 S ipli -
2( x) 2( ) e multiplica por
2
27 2
x=1
Se comprueba la solucién al sustituir en la ecuacitn el valor de x, y se verifica la igualdad.
A +3=7
4+3=7
7=7

Por tanto, la solucitn es x=2
2 ®e-Encuentra el valor de la inc6gnita en la ecuacién m — 25 =3m - 5.

Solucién
m=25=3m -5 — m=3m==5+125 Se suma 25 y se resta 3m
=2m =20 Al simplificar
20
mr;:—2 Se divide entre =2
m=-10

Por tanto, m=~- 10

3 ®+-;Cuil es el conjunto soluci6n de la ecuacién 20x — 14 — 11x =8 — 6x + 27

Solucién
20x-14-1lx=8-6x +2 — 20x=1lx+6x=8+2+ 14
15x =24
=N_8
15" 5

B
Por consiguiente, el conjunto solucidn es {E}

[ ]

Teorema: sea la ecuacidn lineal ax = b

ay Sia;&(],x='e—’es solucidn dnica
[/

Demostracidn:
ax=»5

B |w



6 CAPMULO

Aicesra,

Supongamos ahora que x, es solucion, entonces, al sustituir en ax = b obtenemos:

ax,=b — l{qxu]=l(b] - [l‘ﬂ}"m=E - 4"':1=E
a a a a a

Por tanto, x= g es solucidn tnica.

b) Sia=0perob#0, entonces, ax = b no tiene solucidn

Demostracion:
Sea a =0, entonces, para todo k R, ak=0sib # 0, entonces, ar # 0, por tanto, £ no es solucién de ax =b

¢} Sia=0yb=0,todo k eRes solucion de ax =b

Demostracion:
Sig=0, paratodo k R, ak =0, si b =0, entonces, cualquier nimero real kes solucion de ax=b

EJEMPLOS .
'ﬁ_ ] @+ Determina el conjunto solucidén de la ecuacion 2x - 7 — 5x = 11x— 6 — 1dx,
i.§' Solucién
Al resolver la ecuacion se obtiene:
2x—=T7-5x=1lx-6- l4x — 2x=5x-1lx+1dx =-6+7

Ox=1
El conjunto solucién es vacio, ya que todo mimero multiplicado por cero es cero (ver inciso b del teorema).

2 ®e-Determina el conjunto solucién de la ecuacion 3y — 8 + 5y + 6= 10y — 2 -2y,

Solucién
3y—B+5y+6=10y-2-2y — 3y+5y-10y+2y=—2+8-6
0y =0
El conjunto solucidn son todos los nimeros reales, ya que cualquier nimero multiplicado por cero es cero (ver
inciso ¢ del teorema).
EJERCICIO 60
Resuelve las siguientes ecuaciones:
. 1. x+2=5 10. 2-7z=13
r & y-4=6 1. 8x—6=6x+4
3. B-z=9 12, 124 7x=2x+22
© 4 10-x=12 13, 9-8y=27-2y
: 5. %-3=5 14, 2z+9=z+1
; 6. 3y+2=11 15. 3w =3 =dw+11
E 7. 9%x-6=18 16, 10x+21=15-2x
£ B Sx47=3 17. 21x-3=3x+6
s 9 1-dw=9 18, 11y Sy +6=—24 -9y
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CAPITUIO @

Ecvaciones de primer grado

19, Bx—4+3x=Tx+x+ 14 30, 10z-5+7z-10+82=22-6+4z-8
20, -9x+9-12¢=4x- 13- 5x 31. 3x+ 101 —4x-33 =108 - 16x— 100

21, 5y+6y—81="Ty+ 102+ 65y 32. 14 - 12x +39x - 18 = 239 - 60x - 6x
22, 164+ Tx=5+x=11x-3-2x 33, ~Bx+48-30x-5lx=3x-31x +170
23, = 12x-B-3x +10=2x-9+6x M, Tx+5-+9%=14x-9+2x—11x+8
24, 3z-B+6z=12=z-10+9z-13 35 3w+S5-Tw+9w=-11lw +13=16- 8w
25. Ty-10+2y—-8=14y-9 + By 36, 6z412z=18=5z==12z+4z= 11+
26, x—6-5c+ 10x=9% -8+ 3 37, 10x—B+3x-T+x=20x- 10-6x

27, 27-4-Bz+9=10z-6+z—-12 38, 5x—B-8+10-3x=9-x+6-5x-13
28 9y-1-14y+8=y-9+15y—1 39, 2y+7-8y+5-3y=14-6y-2-3y
29 x-7-12x-9+3x=14x-10-x+7 40, 12z-9-10z+3-8=z-9+3z+10-10z

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Con signos de agrupacién y producios indicados

Para resolver este tipo de ecuaciones se suprimen los signos de agrupacion o se realizan los productos indicados y se
mesuelve la ecuacién equivalente que se obtuvo,

EJEMPLOS .
]5 @+ Resuelve la ecuacion: By = (6x =9 + (3x=2) =4 = (Tx - B).
R BN Solucién
Se eliminan los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacidn equivalente que se obtiene:
Bx—(x—9)+(3x-2)=4-(Tx-8) — Bx—6x+9+3x-2=4-Txr+8
Br—fr+3x+Tx=4+8-9+2
12x=5
i3
12

5
Por tanto, la solucién es:x=E

2 ®e-Encuentra el valor de la inc6gnita en la siguiente ecuacién:
T(18-x)-6(3 -5x)=—(Tx+9) -3(2c+ 5) - 12
Solucién
Se resuelven los productos indicados y se determina el valor de x de resolver la ecuacion equivalente:

T(18=x)=6(3 =5x)==(Tx+9) = H2r +5)=12
126 -Tx— 18+ 30x=-Tx-9-6x-15-12
= Tx+3x+Tx+x==9-15-12-126+ 18

I6x = — 144
~144
= =-4
=36

Por consiguiente, x =—-4
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3 ®@e-Determina el valor de xen la siguiente ecuaci6n:
2 -{3x—(9x+1)-8}=12x—{9-[ 3x—(5-2x)-10] +18x }

Solucién
Se suprimen los signos de agrupacidn y se resuelve la ecuacion;

2 -{3x—(9x+1)-8}=12x-{9-[3x—(5-2x)-10] +18x }
2x-{3x-9x-1-8 }=12x-{9-[3x -5 +2x-10]+18x }
2x—{3x-9x-1-8 }=12x—{ 9-3x+5-2x+10+18x }

2x=3x+9x+1+8=12x-9+3x -5 +2x-10 -18x
2x=3x+9x-12x-3x-2x+18x=-9-5-10-1-8

9 3
Por consiguiente, el valor de x es: —g

4 ®9-Determina el valor de yen la siguiente ecuaci6n:

~13y~(y-4) +8(2y-3)=8~(y+5)(y-5)-10( y+1)
Solucién
Se realizan los productos notables, los productos indicados y se resuelve la ecuacitn:

~By-(y-4) +8(2y-3)=8~(y+5)(y=5)-10(y+1)
~1By—(y"=8y+16 ) +8(2y-3)=8-(y"=25)-10( y+1)
-13y-y' +8y—-16+16y-24 =8-y" +25-10y-10
=13y-y*+8y+16y+y" +10y=8+25-10+16+24
21y=63
63
¥ear=a

Por tanto, la solucién es: y=23

EJERCICIO 61

* Determina el valor de la incdgnita de las siguientes ecuaciones:
L x—(2x+1)=8-(3x+3)
2, 15x-20=6x=(x+2)+(=x+3)
3. (5-30-(-4x+6)=(Bx +11)=(3x—6)
Hx=2)=52x=6)=Bx+1)=32x+3)
T(3x+1) + B(2x - 3) =4(3x— 1) = T(x — 4)
0w —(—w+6)+(-Sw+d) =—(5w+6) +(— 8+ 3w)
~[By+B-[-154+6y-(-3y+2)=-(Sy+4]-29}=-5
=2y=3-(-dy+5+[-y+2-Cy-D+2y-5])=-(y-4)

R -
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Ecvaciones de primer grado

9 —Ay-D+{-Hy-D-5y-24-»+J]-(y+ D} =2y-(-5-y)

10, w=—2[w+5(1-2w)+dw]-w+3)=—w+Iw+2) +Tw

1L x=3[2e—(x+ D+ 51 -x)]=x+(3x-T) - (x+3)

12, Tx—4) =3(x + 5 =d(x + D(x=1) -2

13, 5(1-2"=6(x"=3x=T) =x(x - 3) - 2x(x + 5) -2

14. (x+ 1) = (x= 1)’ = 6x(x =3)

15, 3x=2 (x+5) =3x+ 1) (x=1)+3

16. (x+ D(x+2)(x—-3)=(x-(x+ 1)’

17. 2x(x —4) — (2x+ 3)(x— ) = dx(2x - 3) - B(1 - »

18, (3x - 2)" - (3x —4)(6x - 5) - 45¢" = 9x'(3x — 5) — 10 (x + 3) — 2(6x — I)}(6ix + 1)
19, ﬂx—{mx—[(S—Sx}’ | +(5x—3}(5x+4}}= 3(6x* —4)—9 3x+(2x—1)(x—3)}
20, 12—[6x+[3x+{x—?]{x+7]]—{2x+3]z}=—ixz+5[{x+1]2—3{x+6]]

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Fraccionarias

Cuando aparecen fracciones en la ecuacién, se eliminan los denominadores al multiplicar los dos términos de la
igualdad por su minimo comin miltiplo.

m
]
m
=
=
|
Q
o
L

7

o
'§, 1 !--Emcucn'u-aclvalurdcxenlasiguicnteecuaciﬁn:§+5=——x.
s Solucién

i
Se multiplica por el minimo comiin miltiplo de los denominadores, en este caso 6:
£+.‘5=l—x e 6 £+5]=t§- l—x] — IE'—J“‘+3(]=E—lﬁux:
6 3 6 3 6 a
Se simplifica x+30=2-6x
x+6x=2-30
7T x=-28
28
x=—7
Por consigniente, el resultado es: x=—4
2 ®e-Resuelve la siguiente ecuacion;
L[z_i]_z.l.i IU_E]=1 5+E
3z 2) 3 4z 3 z 4
Solucién
Se eliminan los signos de agrupacidn,
1.2 2 00 %8 A5 .. RN
3 6z 3 4z 12z z 4z 3 6 3 2z 12 4
(continia)
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{continuacidn)
Se multiplican ambos miembros por 12z, y se resuelve la ecuacion que resulta.

21 2 5 5 51
.1 [l F A L e
3z 6 3 2z 12 z 4
8§-27—8z+30-5z=60+3z

—2z—8z—-5z-3z=60-8-30

=18z=22
g=22
=18
1
=Ty

11
Finalmente: z=—E

3 @« Determina el valor de yen la ecuaci6n:
142y 1-2y 3y-14
1+3y 1-3y 1-9y°

Solucién
Se factorizan los denominadores:
1+2y 1-2y  3y-14
1+3y 1-3y  (1+3y)(1-3y)

Se multiplica por el minimo comin miltiplo que es: (1+3y)(1-23y) y se simplifica:

142y 1-2 3y—14
(1+3y](1—3}’][1+3£' 1_3;r=_{1+ 3;:]{1‘3}']]

(1-3y)(1+2y) - (1+3y)(1-2y)=~(3y-14)

Se realizan los productos indicados y se resuelve la ecuacion;
142y-3y -6y~ (1-2y+3y—6y) =-3y+14
1+2y-3y—6y’—1+2y -3y +6y* =3y +14
2y=-3y+14
=2y+3y=14
y=14

4 ®e-Encuentra el valor de en la siguiente ecuaci6n:
1 5 _ 3
F45146 £+3%+2 £ +4143

Solucién

Se factorizan los denominadores;
1 5 _ 3

(1+3)(t +2) (t+2)(r+1) (s +3)(r+1)
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Ecvaciones de primer grado

Se multiplica por (¢ +1)(r +2)(r +3), se simplifica y resuelve la ecuacién:

1 5 3
(’”](”2](”3][{:+3)(:+z]'(:+z)(.-+1]’(z+3](:+1]]
r+1) =50t +3)=3r+2)
f+1=5r=15=3r+6
t=5r=-3r=6+15-1

= Tr=20
20
f=——
7
EJERCICIO 62
Resuelve las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado:
1 4 1 Iz-1 2{z+2
1, —x+—x=33 by T [ P e PR . S
FhEah 74+[3 B]S[G]Z
5 5 3 b T | x 3
2, Zx—Tx=— 18 Sl3—2|-=1-2 el x==
2" 76" 3 4( 9] 6( 3] ( z]
5 2 3 2 4 3
3, Zx—Sx=-= M Sares
6" 3" 8 i
5 5 3 1 3 7 4 5
4 Sx-T=Zx-— oo L O o
9 3" 3" 2 2x 5 Sz 2
4 2 7T 1 3 1 3 7 9
5 Sx-S=Llx-— A SheSug
3x 5 Sx 10 S5r 4 2x 5 4x
5 1 1 3 1 4 T
6, —x——=x+— o ey . SN
3776 Ta 2 5x S5x° 4x
3x 7 2x 5 x 4 2 5 6
He X I 1 . e S R OO
T 6 4 3 4 273 x x 3% x
) el s ol 2
g, Sx 9+£=m 24, Ty=1_35 23:_4_1: 3=1+4y
2 ) 3 2y 4 3y
x+10 x+7 2x+7 2(3'2—4] 4x* =6 Tx'+6
9 ——+—=7 25, - = + 2
9 3 3 Sx 15x 3x
ll']. 1x—+l-l-‘x—_3=£ 26' i:i
6 3 (] x5 x+5
Ox+12 3x=-2 7 4 6
11, —+—=— , ——=
4 2 2" % T T
2x+1 x-3 4x-1 x-6 5 2
12, - = 28, ————=0
& a3 a3 @ 2 ol id
3x-2 2x+1 6x-3 3 4 5
13- e o —4 , -_ =
5 10 2 5 4t =1 2x+1 2x-1
14, E||[Jx:+EJ']+E(J‘:+1]—E=E . R L 25
6 4 9 x=1 x+1 x* =1
1 1 1 2 1 4
15. —(z=1)-(z=-3)==[z+3]+= 3L o s
2(3 )=(z-3) 3[“ ]+2 r =4z=12 7 =3z=18 7 +5z+6
g toplogead g A e b, S
3x 4 2x 2y +7y+3 2y +11ly+5 y' +8y+15

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente
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Con valor absoluto

Enestas ecuaciones se aplica la definicién del valor absoluto.

la|= -a si a=<0
a si a=0

Para resolver una ecuacién con valor absoluto, se tiene que si | x | =g, su solucién estd dada por:

x=a o -x=a
EJEMPLOS .
g. 1 @+ Resuelve la siguiente ecuacién: |6 — 3x| =9,
8 Solucién
L]
Se aplica la definicidn y se obtienen dos ecuaciones, las cuales se resuelven por separado:
6-3x=9 -(6-3x)=9
-3xr=9-6 —6+3x=9
-3=3 Ix=9+6
1;‘_’:—:I_ 3,1':15
x=5

Por consiguiente, las soluciones para esta ecuacién som: x=—1ox=35

Z ®e-Encuentra el conjunto solucién de: Bx— 1| = 2x +5.

Solucién
Se aplica la definicitn y se resuelven las ecuaciones:
Ix-1=2x+5 —(3x-1)=2x+35
Ix-2x=5+1 —3x+1=2x+5
x=6 -x-r=5-1

4
5

4
Por tanto, el conjunto solucién es: {— 5,6}

x+3

3 ®#-Determina el conjunto solucién de: [——|=2.
Solucién
Se aplica la definicién y se resuelven las ecuaciones:
43 _, _(iig]zz o 3,
x x x
x+3=2¢ x+3==-2x
x=2x==3 x+2x==3
—-x=-3 Ix=-3
x=3 r==1

Por consiguiente, el conjunto solucién es {-1,3}
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4 ®e-Determina el conjunto solucién de ‘xz

Ecvaciones de primer grado

=5x+6

x =9

2

Solucién
Se factorizan las expresiones, se simplifica y se aplica la definicién:

X =5x+6 e (x—3)(x-2) _ x=2 B
¥ -9 (x+3)(x-3) 5+3
k3 x+3 x+3
Fed= Hie X-2=-2(x+3)
x=2=2x+6 x=2=-2x-6
x=2x=6+2 x+2x==6+2
-x=8 Ax==4
4
=l P
x x=-2
Por tanto, el conjunto solucidn es: {—B,— g}
EJERCICIO 63
Encuentra el valor de la incdgnita en las siguientes ecuaciones:
x x
L lx+1[=8 1% |2:4|-%4n
lx+11 : X4
2. 13-2|=5 13, .3~"'2‘_1_i
5 2 10
-2 1] 3
3, [3m+4|=8 4, E=2 +_‘__
! ! 3 2] 2
4, |5x—l|=14 15. l_§|=2
x 4
5 |4=-2y|=4 16. L Y
x-3
6. |—2m—5|=1 17. x+6=5
x=2
2 x
m—1 ' +3x+2
B, = 19, ——— =—4
‘2m+1 -/l e
9. I8 +21=2-x o 2% 1.
x =Tx
3
10, sz—5|=x+2 21' zx +27 L
x =3x+9
1, oL
5 15

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Con literales

En estas ecuaciones las incdgnitas se representan con las letras x, v, z, mientras que las letras @, b, ¢, d, m y n, se

utilizan como constantes.

EJEMPLOS

Solucién
Babcx — ab = Babx + 1

.

2 ®e-Determina el valor de yen la ecuacién; a—

Solucion

ay=(m+n)=by=(m=-n)
ay-m—-n=by-m+n
ay=by==m+n+m+n
Wa=5b)=2n
-
y_a—b

3 ®e:Resuelve la ecuacitn 1+ —=

b
z

Solucion

az [1+E=E+a—]
z a zZ

az+ab="bz +a’
az-bz=a' —ab
z{@-b)=a(a-b)
_afa-b)
~ (a-b)
z=gq

]
'E_ ] @+ Encuentra el valor de x en la ecuacién: 8abcx —ab =8abx + 1.
s |

Babex — Babx =1+ ab Se agrupan términos en x
x (Babc = Bab)=1+ab Se factoriza y se despeja
1+ ab
x: e ———— —
Babc — Bab

men _, m-n
y y
Se eliminan los denominadores
Se agrupan términos
Se factoriza

Se multiplica la ecuacitn por az, para eliminar los denominadores:

Se agrupan los términos con z

Se factoriza en ambos miembros y se despeja z

Se simplifica
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Ecvaciones de primer grado

EJERCICIO 64
Resuelve las siguientes ecuaciones para las incdgnitas x, y o z, segln sea el caso:
1. 2bQa—x)=x(b- a) +a(x + b) 6. ";"‘=2-$
Zz 2
a ab b
3. alx+b)-(x+a) =-x 8. (y—m)"+(m-n)' —(y-n) =0
4. ab-y)-a(b-1)=a(ay-b) 9 (z+m) +(z—m) =2( +6m’)
2

5 X=m =[2x—m] i Z¥A . z-a_ z¥b z-b
x—n 2x—n a-b at+b a+b a-b

Q Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Para resolver los siguientes problemas debes tomar en cuenta la relacitn entre objetos. personas, efc.. para establecer
una incognita y un modelo matemético en lenguaje algebraico que al resolverlo dé el valor de dicha incignita y,
por tanto, la solucién del problema.

Problemas sobre nimeros

1 La suma de dos mimeros es 106 y el mayor excede al menor en ocho. Encuentra los niimeros.
Solucién

Datos: nimero mayor: x + 8
Niimero menor: x
Planteamiento:
X+ (x+ 8) =106 la suma de dos nimeros es 106
2x +8 =106
2x=106-8
2x =98
<=3
2
x=49
Por consiguiente, el niimero mayor es 49 + 8 =57 y el menor es 49

2 La suma de tres nimeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 y al menor en 65, Determina los niimeros.

Solucién
! Datos:
Mayor: x Medio: x =32 Menor: x — 65
HPlanteamiento:
x4+ (x—32)+(x—65)=200 la suma de los tres niimeros es 200
3x =200+ 32 + 65
3x =297
il
=3
x=99

Por tanto, los mimeros buscados son: Mayor=99  Medio = 67 Menor = 34
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Para los siguientes problemas se utiliza la notacién desarrollada de un nimero. Por ejemplo, en el nimero
372 =3(100) +7(10) + 2, 3 es el digito de las centenas, 7 el de las decenas y 2 el de las unidades,

3 En un nimero de dos digitos, el digito de las decenas es 3 unidades menor que el de las unidades. Si el nimero
excede en 6 al cuddruplo de la suma de sus digitos, halla el nimero,

Solucién

Datos: Planteamiento:

Digito de las unidades: x Niimero = 4(suma de los digitos) + 6
Digito de las decenas: x— 3 10(x -3)+x=4x+x-3)+6

Nimero: 10(x=3) +x
Se resuelve la ecuacion:

10x-30+x=dx+4x-12+6
10x +x —4x—dx=-12+6+30
3x=24
x=8

El digito de las unidades es 8 y el de las decenas es 5, por tanto, el mimero es 58,

4 La suma de los digitos de un niimero de dos digitos es 9. Si el niimero se divide por el digito de las decenas, el
cociente es 12, Encuentra el mimero,

Soluciéon
Datos: Planteamiento:

Nimero
Digito de las unidades: =12

= . = Digito de las decenas
1009 —
Digito de las decenas: 9 — x —%—%:H
Nimero; 10(9 —x) +x
Resolviendo la ecuacidn:

1009 —x) + x=12(9 — x)
90 — 10x +x = 108 — 12x
= 10x+x + 12x= 108 = 90
3x=18
x=6
El digito de las unidades es 6 y el de las decenas es 3, por tanto, el nimero es 36

EJERCICIO 65

Resuelve los siguientes problemas:

La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 312, Encuentra dichos mimeros,

La diferencia de dos niimeros es 17 y la suma de ambos es 451, Determina los mimeros.

La suma de tres nimeros enteros pares consecutivos es 276. Determina los nimeros.

La suma de tres nimeros enteros impares consecutivos es 45. Encuentra los nimeros,

La diferencia de dos nimeros es 36 y un medio del mayor excede en dos al menor. Determina los nimeros,
La diferencia de dos nimeros es 42 y los dos quintos del mayor equivalen al menor. ; Cuéles son los niimeros?
Un nimero excede en seis a otro y el doble del mayor equivale al triple del menor, Encuentra los niimeros,

e B SR -

144



CAPITUIO @

10.
11
12,
13,

14,

15

16,
17.
18,
19,

21

22

23,

24,

25,

26,

27,

28,

29,

30,

3L

32,

Ecvaciones de primer grado

Un mimero excede en 4 a otro y la tercera parte del mayor equivale a la mitad del menor, Determina los niimeros,
El exceso de un niimero sobre 20 es igual a las tres cuartas partes del mismo nimero, ;Cuil es el niimero?

El exceso de 30 sobre un nimero es igual a las dos terceras partes del nimero, més 10 unidades, ;Cudl es el ndmero?
La suma de dos niimeros es 10 y la diferencia de sus cuadrados es 40. ; Cudles son los niimeros?

La suma de dos nimeros y la diferencia de sus cuadrados es 11. jCudles son los nimeros?

El cuadrado del exceso de 12 sobre un niimero, menos la mitad del ntiimero, es igual al cuadrado del niimero, menos
los trece medios del niimero. ; Cudl es el mimero?

Un niimero es el doble de oiro, si ambos se aumentan en 6, el triple del mayor equivale a cinco veces el menor. En-
cuentra los niimeros,

Un niimero es la tercera parte de otro, si ambos se aumentan en 10, el mayor serd el doble del menor. Determina los
nimeros,

La suma de tres niimeros es 45, el mayor excede en 5 al mediano y en 10 al menor, Encuentra los niimeros,
La suma de dos mimeros es 60 y el mayor equivale cinco veces el menor aumentado en 30, Determina los nimeros.
La suma de dos mimeros es 23 y el doble del mayor excede en 6al triple del menor, ; Cudles son los mimeros?

La diferencia de dos miimeros es 8 y si se divide el doble del mayor més dos entre el menor, se obtiene como cociente
5. Encuentra los nlimeros.

Dos mimeros estfn en la relacién 3:4 y el mayor equivale al menor aumentado en 8. Determina los nimeros.

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es igual a 8. Si los digitos se invierten, el nimero resultante excede
en 11 a las seis quintas partes del nimero original, ;Cudl es el mimero?

En un miimero de dos cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades. Si al niimero se resta 4, el resultado
es el séxtuplo de la suma de sus digitos. Determina el nimero.

En un niimero de dos cifras el digito de las decenas es 4 menos que el digito de las unidades. Si los digitos se invierten,
el nlimero resultante es el triple més 6 del mimero original. Encuentra el mimero,

La suma de los digitos de una cantidad de dos cifras es 9. 5i los digitos se invierten, el niimero que resulta excede en
9 al nimero original, jcudl es el nimero?

La cifra de las decenas de un niimero de dos cifras excede al de las unidades en 5 y las dos tercems partes de la suma
de sus cifras es 6, ;Cuodl es el nimero?

La suma de los digitos de un mimero de dos cifras es 11. Si el mimero supera en 5 al triple de la suma de sus digitos,
jeudl es el mimero?

La suma de los digitos de un niimero de dos cifras es 9. Si se resta 18 al niimero formado al invertir el orden de los
digitos del niimero original, el resultado es la mitad del nimero original, determina el niimero,

En una cantidad de dos digitos, el niimero que ocupa el lugar de las decenas es la mitad del digito que ocupa el lugar
de las unidades. El mismo niimero es igual a la suma de ocho veces el digito de las decenas, més cuatro veces el de
Ias unidades reducido en dos. ;Cuil es la cantidad?

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 16 y el cociente del nimero original con el nimero que resulta
dl invertir los digitos es uno, con un residuo de 18. ;Cudl es el mimero?

2
En un mimero de dos cifras, el digito de las unidades equivale a las 3 partes del digito de las decenas. Si el mimero
se divide entre la suma de sus digitos, el cociente es 6 y el residuo 6, halla los nlimeros.

En un niimero de tres cifras, el digito de las unidades excede en tres al de las centenas y la suma de los tres digitos es 7. Si
se invierten los digitos de las decenas y las centenas el mimero resuliante excede en 90 al original, Encuenira el niimero.

En un nimero de tres cifras, el digito de las decenas excede en 2 al de las unidades y en 4 al de las centenas. 5i se
invierten el digito de las unidades y el de las centenas, el niimero que resulta es 66 unidades menor que el doble del
nimero original. ;Cudl es el mimero?
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33, En un nimero de tres cifras el digito de las decenas es la mitad del digito de las unidades, mientras que el de las

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

centenas es el sucesor del digito de las decenas. Si se intercambia el digito de las decenas por el de las centenas el
niimero obtenido es 44 unidades menor que treinta veces la suma de los digitos, Determina el niimero,

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre edades

1 La edad de Carla excede en 3 aiios a la de Daniel y el doble de la edad de Carla mds 12 aiios equivale al friple de
Ia de Daniel. Determina ambas edades.
Solucién
Datos: Planteamiento:
Edad de Carla: x 2(Edad de Carla) + 12 afios = 3(Edad de Daniel)
Edad de Daniel: x -3 Zx+12=3(x-3)
Se resuelve la ecuacion:
Zr+12=3(x-3) — 2x+12=3x-9
2x=3x==9-12
-x==21
x=21
Por tanto, Carla tiene 21 afios y Daniel 18,
5
2 La edad de Antonio es el doble de la edad de Ramiro y dentro de 6 afios serd de E,E_Cuﬁlcssunsuscdades?
Solucién
Datos: Edades actuales: Dentro de 6 afios: Planteamiento:
5
Antonio 2x 2x+6 2x+ 6= §(x+ﬁ}
Ramiro X x+6
Resolvemos la ecuacitn:
32x+6)=5(x+6)
Gx +18=5¢+30
6 —5x=30- 18
=12
Finalmente, la edad de Ramiro es 12 afios y 1a de Antonio es 24
EJERCICIO 66

Resuelve los siguientes problemas:

: 1

. Lasuma de las edades de Andrés, Carlos y Rodolfo es de 90 afios. La edad de Andrés excede en 4 afios a la edad de

Carlos y en 11 a la de Rodolfo. Determina las edades de los tres.

La edad de Fabiana es la tercera parte de la edad de Hilda y la edad de Cecilia es el doble de la edad de Fabiana. Si
In suma de sus edades es de 72 afios, determina la edad de Cecilia.

. La edad de Tania excede en6a la de Luz, y la edad de Maria es la semisuma de las edades de Tania y Luz. Sila suma

de sus edades es 42, determina las edades de Tania, Luz y Marfa.
Carlos tiene 18 afios y Juan 42, ;en cudntos afios la edad de Juan serd el doble de la de Carlos en ese entonces?

146



CAPITUIO @

10.
11.

12

13,
14,

15,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecvaciones de primer grado

. La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y dentro de 10 afios serd el doble, Determina las edades actuales de

Carlos y Mauricio,

. La edad actual de Barbam es la mitad de la de Patricia. Si dentro de veinte afios la edad de Patricia superard en 8 la

de Birbara, determina las edades actuales.
Ignacio tiene 70 afios y Alvaro 28, ;Hace cufnto tiempo la edad de Ignacio era el triple de la de Alvaro?

8. Hace 6 afios la edad de Alejandm era el triple de la de Omar y dentro de 4 afios serd el doble. Determina sus edades

actuales.

. Gabriela le dice a Samanta: “Si a mi edad le restas 4 afios y alade Angélica 12 nuestras edades serian iguales, jcuintos

aiios tengo si mi edad es la mitad de la de Angélica?”

Héctor le dice a Maria: “Mi abuelo es 40 afios mds grande que yo y un cuarto de la suma de nuestras edades equivale
a mi edad. ; Cudntos afios tengo?”

3
La edad de Guillermo excede en 12 a la de Patricia y hace 7 afios lacdaddf:Patm:lacra de la edad de Guillermo.
Halla las edades de Guillermo y Patricia hace 7 afios,

3
[acdaﬂdeCmmlnsuperaenzﬂaﬂmaladﬂmqumycquiva]ﬁaEdelaedaddeJuHén.Silasunmdelasedadesdc
Camilo, Joaquin y Julidn es de 60 afios, jcufles son sus edades?

3
La edad de Ivan es Ede la de Antonio y hace 5 afios era la mitad, determina ambas edades.

La edad de Luciana son los tres quintos de la edad de Mariana, si dentro de 10 afios Luciana tendrd siete décimos de
Ia edad que tenga Mariana en ese entonces, ; cufintos afios tiene Luciana?

Hace 5 afios la edad de Juan Carlos era dos tercios de la de Daniel y dentro de 5 afios serd cuatro quintos. Halla las
edades actuales.

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre mezclas

Un tanque contiene B0 litros de agua al 5% de sal. ;Cufinta agua deberd agregarse para tener agua al 2% de sal?

Solucién
| |
+ [ = (80 + x) litros.
30 iiros de agia Veasumy
al 5% da sal Lxﬂmﬂem de sal
Planteamiento;

Este se obtiene con la cantidad de sal de cada recipiente:
5% de B0 = 2% de (80 + x)
Resolvemos la ecuacitn:

—( ]-——(Eﬂ+x] - 5(80) = 2(R0 +x)

100
400 = 160 +2x
400 - 160 = 2x
240 = 2x
120=x

Esto significa que se deberdn agregar 120 litros de agua para obtener agua al 2% de sal.
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¢ Cudintos litros de una solucion al 15% de alcohol se deben agregar a otra al 6% para obtener 180 litros de una
nueva solucién al 10% de alcohol?

Solucién
Datos: ] ]
+ — 180 litros:
rlitros 3l 15% de {180 —x) litros al d::::ﬂ
alcohiol 6% de aloohol
Planteamiento:

Este se obtiene con la cantidad de alcohol de cada recipiente:
15% de x + 6% de (180 — x) = 10% de 180

Planteamos la ecuacion y la resolvemos:

15 6 10
mux+1m(13ﬂ—x]—lm{lﬁﬂ] — 15 x + 6(180 — x) = 10(180)
15x + 1 080 —6x = 1 800
9x =720
x=80

Se deben combinar B0 litros al 15% de alcohol con 100 litros al 6% para obtener 180 litros al 10% de alcohol,

EJERCICIO 67

10,

11,

&
A

Resuelve los siguientes problemas:
1;

A 120 litros de agua azucarada al 3%, ;cudnta agua se debe evaporar para aumentar su concentracion a 5%7
A BO litros de agua al 1.5% de sal, ;cufinta agua deberd agregarse para disminuir su concentracién al 1%?7

¢ Cudnto dcido clorhidrico se debe agregar a 120 gr de una solucitn al 60% del dcido para obtener una nueva solucién
con 70%7

. 5ise tienen 120 litros de una solucidn que contiene aziicar al 5%, ;qué cantidad de agua se debe agregar para obtener

una solucidn al 2%7

. De 50 litros de agua al 4% de sal, ; qué cantidad de agua se debe evaporar para obtener una nueva solucicn al 5%?

Un radiador contiene 1.5 litros de una mezcla de agua y anticongelante. 5i 30% de la mezcla es anticongelante,
Jcudntos litros de anticongelante puro se deben afiadir para que en la nueva mezcla represente 50%7

Se tienen 18 onzas de una mezcla de agua hervida y leche de férmula al 20%. Si se desea una mezcla al 15% de leche
de férmula, ;cufintas onzas de agua hervida hay que agregar?

. Enuna empresa que fabrica material médico se utiliza alcohol etilico al 10% para limpiar las dreas de produccidn, Si

al almacén llega un contenedor de 20 It con alcohol etilico al 15%, ; qué cantidad de agua se debe agregar para poder
abtener el alcohol al 10%:?

. Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucién con un ingrediente activo al 2%. Si sdlo tiene en existencia

soluciones al 4 y 1%, ;cudnto de cada solucitn deberd mezclar pama la elaboracion de la nueva solucitn al 2%?

Se requieren 100 ml de una solucién al 3.5% de alcohol, si s6lo se tienen disponibles soluciones al 5 y 2%, ;qué
cantidad de cada solucitn deberd mezclarse para obtener la solucitn requerida?

¢ Cudintos litros de una solucién de alcohol al 30% deben combinarse con otra al 3% para obtener 30 litros de una
meva solucion al 12%7
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Ecvaciones de primer grado

12, Mario quiere mezclar una aleacién de plata al 30%, con otra al 80% para lograr una nueva aleacion al 60%. Si hay
30 onzas més de la aleacion al 0% que de la de 30%, ;cudntas onzas hay de cada aleacitn?

13. Una planta procesadora de alimentos dispone de dos tipos de mermelada, una con 56% y otra con B0% de aztcar. Si
desea producir 2 400 litros de mermelada al 70% de azicar, ;cudinta de cada tipo deberd utilizar?

14, Se mezclan 12 000 gramos de una aleacidén de cobre con 8 000 gramos de otra que contiene 30% menos que la pri-
mera, y se obtiene una aleacién con B0% de cobre, ;qué porcentaje de cobre hay en cada aleacion?

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre monedas

En este tipo de problemas se toma en cuenta que el producto del niimero de billetes, monedas, etc..., por su deno-
minacién nos da el valor monetario.

1 Carmen tiene $110 en monedas de $10 y $5, el niimero de monedas de $10 excede en 2 a las de $5, ;cuéintas mo-
redas de $10 y de $5 tiene Carmen?

Solucién

Datos:

Niimero de monedas de $10; x

Niimero de monedas de $5:x -2

Planteamiento:

La suma de los productos del niimero de monedas por la denominacitn de la moneda nos da el total:

(denominacidn) (monedas de $10) + (denominacidn) (monedas de $5) = total
10x +5(x=2) =110

Resolucidn:
10x + 5(x =2)=110 - 10x + 5x=10=110
10x+5x =110+ 10
15x =120
x=8

Carmen tiene 8 monedas de $10 y 6 monedas de $5,

2 Carla retira del banco $5 000, en billetes de $500, $200 y $100. Si el nimero de billetes de $200 excede en 3 a los
de $100, y el mimero de billetes de $100 es el doble de los de $500, ; cudntos billetes de cada denominacién recibié

Carla?

Solucién

Datos: Planteamiento:

Billetes de $200; x 200x + 100(x — 3) + 500("7'3] =5000
Billetes de $100: x -3 Se resuelve la ecuacitn:
Bi]]ﬂtesdeﬁm:xT—:; 200x + 100(x = 3) + 250(x = 3) = 5 000

200x + 100x — 300 + 250x — 750 =5 000
200x + 100x + 250x =5 000 + 300 + 750
550x =6 050
x=11

Carla recibi6 11 billetes de $200, 8 de $100 y 4 de $500.

149



6 CAPMULO

Aicesra,

EJERCICIO 68

1

10.

11,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
. Marcos ahorré $3 270 en monedas de $10, $5 y $2. Si el nimero de monedas de $10 excede en 20a las de $5 y en

15 alas de $2, ;cudntas monedas de $5 pesos tiene Marcos?

. Paulina tiene $9 300 en billetes de $1 000, $500 y $200. Si el nimero de billetes de $500 excede en 2 a los de $1 000
yen3a los de $200, ;cuéntos billetes de cada denominacién tiene Paulina?

3. Andrés tiene 30 monedas de $5 y $10. Si en total dispone de $200, ;cuéntas monedas de cada denominacidn tiene?
4, Juan tiene 400 monedas de 50¢ y $1. Si en total dispone de $350, ;cufintas monedas de cada denominacién tiene?
5. Se desea repartir $210 en monedas de $20, $10y 55, de tal forma que el niimero de monedas de cada denominacién

sea el mismo. ; Cufintas monedas se necesitan de cada denominacidn?

. Se desea tener $2 600 en billetes de $200, $100 y $50, de tal manera que el mimero de billetes de mayor denominacién

4 uno mds que los de mediana denominacion y dos mds que los de menor denominacitn, ; cudntos billetes de cada
denominacion se tendrd?

. Gloria tiene el triple de monedas de $5 que de $10 y 10 monedas més de $2 que de $5. Si en total dispone de $392,

Jjcudntas monedas de cada denominacién tiene?

. Iviin da a su hijo $90 en monedas de $2 y 50¢, si el niimero de monedas de $2 es Ia mitad del nimero de monedas

de 50¢, ;cudntas monedas de $2 pesos le da a su hijo?

. Fabidn tiene 12 monedas de $5 y 33 de $2, al llegar el dia domingo su papé le da el doble mimero de monedas de $2

que de $5, Fabidn se da cuenta que tiene la misma cantidad de dinero en monedas de $2 que de $5, ; cudntas monedas
de $2 y de $5 le dio su papa?

Sergio es conductor de un transporte colectivo y cambia en el banco $795 por monedas de $5. $2, $1 y de 50¢. Al
separar las monedas de acuerdo con su denominacidn se da cuenta que el niimero de monedas de $5 es la tercera
parte del ndmero de monedas de $2, la mitad de las de $1 y el doble de 50¢, ;cudntas monedas de $5 tiene?

Ricardo cambia un cheque de $6 400 por billetes de $200, $100, $50 y $20, y le pide al cajero que el nimero

de billetes de $200 sea la mitad de los de $100, la cuarta parte de los de $50 y la décima parte de los de $20, ;cudntos
billetes de $200 recibird?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Problemas sobre costos

Sandra pagd $66 por una pasta dental, un jabén y un champi. Si el costo de la pasta excede en $15 al del jab6n y
en $3 al del champi, determina el costo de cada uno de los articulos,
Solucién
Datos:
Costo de la pasta para dientes: x
Costo del jab6n: x - 15
Costo del champii; x— 3
Se plantea la ecuacion y se resuelve:
x+(x-15+(x-3)=66 o 3x— 18 =66
Ix=66+18
3x=84
84

x=—
3

x=128
Por tanto, los costos de los articulos son: pasta dental $28, jabon $13, champi $25.
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Gierta escuela pidi6 el presupuesto para la fotografia de graduacién de un grupo de 30 alumnos. Al momento de realizar el
trato con el estudio fotografico se avisa que serin 10 alumnos mds, si el estudio respeta el precio total y disminuye en $50
el costo de la fotografia por persona, ;cudl hubiese sido el costo xdela fotografia por alumno para el grupo de 30 alumnos?

Solucién

Datos:

El costo total para un grupo de 30 alumnos es: 30x

El costo total para un grupo de 40 alumnos es: 40(x — 50)
Debido a que el costo total es el mismo, entonces:

30x = 40(x — 50)
Se resuelve la ecuacion;
30x = 40x - 2 000 — 30x = 40x =~ 2 000
- 10x =-2 000
x:—Z(]DI]
=10
x=200

Por tanto, el costo de la fotografia para un grupo de 30 alumnos es de $200 por cada uno.

El costo de produccién por ejemplar de una revista semanal es de 28 centavos, El ingreso del distribuidor es de
24 centavos por copia més 20% de los ingresos por concepto de publicidad anunciada en la revista cuando sobrepa-
san las 3 000 copias. ; Cuéntas copias deben publicarse y venderse cada semana para obtener utilidades semanales
de $1 0007

Solucion

20 24 6
Sea x el nimero de ejemplares, el 20% de los ingresos es ﬁ[ﬁxJ = Ex cuando sobrepasan las 3 000 copias

Costo total por semana = $ %{x +3000)

24 6
In = $| —(x+3000) + —
greso total por semana $[1m{x+ ) + i x]
Se sabe que:
Utilidad = Ingresos — Costos

Por tanio,

24 6 28
|:l——{x+3(]m] + 1— x]— ﬁa{x+3(ﬂ]] =1000
3¢ resuelve la ecuacion:
24 6 28
sun{[l—(x+3 C[[]]+1—x]—1—{x+300[]]—1(]m}

4 6
5004 =— 3000)+—x=1000
{ 1m(.x:+ ]"'115""' }

—20(x +3 000) +24x = 500 000
—20x—60 000 + 24 x = 500 000
4x = 500 000 +60 000
_ 560000
S
x =140 000

El distribuidor deberd vender 140 000 ejemplares para obtener utilidades de $1 000 semanales,
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Aicesra,

EJERCICIO 69

1

10

11,
12,
13,

14,

O Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
. Julio pagé por un traje, una camisa y unos zapatos, $2 700, 5i la camisa cuesta la sexta parte del traje y los zapatos

cuestan el doble de la camisa, jcuél es el precio de los zapatos?

Alejandra compré una chamarra, una blusa y un pantalén. El pantalén costd la mitad de la chamarra y la blusa las
tres décimas partes del costo del pantaldén. Si en total pagd $1 320, ; cudl fue el costo de cada prenda?

. Adriana pagé por su reinscripcidn, colegiatura y un examen extraordinario, $6 400, Si el examen cuesta las dos quintas

partes de la inscripcion y las dos novenas partes de la colegiatura, ;cufnto paga de colegiatura?

Una empresa comprd automoviles para tres de sus gerentes, El primer automdvil costd el doble del segundo mds
$25 000 y el tercero $18 000 menos que el primero. Si la empresa invirtié $432 000, ;cudl es el precio de cada
automovil?

. Jazmin gand el martes el doble de lo que gand el lunes; el miércoles, el doble de lo que gand el martes; el jueves, el

doble de lo que gand el miércoles; el viernes, $30 menos que el jueves y el sdbado $10 més que el viernes. Si en los
seis dias Jazmin gané $1 500, ;cufinto gand el miércoles?

. Una computadora y un escritorio costaron $15 100, si por el escritorio se pagé la sexta parte de la computadora més

$400, determina el precio de cada uno.

En el curso de dlgebra un profesor pidié resolver 16 problemas al alumno més destacado de la clase, con la condicién
de que por cada problema resuelto correctamente el estudiante recibiria $30, y por cada problema erréneo, perderia
$10. Después de resolver los 16 problemas, el profesor le pag6 $240. ; Cuéntos problemas resolvi6 correctamente el
alumno?

. Luis dice: “Si triplico mi dinero y pago $2 600 de una deuda me quedarian $13 000", ; Cudnto dinero tiene Luis?
. *Compré 20 discos por cierta cantidad, si hubiera adquirido 4 discos més por la misma cantidad, el costo de cada

disco disminuiria en $60. ; Cuél es el precio de cada disco?” (Sugerencia: sea x el precio de los 20 discos).

El salario bédsico de un profesor es de $40 por hora, pero recibe un tanto y medio de esta cuota por cada hora cuando
ebasa las 40 horas por semana. Si el cheque que recibe es de $2 800, ;cudintas horas de tiempo extra trabaj6 durante
Ia semana?

El precio de 30 kg de una mezcla de dos tipos de arroz es de $10.20 por kilogramo, Si uno de los tipos de arroz vale
$9.30 el kilogramo y el otro $12, ; cudntos kilogramos de cada tipo de este grano hay en la mezcla?

Las entradas para el espectdculo de un circo cuestan $60 para adulto y $40 para nifio. Si una familia pagé $320 por
=is boletos, ;cudntos boletos de cada clase compr(?

En un partido de futbol se vendieron 12 000 boletos y se recaudaron $800 000, Si los precios eran de $60 y $80,
Jcudnios boletos se vendieron de cada clase?

Tuan mezcla tres tipos de café, el primero tiene un precio de $100 el kilogramo, el segundo de $70 y el tercero de
$105, La mezcla pesa 20 kilogramos y la vende en $90 el kilogramo. Si la cantidad del grano de $70 es el doble
que la del café de $100, ;cuintos kilogramos utilizé de cada grano?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre el tiempo requerido para realizar un trabajo

Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6 horas, ;cudnto tiempo tardardn en
llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves al mismo tiempo?
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Solucién
Datos: Tiempo total de llenado: En una hora, el estanque estar lleno en;
1
Primera llave 4 horas 3 e su capacidad
Segunda llave 6 horas édesumpacidad
1
Las dos llaves x horas = de su capacidad
Planteamiento; 1
Enumhuralasdnsﬂavesﬂenarﬁn;delacapacimddelestanque:
1 1 1
.
4 6 x
Se plantea la ecuacidn y se resuelve:
1 1 1 1|
= 12x| = +==— =12
4+ﬁ . — x(4+6 x] — 3x+2x
S5x=12
x=24

2.4 horas equivalen a 2 horas, .4(60) = 24 minutos
Por consiguiente, las dos llaves tardardn 2 horas y 24 minutos en llenar el estanque.

2 Para la recoleccion de trigo se utilizan dos cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las dos juntas tardan 4.8 horas,
cudinto tiempo tardard la segunda en recolectar el trigo?
Solucién
Sea xel tiempo que tarda la segunda cosechadora en recolectar el trigo, entonces:

e | el i)
x 8 48 x 48 8

Se resuelve la ecuacion:

Seets - 24 =5x- 3 ~3 24 =2

Resulta que la segunda cosechadora tardard 12 horas en recolectar el trigo.

EJERCICIO 70

s Resuelve los siguientes problemas:

1. Unestanque se llena con una de dos llaves en 3 horas y con la segunda en 2 horas, j cufinto tiempo tardardn en llenar
d estanque vacio si se abren las dos llaves?

2. Cierto trabajo lo puede realizar Damidn en 4 horas y Beatriz en 6 horas. ;En cudnto tiempo lo realizan ambos?

3. Una tortillerfa produce por dia 350 kilogramos con la méquina A, con la miquina B la misma produccion se obtiene
en dos dias, si se ponen a trabajar ambas méquinas, ; cufinto tiempo tardardn en producir los 350 kilos de tortilla?

4. Para envasar leche se utilizan dos méquinas, la primera envasa 2 400 botes en 4 horas y la segunda envasa la misma
cantidad en 8 horas, ;cufinto tiempo tardarin en llenar los 2 400 botes de leche ambas mAquinas?

5. Para sacar 20 000 copias se tienen tres copiadoras, la primera tarda 6 horas, la segunda 8 horas y la tercera 4 horas;
si se utilizan las tres copiadoras, ;cudnto tiempo tardardn en realizar esta tarea?

L A I I I I I )
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10,

g Verifica tus resultados an la seccién de scluciones correspondiente

Un productor de leche puede vaciar un contenedor con una llave de desagiie en 12 horas; este recipiente puede ser
llenado con una llave en 4 horas y con una segunda llave en 6 horas. Si el contenedor inicialmente estd vacio y se
abren las tres llaves simultdneamente, jen cudnto tiempo se puede llenar?

. Cierta produccidn de tornillos se realiza por la méquina serie A en una hora 20 minutos, ¥ por las méiquinas series A

¥ Ben 1 hora, ;cudnto tiempo tardaria la miquina serie Ben realizar la produccién de tornillos?

. Una pipa de 1 500 litros de capacidad tiene dos llaves y un desagiie. La primera llave la llena en 45 minutos, la se-

gunda en 30 y el desagiie la vacia en 60 minutos. Sila pipa estd vacia y se abren las dos llaves y el desagiie, ;cudnto
tiempo tardard en llenarse la pipa?

. Tania y Jos€ van a construir cierta cantidad de juguetes que se conforman de tres piezas cada uno. Tania los construye

en 2 horas y media y ambos tardan una hora 54 minutos, ;cufinto tardard José en construir los juguetes?

Enuna escuela se tienen que hacer juegos de cuatro hojas cada uno para formar 1200 exdmenes, para ello se forman
dos grupos de 3 personas; el primer grupo tardar4 tres horas 40 minutos, mientras que los dos grupos tardardn 3 horas,
Jcudnto tiempo tardard el segundo grupo en terminar los 1 200 exdmenes?

 PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas sobre comparacién de distancias y tiempos
En este tipo de problemas se utilizan las siguientes férmulas del movimiento rectilineo uniforme:

VZE d:p; ;=E
 § L

Estas se usan para determinar la velocidad, distancia y el tiempo, respectivamente.

Un automévil con velocidad constante de 21 m/s sale de la meta 5 segundos después que un automdvil, cuya ve-
locidad constante es de 18 m/s, jcudnto tiempo transcurre para que el segundo alcance al primero?

Solucién
Datos:
{t+ 5) segundos 1
E t segundos g
Planteamiento:

Las distancias recorridas son las mismas, pero cada antomévil con distinto tiempo, si d = v, entonces:

Distancia recorrida por el primer automdvil = distancia recorrida por el segundo antomdvil
18(r+5)=21(»
Se resuelve la ecuacion:
18(r + 5)=21(p) — 18r+90=21¢
90 =21r - 18¢
90 =73
30=1¢

Esto indica que el segundo automdévil dard alcance al primero en 30 segundos,
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En cierta competencia de atletismo el corredor A se encuentra a 30 metros adelante del corredor B, El corredor A
Hleva una velocidad constante de 7 kv/h y el corredor B lleva una velocidad constante de 8 knvh, Si los dos salen
al mismo tiempo, ;despucs de cudntos metros el corredor B alcanzard al corredor A7

Solucién
Datos: Corredor A v="T km/h
CorredorB  v=8Ikm/ fr—AIIGTOR .
i: : :
— 30 M — A0S — —
Planteamiento: 30+
La distancia en kilémetros para cada corredor es ﬁﬁ ¥ lﬂtl;: . respectivamente.,

Al momento de salir el tiempo es el mismo para ambos corredores, sif= E,entmccs;
L

tiempo para el corredor A = tiempo para el corredor B

X 30+x
1(]01]_ 1000
7 8
Se resuelve la ecuacion;
x 30+ x
= — = + — =210+
7000 8000 BE=TCHTE) e 7
Bx —Tx=210
x=210

El corredor Brecorre 210 + 30 = 240 metros antes de alcanzar al corredor A

EJERCICIO 71

R R R R A

Resuelve los siguientes problemas:
1. Un automévil que viaja a 60 m/s pasa por el punto A 12 segundos antes de que un automévil que viaja a 80 m/s pase

por el mismo punto, ;cudnto tiempo transcurre antes de que el segundo automévil alcance al primero?

2. Dos personas se encuentran a una distancia de 55 metros, ;después de cudnto tiempo se encontrardn si la primera

camina a 1 m/s yla segunda a 1.2 m/s?

. Un automévil con una velocidad constante de 60 km/h va por la avenida Viaducto, en sentido contrario viaja un

segundo automdvil a una velocidad constante de 90 kmv/h, Si Ia distancia que los separa es de 25 km, ;después de
cufinto tiempo se cruzardn?

4, Un par de guardabosques tienen aparatos de radiocomunicacidn, con un alcance méximo de 2 kilémetros. Uno de

ellos realiza su recorrido hacia el oeste a las 12:00 p.m. a una velocidad de 4 km/h, mientras que el otro sale de la
misma base a las 12:10 p.m. y camina hacia el este a una velocidad de 6 kmv/h. ;A qué hora dejan de comunicarse

ambos guardabosques?
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g Verifica tus resultadeos en la seccién de soluciones correspondiente

. Una lancha que viaja a 12 m/s pasa por debajo de un puente 3 segundos después que un bote que viaja a 9 m/s, ;des-

pués de cudntos metros la lancha alcanzard al bote?

. Dos automéviles se cruzan en direccién opuesta, si el primero lleva una velocidad de 24 m/s y el segundo una velo-

cidad de 26 mv/s, ; cudntos segundos transcurren cuando los automdviles estdna 800 m uno del otro?

Un motociclista persigue a un automévil, el automévil lleva una velocidad de 80 km/h y 1Ia motocicleta 120 km/h. Si
d automdvil le lleva una ventaja de 500 m, ; qué distancia debe recorrer la motocicleta para alcanzarlo?

Una persona que viaja a 3.6 km/h pasa por el punto A a las 14:15 p.m.; 18 minutos después pasa un automdvil por el
mismo punto a una velocidad de 68.4 kmv/h, ;a qué hora alcanza el automdvil a la persona?

Dos personas se encuentran a las 8:34 a.m.,, la primera camina a 1.5 m/s hacia el oeste y la segunda camina hacia el
este a 0.5 mfs, ;a qué hora la distancia entre ellos es de 360 m?

Dos automéviles parten en sentido contrario del punto A, el primero parte a las 20:12 p.m. con una velocidad constante
de 40 km/h y el segundo a las 20:16 p.m. a una velocidad constante de 30 km/h, ;a qué hora la distancia entre ellos
serd de 26 km?

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Problemas de aplicacién a la geomeiria plana

Para los siguientes problemas se toman en cuenta algunos conceptos bésicos de geometria. Aqui se proporcionan
algunas férmulas para el cilculo de perfmetros y dreas.

Figura Perimetro Area
Rectingulo P=2(b+h) A=bh
Cuadrado P=4] A=7
Tridngulo P=L+L+k =%@~
Circulo P=2x A=n’

b = base, k = altura, I=lado, r =radio

Dos dngulos complementarios son aquellos que suman 90°, ; cudinto mide un dngulo si su complemento es el doble
méds 15°7

Solucién
Datos: Planteamiento:
Angulo: x Angulo + Complemento = 90°

Complemento: 2x + 15°

Por tanto, el dngulo es de 25°

156

x+ (2 + 157 =090°

Se resuelve la ecuacidn:
x+2x+ 15°=00°
3x+15°=90°
dyp =157
x=215°
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2
2 El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm. Si el lado diferente equivale a 3 de la medida de los lados
iguales, ;cufl es la medida de los lados del tridngulo?

Solucién
Datos: Planteamiento:
Medida de los lados iguales: x Perimetro = suma de los lados =48
Medida del lado diferente: -zjx e .§.x=4g
Se resuelve la ecuacidn:
3x+3x+2x =144
Bx=144
x=18

Los lados del tridngulo isésceles son 18 cm, 18 cm y 12 ¢cm.,
3 El largo de un rectdngulo mide 4 metros menos que el cufidruple de su ancho y su perfmetro mide 32 metros, ;Cufinto

mide el largo?
Solucién
% Se plantea la ecuacién y se resuelve:
2 + (dx - 4)] = 32
ax-4 2[5x— 4] =32
D =-4=16
: - Sx=16+4
Ancho o altura; x ;:m
Largo o base;: 4x — 4 ;:4
Perimetro: 32 metros A
La férmula para hallar el perimetro de un Por tanto, el largo del rectingulo mide:
ectingulo es; P=2(b+ k) 44) - 4 = 12 metros
4 Si se aumentan 8 metros a los lados de un cuadrado el drea aumenta en 144 m®, ; Cuiinto mide el lado del cuadrado
original?
Solucién
Datos: La diferencia de las dreas es igual a 144 m’, se plantea
Lado del primer cuadrado; x Ia ecuacion y se resuelve:
Lado del segundo cuadrado: x + 8 (x+ 8y -x"=144
Area del primer cuadrado: x* X +léx+64-x" =144
Area del segundo cuadrado: (x + 8)° 16x =144 — 64
l6x = B0
S
=16
x=35
x x+8 Por tanto el lado del cuadrado original mide 5 metros.

EJERCICIO 72
. Resuelve los siguientes problemas:
1. Si uno de dos dngulos complementarios mide 34° mds que el otro, ;cudnto mide el Angulo mayor?

2. Dos dngulos son suplementarios si suman 180°, ;cudl es la medida del dngulo cuyo suplemento es el triple del dngulo?

R
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Ellargo de un rectdngulo mide el triple de su ancho; si el perimetro mide 96 cm, jcufles son sus dimensiones?

El largo de un rectingulo mide diez metros més que el doble de su ancho y su perimetro mide 164 metros. ; Cudles
son sus dimensiones?

. El ancho de un rectingulo mide cinco metros menos que la cuarta parte de su largo y su perimetro mide 80 metros,

{Cuiles son sus dimensiones?

. El perimetro de un tridngulo escaleno mide 23 metros. Si uno de los lados mide dos metros menos que el doble del

segundo lado y tres metros mis que el tercer lado, ;cudnto mide cada lado?

. Labase de un trifingulo mide 36 cm y su drea 144 cm’, ; Cudnto mide la altura?

Un trozo de madera de 14 cm se divide en dos partes, de tal manera que la longitud de una de ellas es las dos quintas
partes de longitud de la otra, ;cudl es la longitud de cada parte?

. Una cuerda de 75 cm se divide en dos partes, de tal maner que la longitud de una de ellas es las tres quintas partes

del total de la cuerda.
= Sicon el trozo méis pequefio se forma una circunferencia, determing su radio.
= Sicon el trozo de mayor longitud se forma un cuadrado, calcula la longitud de uno de sus lados.

Si se aumentan ocho metros a cada lado de un cuadrado el drea aumenta 160 m’, ;Cuénto mide el lado del cuadrado
original?

El largo de un rectdngulo mide el doble de su ancho. Si se aumentan cuatro metros a cada lado el drea aumenta 124 m’,
¢ Cuales son las dimensiones del rectingulo original?

El largo de un rectingulo mide cinco metros menos que el triple de su ancho, Si se aumentan 10 metros al largo el
d&ea aumenta 60 m’. ; Cudles son las dimensiones del nuevo rectingulo?

La diferencia entre las dreas de dos circulos es de 209 xm’, Si el radio del circulo mayor mide once metros mis que
d radio del circulo menor, ; cuinto mide el radio del circulo mayor?

El drea de un rectdngulo es de 24u” con un ancho de x. Si el largo se aumenta en 3 y no cambia el ancho, el 4rea
esultante es de 334, Determina las dimensiones del rectdngulo inicial.

La base de un triingulo excede en dos a su altura; si la base se disminuye en 3 y la altura se aumenta en 2, el drea del
nuevo tridngulo es 34" menor que el drea del tridngulo original. Determina las dimensiones del tridngulo original

Se desea mandar a disefiar una ventana Normanda (forma de rectingulo bajo un semicirculo). El ancho es de tres
metros, pero la altura / todavia no se define. Si para dicha ventana se utilizan 24 m” de vidrio, determina la altura
del rectdngulo f.

Las dimensiones de un rectdngulo estdn en relacién 2:1, si estas dimensiones se aumentan en 3 unidades, el drea del
nuevo rectdngulo excede en 63u” al drea del rectdngulo inicial, jcudl es el largo del rectdngulo inicial?

El marco de una pintura rectangular mide 5 cm de ancho y tiene un drea de 2 300 cm’, El largo de la pintura mide 20
c¢m menos que el triple de su ancho. Determina las dimensiones de la pintura sin marco,

Despeijes de férmulas

Al inicio del capitulo se hablé de que una ecuacién es una férmula para el cdlculo de alguna magnitud. En este caso
habri férmulas que tengan mds de una variable que representen ciertas magnitudes y dependerd cudl se quiera conocer
para hacer el despeje.

Para despejar una variable bastard con aplicar la operacidn inversa a cada miembro de 1a férmula. 5i el término suma,

se resta el mismo valor en ambos miembros, si multiplica, se divide, si es una potencia se obtiene una raiz, etcétera.
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EJEMPLOS
% 1. ®+-Enla férmula A = b - h,despeja b.
i ' Solucién
LR A
A=b-h —» E=b
Purtantu,b=§

2 ®e-Despeja c de la férmula a® = b* +¢7.
Solucién

a’=b"+¢ -

1 1 1
oo ja R fi e
3 ®+-Despeja R, en la formula T
Solucién
1 1 1 1 1 1
—_—— e — — ——— = —
RI R, Rz HI RZ Rl
B,=-R _1
Ru 'R'z RI
RI(RI _R|}= I{Ru ‘Rz}
; ; R, -
Finalmente, se obtiene: R =ri’l
mz
A ®e Despeja vde la férmula E = mgh+——.
Solucién
2 2
E=mgh+m; — E—mgh= m;

2(E—mgh)=mv’*

Ecuaciones de primer grado

Se dividen ambos miembros entre k

Se resta b’ a ambos miembros
y se obtiene la raiz cuadrada

1
SerestaR—aambusnﬁcmbms

r
Se resuelve la fraccidn
Se multiplica por R,(R, R,)

Se divide entre R, — R,

Se resta mgh
Se multiplica por 2

Se divide entre m

Se obtiene la miz cuadrada
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EJERCICIO 73

10

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Realiza lo que se indica en cada caso:
L.
2
3.

Despeja nde la férmula PV=nrt
EnP=2{+2w despejaf
Eny=mx+b despejam

Ens=2"% deopciar
1-r
] 3
Despeja F de C=§(F—32}

Despeja rde A= r’

; Despejabdeﬂ=%h{3+b}

Enm=22"2 despeja x,
3 R

Despeja hde la férmula (x —h)" +(y—k)* =1

DcspejaFdelafﬁrmular=ﬁm
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11.
12,

14,

15.

16,

17,

18

, En

En u =a+(n—1)d despeja d

Despejarde u=ar"™

Despeja P, de P =F,e”
Viay?

Ena= "’M“ despeja Vy

mM

2
r

Despejam de F=G
Despejaide M =C(1+i)

—m, :
En rgor =2
o= e despeja m,

Despejax de y=ax” +bx +¢

i’ despeja p’
P

Sy
-

1
Despeja  de d=V:+Em2




CAPTULO 7

FUNCION UINEAL

Frangois Viéte (1540-1603)

nire el Renacimiento y el surgimiento de
la matemdlica moderna [s. xvil), se desa-

mollé un periodo de transicién en el que
se asentaron las bases de disciplinas como el
dlgebra, la frigonometria, los logaritmos y
el andlisis infinitesimal. La figura mas importante
de este periodo fue el francés Frangois Viéte.

Considerado uno de las padres del é¢lgebra, desarrollé una nofacién que
combina simbolos con cbreviaturas y literales. Es lo que se conoce como
dlgebra sincopada, para distinguirla del dlgebra retérica utilizada en la
antigiedad y el dlgebra simbdlica que se usa en la acualidad.

Uno de sus hallozgos mas importantes fue establecer claramente la distin-
cién entre variable y parametro, lo que le permitié plantear familias enteras
de ecuaciones con una sola expresion y asi abordar la resolucién de ecua-
ciones con un clio grado de generalidad, en lo que se entendié como una
aritmética generalizada.

Frangois Viéte (1540-1603)




7 CAPULO

Aicesra,

Plano cartesiano

El plano cartesiano se forma con dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccitn se denomina origen. La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje ¥ o eje de las

ordenadas.

El plano cartesiano se divide en cuatro regiones llamadas “cuadrantes”. A cada punto P se le asigna un par orde-

nado o coordenada P (x, ¥).

localizacién de puntos

Para localizar un punto P(x, ¥)en el plano cartesiano se toma como referencia el origen, se avanza tanto como lo indica
el primer mimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segin sea su signo, de ese punto se avanza hacia arriba o hacia
abajo, tanto como lo indica el segundo mimero (ordenada) segiin sea su signo.

Ejemplo

Grafica los puntos: (— 5, 4), (3, 2), (-2, 0), (= 1, - 3), (0, — 4) y (5, — 1) en el plano cartesiano,

Y

Drmnal]

E @.2)

P 20 [ x
0
T G5,- 1)

-1 5)
’ ' 0, - 4)

EJERCICIO 74

localiza en el planc cartesiane y une los puntos:
L A{S, = 1} Y 3(4! 3}

AQ,2) y B3, 0)

A(-1,2), B@4, 5 y C(2.-3)

A, 5), B2, 1)y O(-3,- 4)

2,
3,
4,
5. A(1,3), B(-2, 1), C(2,- 3) y D@, 2)

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente
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CAaPiUIO 7

Funcién lineal

Funcién

Es la relacitn que existe entre dos conjuntos, de manera que a los elementos de x les corresponde a lo més un elemento de y
Se denota por:

y=fx
Se lee, yes igual a fde x
donde: x:variable independiente
y: variable dependiente
S (x): regla de correspondencia
Constante
Es la funcion que asocia un mismo valor a cada valor de la variable independiente
y=k
La representacitn gréfica es una linea recta paralela al eje X, sobre la ordenada k
Ejemplo
Grafica la funcién y =3
Solucién
Se traza una recta pamlela al eje X, sobre la ordenada 3
¥
3 y=3
0 X

Ecuacién x = k
Una ecuacion de la forma x = k no es una funcitn. La representacion gréfica de esta ecuacion s una recta paralela
d eje ¥ que pasa por el valor de la abscisa k

Ejemplo

Representa en una gréfica la ecuacidn x =2

Solucién

Se traza una recta paralela al eje ¥, que pasa sobre la abscisa 2

¥
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7 CAPITULO

AiGesra
lineal
La funcidn de la forma y =mx + b se llama lineal, donde los pardmetros m, b representan la pendiente y ordenada al
origen, respectivamente.
Ejemplos
Sean las funciones lineales:
Ly=5x+2 en donde: m=5b=2
2._',1=—4x+i en donde: m=—4,.f:v=E
3 7
2 2
3. y=—x-1 donde: ==,b=-1
y=3% en m=z
+ ——lx en donde: m——l b=0
: }I 2 ¥ 2:
5. y=4 en donde; m=0,b=4
La pendiente indica el mimero de unidades que ¥
incrementa o disminuye y, cuando x aumenta. La Yo benmmeeanneeaess
ordenada al origen es la distancia del origen al punto '
(0, b), este punto se encuentra sobre el eje ¥, yes la » :
intersecci6n con la recta, B(0, b) :
/ :
Donde: ~ %1 x; o §
Av=x,—x
Ay =¥1— 0

Dados dos puntos de la recta, la pendiente se obtiene con la formula:

ME‘&_}'E}'z_Yl
A x,—x
EJEMPLOS *
'§_ ] ®=-;Cudles el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(- 1, 3) y B(3, 6)7
ﬁ. ' Solucién
(55}
Sea:
A(—1, 3} ={x,, »,}, entonces x,=— 1,3, =3
Y&
B(3, 6) = (x,, ,), entonces x, =3, y,= 6 67

Estos valores se sustituyen en la formula;

L

L]
S

w

I (S
-

Pmtanto,clvalmdclapcnﬂicntce,s%
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Funcién lineal

2 ®e-;Cuil es el valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(-2, 1) y Q(2,— 4)?
Solucién
Sea:
P(—=2, 1) =(x, y,) entonces x,=- 2, y,= 1
2, - 4) =(x, y,), entonces x, =2, y,==4
Estos valores se sustituyen en la formula:

Y=y, _ —4=1 -4-1 =5__5

x,-x, 2-(-2) 2+2 4 4

Por consiguiente, el valor de la pendiente es —%

Generalidades
2 Sim>0, la funcitn es creciente, es decir, cuando x aumenta, también lo hace y.

7N

R

P

&

= Sim<0, la funcién es decreciente, es decir, cuando x aumenta, y disminuye.

v

Yy

Ty

2 8im=0, se tiene una funcién constante.

v
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7 CAPTULO

AiGEsra,

EJERCICIO 75

Determina la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

(=

. A(-2,4)yB(6,12)
. M(L5)yB(2.~7)
3. R(-4,-2)yB(5.6)

3o

[

b

g Verifica tus resultados en la secdén de soluciones cormespondiente

Grdfico

Para graficar una funcidn lineal se lleva a cabo lo siguiente:
L. Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, &),

IL. A partir de este punto se localiza otro al tomar a la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre el

incremento horizontal.

EJEMPLOS

&

1 @+ Grafica la funcién y=§x+ 4,
Solucién
La pendiente y ordenada al origen de la funcidn:

Ejemplos

y=§x+4

2 2 incremento vertical
m =§ =

3 incremento horizontal

b = 4 que representa el punto (0, 4).

2 ®e:Trazala grifica de la funcién y=—%x+2.
Solucién
La pendiente y ordenada al origen de la funcidn:

4
=——x+2
¥ 5

-4 & =4 decremento vertical
5 5 Sincremento horizontal

b = 2 que representa el punto (0, 2).
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CAaPiUIO 7

Funcién lineal

3 ®e-Trazala gréfica de la funci6én y=— 5x - 3.
Solucién
La pendiente y ordenada al origen de la funcidn:
y==5x=-3

m=_5=i g -3 decremento vertical

1 1 incremento horizontal

b=—-3 que representa el punio (0, - 3).

[ ]

Otra forma de graficar una funcicon lineal es dar valores de x, para obtener los respectivos valores de y con estos dos
valores se forman puntos coordenados. A este procedimiento se le llama rabufacidn.

Ejemplo
Traza la grifica de la funcitn y = 2x - 3. Gréfica de la funcién
Solucién

Se construye una tabla con valores arbitrarios en x,
para obtener los valores respectivos de y.

X y=2x-3 (x.y)
-2|y=2-2-3=-7 | (2-7)
-1|y=2-1)-3=-5 (-1,-5)

0| y=20)-3=-3 0,-3)
1| y=2)-3=-1 (L=1)
2| y=22-3=1 @1
EJERCICIO 76
Grafica las siguientes funciones y ecuaciones:
1. y==2 6. y=dx
1
2 y=rx 7. y=——
¥y ¥ 21‘
3. x=4 8 =lx__
3%
4 x=§ 9. y=—x+3
5. y=2x+5 10. y=—%x+3

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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Familia de rectas

Se ha visto la funcién y =mx + b con valores constantes para m y b, en este tema analizaremos qué pasa cuando se fija
uno de los dos valores y el otro se deja libre, Este tipo de funciones reciben el nombre de familia de recras.

Ejemplos
L y=3x+b 2, y=—=x+b 3 y=mx-7 4 y=mx+6
EJEMPLOS *
%_ 1 @+ Grafica una familia de rectas de la funcién y = mx + 2. Grifica
lucién ¥
Il Sttt y=-2x+2 Y= 2x+2

La funcién y = mx + 2 representa todas las rectas que tienen ordenada al origen

2, es decir, todas las rectas que intersecan al eje ¥ en el punto (0, 2).

Se grafican algunas de las rectas, con algunos valores para m: @
Sim =2, entonces se tiene larectay =2x + 2
Sim == 2, entonces se tiene larecta y == 2r +2
Sim =0, entonces se tiene la recta y =2 X

2 ®e-Grafica una familia de rectas de la ecuacién y=x + b,
Solucién
La funcién y =x + b representa todas las rectas que tienen pendiente 1
Se grafican algunas de estas rectas, con algunos valores para b:
Sib=-12, se tiene larecta y=x-2
Sib==1,se tienclarecta y=x~1
Sib =0, setiene la recta y=x
Sib=1,setienclarectay=x+1
Sib=2setienclarecta y=x+2

EJERCICIO 77
Grafica una familia de rectas para cada funcién:
I, y=mx+4

2 y=mx-3

3. y=mx+=

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAaPiUIO 7

Funcién lineal

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Si tenemos dos variables x, y que cumplen la ecuacién y =mx + b donde m, b € R, se dice que dichas variables se
elacionan linealmente.,

Para lo anterior existen problemas de la vida real que se pueden representar con un modelo lineal y asi dar un
valor estimado de la variable y para uncierto valor de la variable x.

Ejemplos

1. El salario s que recibe un empleado por trabajar x horas
2, El desgaste d de un articulo que se ha usado f meses

Cinco metros de tela tienen un costo de $300, encuentra un modelo lineal para el costo y determina jcudnto cuestan
25m? y ¢ cudintos metros de tela se pueden comprar con $18 0007

Solucion

Sean:
x: metros de tela
y: costo por metro de tela
El costo y de x metros de tela se relaciona con la funcién y = mx + b
Si se venden cero metros de tela (x =0), el costo es cero pesos (y = 0), entonces, al sustituir estos valores en
la funcion y = mx + b, se tiene que:

O=m()+b—b=0
De tal manera que la funcién queda de la forma siguiente:
y=mx

Six =5, entonces y = 300, que son los datos iniciales del problema, con ellos se encuentra el valor de la pen-
diente, cuando se sustituyen en y = nx.

¥ =mx
Hﬂﬂzm(.i}—rm:—a-;ﬂ:ﬁﬂ—)m:ﬁﬂ
Por tanto, el modelo lineal es;
y=060x
Se quiere conocer el costo de 25 metros de tela.

y=60x
y = 60(25) = 1500

Por consiguiente, 25 m de tela tienen un costo de $1500
Finalmente, se desea saber cudntos metros de tela se pueden comprar con $18 000

¥y =60x
18 000 = 60x
18000
=X

60
300=x

Con $18 000 se pueden comprar 300 metros de tela.
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2 El delfin mular mide 1.5 metros al nacer y pesa alrededor de 30 kilogramos. Los delfines jévenes son amamantados
durante 15 meses, al final de dicho periodo estos cetdceos miden 2.7 metros y pesan 375 kilogramos.
Sea L y P la longitud en metros y el peso en kilogramos, respectivamente, para un delfin mular de f meses.

a) Silarelacion entre Ly fes lineal, expresa L en términos de f,

b} ;Cudl es el aumento diario de la longitud para un delfin joven?

¢) Expresa Pen términos de 1, si P y 1 estdn relacionados linealmente.
d) ;Cuil es el peso de un delfin de cinco meses de edad?

Solucién
a) Silarelacion entre Ly 7 es lineal, expresa L en términos de ¢,
L=mt+b

Cuando el delfin es recién nacido r =0 y L = 1.5, al sustituir estos valores en la funcién anterior se tiene que
b= 1.5 y el modelo queda de la siguiente forma:
L=m+15 — L=mr+ g

Cuando r =15, L=2.7, estos valores se sustituyen en el modelo anterior para determinar la pendiente.

L=M+§
6
3 3 6 5
27 =m(15) + - —27-=—=15m - ~=15m = S —m
el 2 2 o) 145]
i:m
25
Por tanto, la longitud L en funcién del tiempo £ es:
25 2

b) ;Cuil es el anmento diario de la longitud para un delfin joven? 5
Enla funcién lineal L, la parte que indica el aumento en la longitud del delfin es: i t, por consiguiente, se divide
tentre 30 y se sustituye r =1

t_1
30 30
Entonces:

25 ~25(30) 7750 375
Luego, el aumento diario en la longitud de un delfines de 0.00267 m.

2 E(L]=L=L=MW

¢) Expresa P en términos de r, si P y 1 estdn relacionados linealmente.
Se representa el peso P en funcién del tiempo 7 con la funcién:

P=m+b
Cuando el delfin es neonato su peso es de 30 kilogramos, es decir,
t=0yP=30
Al sustituir estos valores enla funcitn anterior se obtiene el valor de b,

P=pu+b
W=m+b—b=30
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Funcidn lineal
El modelo matemético para un delfin recién nacido es:
FP=mt+30
Luego, a los 15 meses un delfin pesa 375 kg, entonces:
Si =15y P = 375, se tiene que:
P=mr+30
3?5=m(15}+3t]—>3‘!5—3(]=15m—>345=lﬁnq%ﬂn — m=23

Por consiguiente, el peso P en términos de r se expresa con el modelo:
P=23r+30
d) ¢Cudles el peso de un delfin de cinco meses de edad?
Para obtener el peso P de un delfin de 5 meses de edad. se sustituye 1 =5 en el modelo anterior;

P=23r+30
P=23(5)+30
P=115+30
P=145

Por tanto, el peso de un delfin de cinco meses de edad es de 145 kilogramos.

EJERCICIO 78

Resuelve los siguientes problemas:
1. Un hombre recibe $120 por 3 horas de trabajo. Expresa el sueldo S (en pesos) en términos del tiempo r (horas).

2. Un bebé pesa 3.5 kg al nacer y 3 afios después alcanza 10.5 kg. Supongamos que el peso P (en kg) en la infancia estd
relacionado linealmente con la edad r {en afios).

a) Expresa Pen términos de 1,
b) ;Cudnto pesard el nifio cuando cumpla 9 afios?
¢) (A qué edad pesard 28 kg?

3. La cantidad de calor C (en calorias), requerida para convertir un gramo de agua en vapor, se relaciona linealmente
con la temperatura T'(en °F) de la atmasfera. A 50°F esta conversion requiere 592 calorias y cada aumento de 15°F
aumenta 9.5 calorias la cantidad de calor. Expresa Cen términos de T.

4. El duefio de una franquicia de agua embotellada debe pagar $500 por mes, méds 5% de los ingresos mensuales (I) por
concepto de uso de la marca. Los costos de operacion de la franquicia incluyen un pago fijo de $1300 por mes de
servicios y mano de obra. Ademis, el costo para embotellar y distribuir el agua comprende 50% de los ingresos.

a} Determina los gastos mensuales G en términos de 1.
&) Expresa la utilidad mensual U en términos de I (utilidad = ingreso — costo)
¢) Indica el ingreso mensual necesario para que no haya pérdida ni ganancia.

5. La relacion entre las lecturas de temperatura en las escalas Fahrenheit y Celsius, estd dada por: °C = %{"F -32)

a) Encuentra la temperatura en que la lectura es la misma en ambas escalas,
by ;En qué valor debe estar la lectura en grados Fahrenheit para que sea el doble de la lectum en grados Celsius?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 8

SISTEMAS DE ECUACIONES

HISTORICA

Resefa

Gabriel Cramer

alemalico suizo nacido en Ginebra

en el afo1704, quien fallecié en

Bagnols-sur-Céze, Francia, 1752.
Fue caledratico de maiematicas (1724-1727)
y de filosofia (1750-1752) en la Universidad de Ginebra. En1750 expu-
so en su obra Infroduccion al analisis de las curvas algebraicas la teoria
newloniana referenle a las curvas algebraicas, clasificandolas segun el
grado de la ecuacion. Reinrodujo el determinanie, algoritmo que Leibniz
ya habia utilizado al final del siglo xvil para resolver sisiemas de ecuaciones
lineales con varias incognilas. Edilo las obras de Jakob Bernoulli y parle de
la correspondencia de Leibniz.

Gabriel Cramer (1704-1752)

o




8 CapltuLo

AlGEBRA

Ecuacién lineal

Una ecuacion de la forma 4Ax + By + C =0, donde 4, By C son constantes reales tales que 4 y 8 no son cero, recibe
el nombre de lineal.

Ejemplos

1, 2x = 3y — 4 =0, es una ecuacidn lineal con: 4=2, B==-3y(C=-4
2. = 5x + 4y =0, es una ecuacidn lineal con: A=-5, B=4yC=0

3. x+2 =0, es una ecuacién lineal con: 4 =1, B=0y C=2

4, 2y =3 =0, es una ecuacion lineal con: 4 =0, B=2y C==3
Una ecuacidn que se puede escribir de la forma Ax + By + C =0 también es lineal.

Ejemplos
1. Dada la ecuacidn 2x = 5y — 6, también se puede escribir de la forma: 2x— 5y +6=10

2. Para que la ecuacidn %x—%y=2 tenga la forma Ax + By + C =0, se eliminan los denominadores al multiplicar
por 4 cada término de la igualdad:

5_ 3
4| —=x==y |=4(2
[zx 4:#) (2)
Al realizar las operaciones se transforma en 10x — 3y = B, finalmente:
W0x—-3y-8=0

e 1 i ; o
3. La ecuacién - x-y)=3y=4x+1,s¢ puede escribir de la forma: 4x-+ By+ C=0, al realizar el producto indicado,
eliminar denominadores y simplificar:

l(: x—y]—3y=4x+1

2
%x—%y—3y=4x+l
z[ D -3 ]—2( 4x+1)
3 1}' Y I=

x—y—6y=8x+2
x=y—6y-8x-21=0

Por tanto, la ecuacion se transforma en: = Tx=Ty =2=0

4. La ecuacion y=%x—2 al multiplicarla por 3 se obtiene 3y = 5x — 6, por consiguiente se puede escribir como:
Sx-3y-6=0

Solucion de una ecuacion lineal

Una ecuacidn lineal tiene como conjunto solucién todos los pares ordenados (x 1), que satisfacen la ecuacidn, donde
X ¥y son niimeros reales.
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Sisternas de ecuaciones

%EMPLDS .

E‘ 1 lh‘-hriﬁcasiloaparesordﬂmdm{l,—4},(2,—%}(%,—%}msolmionﬂsdelaacmcién:lr—h—14=0.
2,

L

Solucion
Se sustituye cada par ordenado en la ecuacion:
UJ Para (1, —4)
2x-3y-14=0
2(1)-3(-4)-14=0
2+12-14=0
0=0
Por tanto, el par ordenado (1, = 4), es solucidn.

L) Para (2,—2]
3
2x-3y-14=0
2{2]-3( -13—0 )-14=u
4+10-14=0
0=0

1 .
Por consiguiente, el par ordenado [1.—“3-?"] es solucion.

L) Para (l,— EJ
2 4

2x-3y-14=0

1 3

2] = |-3 -= |-14=0
(2] 3( 4]
9

1+=—-14=

+4 0

43
—4#&

1
Entonces, el par ordenado [E,—%]m es solucion,

2 ®e-Verifica si el punio (—2, 1), es solucién de la ecuacién x+§=§( y-x)-5

Solucién
Se sustituye el punto en la ecuacidn:

I, TS §=§[1-{-2]]—5

3_3 i
_1+E_2 [1+2]-5

(contimia)
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AlGEBRA

(continuacidn)

-z+5=5(3)—5

- E:E_S
2

Por consiguiente (=2, 1), es solucién de la ecuacidn.

EJERCICIO 79

1. Verifica si los pares ordenados (2,-3), (7,0) y (L, 5) son solucién de la ecuacién: 3x—5y—21=0.

; ] 1 3 11
2, 1 ===
Verifica si los puntos [1, 4].(3,4]

1 2 1
3. Verifica si los pares ordenados (3,—4), (-3,-12) y[E,I) son solucién de la ecuacion: E.’c=5y+4.

y (—%,l] son solucién de la ecuacidn: 2x+ 4y+2=0.

1

4. Verifica si el punto (é,%] es solucién de la ecuacion: Z(J:—y]—;=—(x—8]—y.

210

] 1 : ; 1 1 1
5. Verifica si el punto (—— i] es solucién de la ecuacion: E(x+2y]+ﬁy=l{x+l]—5—gx.

U \erifica tus resultados en la seccidn de soluclones correspondiente

Grafica

3

2
10

La grifica de una ecuacidn lineal Ax + By + C = 0, es una recta que forman los puntos de su conjunto solucién:

{(x.y)| 4x+By+C=0}.

EJEMPLOS o
= 1 @+ Cuiles la grifica de la ecuacidn 2x = 3y + 7 =07
;_?E—j- - Solucién
Para obtener la grafica, basta con conocer dos puntos de la recta, para lo cual se sustituyen dos valores arbitrarios para
x 0 yen la ecuacion, y con esto se obtienen los dos puntos que se requieren.
Seax = -2, se sustituye y se despeja y: Sea x =1, se sustituye y se despeja y:
2x=3y+7=0 2x-3y+7=0
2(-2)-3y+7=0 2(1)-3y+7=0
-4-3y+7=0 2-3y+7=0
3-3y=0 9-3y=0
=3y=-3 =3y=-9
-3 -9
Jr'=_—3 J’=3
y=1 y=3

Por tanto, el punto es (—2,1)

Por consiguiente, el punto es (1,3)
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Por Gltimo, se localizan los puntos en el plano y se traza una recta sobre ellos,

Grafica
Fa

e
z,—sy;y:

7~

by

Otra forma de graficar Ax + By + C =0, es transformarla a la forma y = mx + b y aplicar algunos de los métodos vistos
en el capitulo 7.

Ejemplo

Grafica la ecuacion 3x =4y - 12=0.

Solucion

Se despeja yen la ecuacion para expresarla a la forma y=nmx + b

Ax-dy-12=0 Gréfica
—dy=—3x+12 ¥y
—3x+12

y=

-4
—jx.‘.E i
y__4 L — ——t ———
312 /
y==x=— -
4 4 Ix—dy—12=0

3 /
=Zx-3
¥ 4-‘-'

Los valores respectivos de la pendiente yordemdaalorigensun:m::%}rb:—B

EJERCICIO 80

Grafica las sigulentes ecuaciones:

1, x+y=-3=0 6. 2x+Ty=0

2, x=y+2=0 7. =3x+5y=10=0
3, 3x-2y+6=0 8 Bx=2y-4

4, 4x+3y-12=0 P
. ¥ - L 3 zy_

5. 3x-4y=0 10 —§x=i =2
PR AT

U varifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente
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Sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables

Se ha visto que el conjunto solucidn de la ecuacién Ax + By + C'= 0, son todos los pares ordenados (x, ¥) que satisfacen
la ecuacion,
En unsistema de dos ecuaciones con dos variables, que tiene la forma:

ax+by=c¢
a,x+b,y =c,

El conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen ambas ecuaciones, es decir:
{{ xy ] |arr+b|y = }n{{r,y ]‘azx"'bzy:“n}
Cada ecuacion representa una recta en el plano, entonces, se pueden presentar tres casos:

L Las rectas se infersecan en un punto. Las rectas sélo coinciden en un punto, por tanto, se dice que el sistema
tiene una solucidn,

Ejemplo
Grafica y determina la solucidn del siguiente sistema:

x+2y=4
Ix—y=5
Solucion
Se grafica cada una de las ecuaciones a partir de encontrar las intersecciones con los ejes XV,
x+2y=4 Ix—y=35
Seax=0 Seay=0 Seax=0 Seay=0
x+2y=4 x+2y=4 3x—y=5 3x—y=5
(0)+2y=4 x+2(0)=4 3(0)-y=5 x-(0)=5
y=%=2 x=4 _‘],.*=—5 x=§
La interseccién con  La interseccidn con Lainterseccion con  La interseccion con el
el ejeyes: (0,2) el eje xes: (4,0) d eje yes: (0,-5) cjcx(%,ﬂ]
Grifica
¥4
1 Ix-y=5
x+2_|.-=4\-
gy

.p‘-

La solucidn es el punto donde se intersecan las rectas, en este caso (2, 1)
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II. Las rectas son coincidentes. Dos ecuaciones representan rectas coincidentes si al multiplicar una de ellas por un
niimero real k, se obtiene la otra.

En un sistema de rectas coincidentes ¢l conjunto solucidn es infinito, es decir, el conjunto solucién son todos los
puntos de las rectas.

Ejemplo
Grafica y determina el conjunto solucién del siguiente sistema;
x=2y=>6
Ix—6y=18
Solucion
Se grafica cada recta,
x=2y=6 3x-6v=18
Seax =0 Seay=0 Seax=0 Seay =0
x=2y=6 x=2y=6 Ix=6y=18 3x=6y=18
(0)-2y=6 x-2(0)=6 3(0)-6y=18 3x-6(0)=18
_6__ _ _ 18 _18
y—_z 3 x=6 y—_—ﬁ I—E
y=—3 x=6
El punto es: (0,-3) El punto es: (6,0 ) El punto es: (0,-3)  Elpuntoes: (6,0)

Se observa que las intersecciones de las rectas con los ejes, son los mismos puntos,

Graifica
¥+

3x-6y=18

x—ly=Mf-

Las rectas coinciden en todos sus puntos, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.
Se observa que si multiplicamos la ecuacidn x — 2y = 6, por 3, se obtiene la otra ecuacion.

III. Las rectas son paralelas, En este caso, las rectas no tienen ningiin punto en comun, por tanto, el sistema no

tiene solucion.
Ejemplo
Grafica y determina el conjunto solucién del siguiente sistema:
[2_1:— y=4
dx=2y==12
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Solucién
Se grafican las rectas,
x-y=4 4y =2y==12
Seax=10 Seay=0 Seax=0 Seay=0
2x-y=4 2x-y=4 dx=-2y=-12 dx-2y=-12
2(0)-y=4 2x-(0)=4 4(0)-2y=-12 4x-2(0)=-12
4 -12 -12
x=2 y==06 x==13
Elpuntoes: (0,-4)  Elpuntoes: (2,0) El punio es: (0,6) El punto es: (-3,0)

Se localizan los puntos de interseccion y se grafican las rectas.

Al graficar las rectas se observa que son paralelas, es decir, no hay un punto comtn, por consiguienie no hay
solucidn, entonces se dice que el conjunto solucién es vacio.

EJERCICIO 81
Grafica y determina el conjunto solucién de los siguientes sistemas:
| x+y=2 3 x=35y=10 5 Ix-2y=-2 7 2x+y=5
"l x=-y=6 " |3x=15y=-15 ] dx+y=1 "] 6x+3y==9
2 2x=3y=0 4 x+2y=13 10x+6y=4 8 2x+3y=5
" | 6x—-9y=18 "] Sx-3y=-11 "] Sx+3y=2 "] Sx+4y=2

U \erifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondlente

Métodos de solucion

Hasta ahora se ha visto cdmo resolver de forma grifica un sistema de ecuaciones con dos variables, sin embargo, este
método en algunas ocasiones puede ser poco preciso, por lo que existen procedimientos algebmicos y que ademds de
ser practicos resultan exactos,
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Reduccidn (suma y resia)

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por algim niimero, de tal forma que al sumar las ecuaciones
equivalentes que resultan, una de las variables se elimina para obtener una ecuacién con una incdgnita, y al resolverla
s determina su valor, para posteriormente sustituirla en alguna de las ecuaciones originales y asi obtener el valor de

Ia otra incdgnita.
EJEMPLOS .
%!'_ 7] @+ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
E
2 2x+5y=19
T [3):—4y=—6

Solucion

Se elige la variable a eliminar, en este ejemplo se toma x; para eliminarla se necesita que los coeficientes de x de cada
ecuacion sean iguales y de distinto signo. La primera ecuacion se multiplica por — 3 y la segunda se multiplica por 2,
posteriormente se suman las ecuaciones y se resuelve la ecuacion resultante.

(2x+5y=19)(-3) -6x-15y==57
(3x-4y=-6)(2) ~ _6x -fy=-12
-23y=-69

_-69

Y=

y=3

El valor de y =3 se sustituye en cualquiera de las ecuaciones, pama obtener el valor de x.
2x+5y=19 = 2x+5(3)=19

2x+15=19
2x=19-15
2x=4
4

x=—
2
x=2
Se puede comprobar el resultado al sustituir los valores obtenidos en la otra ecuacion:
Ix—4y=-6 — 3(2)-4(3)=-6 - 6-12=—6 = -6=—6
Por tanto, la solucidn del sistema es: x=2,y =3
2 ®+-Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
Sx=3y==7
3x+5y=-11
Solucion
En este ejemplo se elimina la variable y, entonces se multiplica la primera ecuacion por 5 y la segunda por 3

(5x=3y=-7)(5) 25x-15y=-35

(3x+sy=-11)(3) ~ _9x+15y=-33
34x =—68

x=_—68=—2
34

(continmia)
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(continuacidn)
El valor de x = - 2, se sustituye, en cualquiera de las ecuaciones, para obtener el valor de y.
3x+5y==11 = 3(-2)+5y=-11

=6+5y=-11
Sy==11+6
Sy==3
y=-1

Por consiguiente, la solucion del sistema es: x=-2, y=-1

Los siguientes conjuntos indican el conjunto solucidn de un sistema de rectas coincidentes y paralelas, respectiva-
mente.

{Lny”ﬂx+ﬂy=ﬂ}={{xdq

x,yeR }
{{x,y]|ﬂx+ﬂy=a,a=&ﬂ}=¢
EJEMPLOS o
é_ ] ®# Determina el conjunto solucion del sistema:
E
E} ! 6x=2y=10
Ix—y=5

Solucién

La primera ecuacion se multiplica por 1 y la segunda por — 2 y se suman las ecuaciones equivalentes:

(6x-2y=10)(1) = 6x-2y=10
(3x-y=5)(-2) =6x+2y==10
Ox+0p=0

Se obtiene la ecuacidn Ox + Oy = 0, por tanto, hay un conjunto infinito de soluciones; entonces, se trata de dos
rectas coincidentes, y se dice que al conjunto solucién lo forman todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera
de las ecuaciones.

2 ®9-Encuentra el conjunto solucion del sistema;

—x+2y=4
=3x+6y=5
Solucion

La primera ecuacion se multiplica por —3 y la segunda por 1 y se suman las ecuaciones equivalentes
(-x+2y=4)(-3) _, 3x-6y=—12
(-3x+6p=5)(1) ° 3w+by=5

Ox+0y=-7
Resulta la ecuacion Ox + Qy = =7, por consiguiente, el conjunto solucidn es el vacio.
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EJERCICIO 82
Determina la solucién de los siguientes sistermas de ecuaciones por el método de reduccion:
x+y=4 4 3x=2y=0 7 Sm+n==1 10 Ix=4y=7
"lx-y=2 ] x=y=-1 " | 3m+2n=5 T 9x-12y=21
2 12x-1By=13 5 S5x=2y=12 g Tx+2y==3 1 —20x+5y=2
o -12x4 30y=-19 Tx+6y=38 | 2x-3y=-8§ ; 4x—-y=5
3 3x—4y=-26 6 Sa+3b=21 9 bu+4v=35 12 Tp-g=2
" |2x=-3y=-19 "l -2a+4b=2 " | 9u-8v=4 T | -21p+3¢=5

U Verifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente

Suslitucion

Este método consiste en despejar una de las variables de cualquiera de las dos ecuaciones y sustituir dicho despeje en
la ecuacidn restante, asi resulta una ecuacién de primer grado, la cual se resuelve para obtener el valor de una de las
variables. Este primer valor se sustituye en el despeje para determinar ¢l valor de la variable que falta.

[g_l[MPLDS -
—dy=-11

S 1 ®% Determina los valores de x y yen el sistema: ;x y_

BV x+3y=1

D Solucion

(]

En este ejemplo se despeja x de la primera ecuacion,

Ix=dy==11 = Ix=4y-11

LA
3
Se sustituye el despeje en la otra ecuacion y se resuelve la ecuacion de primer grado.

Sx+3y=1 = 5[ % ]+3y=1 Se multiplica por 3
5(4y=11)+9y=3
20y=55+9y=3
20y+9y=3+55

29y=>58

y:ﬁ

29
¥=3

7 ; 4y-11
Se sustituye el valor de y = 2 en el despeje x= y3

Por tanto, los valores son:
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2 ®e-Determina el punto de interseccion de las rectas:

-x+y==7
[51+3y=3
Solucion
Se despeja y de la primera ecuacidn,
=X+ y==T7
y=x-7

El despeje se sustituye en la segunda ecuacion.
Sx+3y=3 = 5x+3(x-7)=3 > Sx+3}x-21=3
Bx-21=3
Bx=24

x=3

Se sustituye x =3, en el despeje y=x-7

Finalmente, el punto de inferseccion del sistema es ( 3,-4 )

3 ®#:Obtén el conjunto solucidn del sistema de ecuaciones:

—-2x+y=-4
fx—3y=12

Solucién
Se despeja yde la primera ecuacion,
—x+y=—4 — y=2x-4
El despeje se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve la ecuacién de primer grado.
6x-3(2x-4)=12
fx—6x+12=12
Gx—6x=12-12
0x=0

La ecuacion Ox = 0 indica que las rectas son coincidentes y tienen como conjunto solucién todos los niimeros
reales, esto significa que el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

4 ®e-Determina el conjunto solucién del sistema:
Ix-dy=7
6x—8y=3
Solucién

Se despeja x de la primera ecuacion,

Ix—4y=7 = 3x=4y+7 = x=E;;1
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El despeje se sustituye en la segunda ecuacion y se resuelve la ecuacion de primer grado.

6[ 4y;-7]_3y=3

2(4y+7)-8y=3
By+14-8y=3
By-By=3-14
Oy==11 Laecuacidn notiene solucion

Por tanto, el conjunto solucién es vacio.

EJERCICIO 83
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion:
| 2x+y==10 7 Tp=3g=-28
T x=3y=2 " | 59=4p=16

2m—-5n=14 g Tx=y=75
Sx-2y=42

6r=-5t=—11 g [124-16v=24
Tt=Rr=ls | m-dv=6

[
[

4 [9x—2y=—3 0. [—5::—15y=2
[

x+3y=7
5 8p-3g=8 1 2x+y=9
" | 2p+9g=15 " | Bx+4y=36
6 3x—4y=32 12 4p=3g==2
" | Sx+y=38 © | 20p-15g=-1

U \erifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente

Igualacion

En este método se elige una variable, la cual se despeja de ambas ecuaciones, los despejes se igualan y se resuelve la
ecuacion de primer grado que resulta. Por Gltimo, el valor que se obtiene se sustituye en cualquiera de los despejes

para hallar el otro valor.
JEMPLOS *
1 @+ Determina el punto de interseccion de las rectas:
| 2x-3y=9
Sx+6y=-45
Solucion
Se despeja x de ambas ecuaciones.
2x—3y=9 Sx+6y=-45
2x=3y+9 S5x==6y-45
L 2FR oo =6y—145
2 5

(continmia)
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(continuacion)
Se igualan los despejes y se resuelve
la ecuacion de primer grado.

3.3,'+S'= —6y—45

2 5

5(3y+9)=2(-6y-45)

15y +45==12y-90
15y+12y=—90-45

27y=—135

= 2—5

27

El valor de y = -5 se sustituye en

Por consiguiente, el punto de interseccién es (=3, — 5)

2 ®e-Resuelve el siguiente sistema:

Solucion
Se despeja nde ambas ecuaciones,
6m=Tn=4
—Tn=—6tm+4
—6m+4
=g
Se igualan los despejes y se resuelve
la ecuacion de primer grado.
-6m+4 =-Im-1
TR T
-14(-6m+4 )==7(-2m-1)
Bdm—56=14m+7
84m—14m="T+56
T0m=63
sl
70
pisl
10
Por tanto, la solucidn es:

cualquiera de los despejes.
39
2
- 3(-5)+9_-15+9
2 2
-6
x= - ==3
x=-=13
6m-Tn=4
Im=14n==1
2m=14n==1
=-14n=-2m-1
=2Im=1
H=
-14

186
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3 ®@e-Determina el conjunto solucidn del sistema:

2x=y=5
-Bx+4y=—20
Solucién
Se despeja y de ambas ecuaciones y se obtiene:
2x=y=5 —= y=_2r1+5 i = Bx+dy==20 — y= BI;ZG
Se igualan los despejes:
'1’;5 =3";m -5 4(-2x+5)=-1( 8x-20)
—8x+ 20=-8x+20
=Bx+Bx==20+20
O0x=0

La solucién son todos los mimeros reales y el conjunto solucidn corresponde a todos los pares ordenados que

mtisfacen la ecuacion:
x=-y=35
4 ®+:Determina el conjunto solucion del sistema:
3x+4y==2
=15x-20y=17
Solucion
Se despeja x de ambas ecuaciones,
Ix+4y==-2 =15x-20y=7
Ix=—dy-2 —15x=20y+7
B y= 20047
3 -15
Se igualan los despejes:
'4:‘3"2 =m5’1;7 =4 -15(=4y-2)=3( 20y+7)
60y+30=060y+21
60y-60y=21-30
Oy==-9

La ecuacién no tiene solucidn, por tanto, el conjunto solucidn es vacio,

L ]
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EJERCICIO 84
Determina la solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacion:
x=2y=11 7 2a+b=1
x+5y=-17 " |-5b-6a==9
) —-m+n=-1 8 3m-5n=1
" | 4m-2n=5 | 9m+15r=9
3 da+5b==13 9 Ou=3v="7
" | -T7b+3a=-13 " | Bu—-5v=10
4 =2x+3y=18 10 6x—-24y=36
"l -5y+x=-23 " |-3x+12y=-18
5 3p-2g==-5 1 x+3y=4
" 2ptg=-1 " -4x-12y=8
6 Sx+y=—=20 12 Ip-9g9=5
" | 2¢-3y=-8 " | p-3g=6

U \erifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente

Cramer (determinantes)

1. Determinante de 2 X 2. Un determinante de 2 X 2 es un arreglo rectangular de niimeros de la forma:

® Pla-d-cb
. gffad-e
EJEMPLOS -
2 -
=3 '--Emmmdvalordaldctanﬁmmﬂ‘s 2‘
= =
i Solucion
Se aplica la definicion.
2 -5
‘3 _6‘={2]{—6]—(3](—5]=—12+15=3
Por tanto, el resultado es 3
1
_E 3
2 ®e#-;Cuilesel valor del siguiente determinante ?
-~ 6
Solucion
Se aplica la definicion.

_E 3 =(—%]{6]—( -% J( 3]=_3+E= —15+12=_§
5

5 5 3

Por consiguiente, el resultado es —;
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; a 1
@#:Dete iy
3 R a—b‘
Solucién
Se aplica la definicidn,
“p aopl(a)a=b)-(a 8 )(1)=a" -ab-a" +5* =5 -ab
Al a—b_a a (a ] TR TRd— R s
Por consiguiente, el resultado es b’ —ab
x 3-x
4 x=3
[ I B 1 ;
o Rl x' X' +3
9 x+9
Solucién
Se aplica la definicidn,
x 3d-x
4 x-3] _(x)(x-3)-(4)(3-x) _ x*-3x-12+4x _x*+x-12
¥ 43| (2 )(x+9)=(9)(x7+3) 495 -9x-27 x*-27
9 x+9
_ (x+4)(x-3)
{1—3](1:2 +3r+9]
me SR
¥ +3x+9
x+4
Fi /| —_—
inalmente, el resultado es T 3eEn
EJERCICIO 85
Encuentra el valor de los siguientes determinantes:
a b-a
g = 5 =6 G i
1, 2 a, 5 [* 9P i, 1202
5 4 9 == a b a b
a a
. E | x x-2
-6 -8 4 2 m-n m+n 5 x=1
2.‘ 7 _1‘ > 8 PR 11. i P 5
3 7 2 3|
= 5 2 -5 -4
3 6 o
‘5 -3‘ -6 3
st -1 12
3 4

U \irifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente
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2, Deduccion del método de Cramer. Sea el sistema de ecuaciones:
[a,x +hy=¢,
ax+bhy=c
Por el método de reduccion se determina “x”
(ax+by=c)(b,) _  apx+bby=he
(ax+hy=c,)(=b) ° -abx-bb,y=-be,
( albi _azbl ]x=b2'3| =be

o b

__bebe o b
ab, —a,b, |a. b,
a b,

De forma analoga se determina “y"

(@x+by=c ) -a,) o —amx-aby=-ae
( a,x+by=c, }( | ] a@,x +ab,y=ac;

(ad, —ab)y =ac, - ayqy

a4 6

G =ag |4 ©
ab,-ab |a b l
a, by

Finalmente, la solucidn general del sistema es:

q b
o b

it R L S
*a, q”*"‘r. b,
a b a b

El método de Cramer consiste en aplicar las definiciones anteriores y segin los resultados se puede concluir que
las rectas som:

a G

al lEE'I
a, b

#0

) Concurrentes: si los determinantes son diferentes de cero.
LJ Coincidentes: si los determinantes son todos iguales a cero.

L) Paralelas: si inicamente ¢l determinante denominador es igual a cero.

Rectas concurrentes, Si ocurre que:

z0

q 5
¥
o

El sistema tiene una solucién que es el punto P(x, y)
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Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucién del sistema:

[4x—y=—9

3x+5y=-1

Solucion

Se aplica la solucidn general
S 4 -9
4 -1 2043 23 |4 -1 2043 23
3 5‘ |3 5|

Por tanto, la solucion es x = — 2, ¥ =1, las rectas son concurrentes
Rectas coincidentes, Si ocurre que:

a4 5
3 G

al lbl ‘= cl bl ’= 0
@ bl b

El sistema tiene un conjunto infinito de soluciones, es decir, es un sistema de dos rectas coincidentes, Por tanto, el
conjunto estd formado por todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera de las ecuaciones del sistema dado.

Ejemplo
Aplica el método de Cramer y determina la solucién del sistema:
[ 2x-y=4
4x-2y=8
Solucion
Se aplica la solucion general

2 4
4 8| 16-16_0

‘4 |
N —1‘_—4+4_ﬂ ’y_‘z -1 ‘_—4+4_-:1

8 —il_—8+3_9 .

X

4 =2 4 -2

El sistema son rectas coincidentes, por tanto, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones.

Rectas paralelas. Si ocurre que:

q b
o b

4 G

& &

a
b By i

a b|

=0 y

Entonces ¢l sistema no tiene solucidn, es decir, el sistema representa rectas paralelas,
Ejemplo
Determina el conjunto solucién del sistema:

2x-y=35
—=6x+3y=2
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Solucién
Se aplica la solucion general:
5 =1 2 5
wels M ASHE AT, oS0 A R
12 -1 6-6 072 -1 66 0
-6 3 -6 3
Por consiguiente, el sistema no tiene solucion.
EJERCICIO 86
Determina la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Cramer:
Ix—dy=15 Ax—-By=-13 7 5a=7b=10 10 2x=-9y=3
=2x+3y=-12 Sy+2x=-=19 " | 8b=6a==-12 " |18x=8ly==5
” 4m+9n=-135 Sp—g=7 g 10m-3n=19 1 Sx—1ly=-6
" | 3m-8n=18 -2p+3g=5 " |15m=-24n=35 " | 40x-88y==7
3 Ta=10b=-64 6 9x—-4y=8 9 Tu+2v==5 | 60p-25g=15
5b+ 3a=19 "] 6x=2y=3 " =35u-10v=25 -12p+5¢=-3
U Verifica tus resultados en la seccidn de soluclones correspondlente
Sistema de dos ecuaciones que se reducen a lineales
Dado un sistema de ecuaciones con dos variables, éste se transforma a:
[a,x+b,y=q
;X +by=c,
EJEMPLOS -
131 ] @+ Resuelve el sistema de ecuaciones:
E
& 2x+19=3( y-x)
2(x=5y)=5(y-5)-8y
Solucion
Se realizan las operaciones indicadas en cada ecvacién y se simplifican.
2x+19=3(y-x) 2(x-5y)=5(y-5)-8y
2x+19=3y-3x 2x-10y=5y-25-8y
2x+3x=3y=-19 2x-10y-5y+8y=-25
S5x-3y=-19 2x=Ty==-25
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
S5x=3y=-19
2x—Ty=-25
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Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, reduccion.

(5x=3y=-19)( -2)
{2x—7y=—25”5]
-10x+6y=38
10x-35y=—125
29,87

: ; 2x+19=3(y-x)
Entonces, la solucidn del sistema es
il {2(:—5y]=5(y—5]—8y

2 ®=-Determina la solucidn del sistema de ecuaciones:

Solucion

5x=3y=-19
5x-3(3)=-19
5x-9=-19

S5x==19+9

Sx==10
_=10

5

x==2

x==2
y=3

Para eliminar las fracciones se multiplica por el minimo comiin miltiplo de los denominadores de cada ecuacidn.

Se obtiene el sistema de ecuaciones:

2x 5
=2 p Y=
(3+y 2]{6]
12x 30
s |
3 72

4x+12y=15

2x—4y=5
4x+12y=15

y se elige algim método de solucidn, en este caso el de igualacion,

2x-4y=35
2x=5+4y
I=5+4y
2

Se igualan los despejes y se resuelve
la ecuacion de primer grado:

5+4y 15-12y
2 4
(4)(5+4y)=(2)(15-12y)
20+16y=30-24y
16y+24y=30-20
40y=10

4x+12y=15
4x=15-12y
L1512y
4
. 1 .
Se sustituye ¥, m cualquier despeje:

5+4
x=22"%
2

LG_)

b o

(continmia)
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BT =
Por consiguiente, la solucion del sistema { 10 3 4_es {y 1

2x 5 =
3
3 ®e-Determina la solucién del sistema:
%Sumi 3
3 5
Solucion
Se eliminan las fracciones al multiplicarlas por el minimo comiin miltiplo y se simplifican las ecuaciones.
a+5 . b+5 2(a-3 b-1
(o=t o [%”ET]{”
21 21
( ](:"'5]_'_{21]{ b]={ ](:"’5]_'_( 3]{11] 10{a—3]+1{5]=5(b—1]
5 5
T(a+5)+(21)(5)=(3)(b+5)+(3)(21) 2(a-3)+5=1(5-1)
Ta+35+21h=3bh+15+63 2a—6+5=h-1
Ta+18b=43 2a=-b=0
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
Ta+18b=43
2a=b=0
Que se resuelve por algin método visto, por ejemplo, sustitucion.
De la segunda ecuacion se despejaa b, Se sustituye #=2a de la primera, y se resuel-
ve la ecuacidn de primer grado,
2a=-b=0 spis
Pl Ta+18b=43
Ta+18(2a )=43
Ta+36a=43
43a=43 — a=£
43
a=1

Luego, si b=2a enionces b=2(1)=2

Por tanto, la solucion del sistema 2(a—3]+1_ﬂcs [b=1
5 5
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4 ®+ Determina la solucion del sistema:
Su@x+1=2( 2~.-’§x+~'5y]

B(3-1)o -5 )

Solucion
Se resuelven los productos indicados de cada ecuacidn y se simplifican:
543x+1=2( 243x+/2
Bev12{ 250 (et} -
5V3x+1=4/3x+22y
5\3x-4y3x-22p=-1 (‘E] I'JLZJ"T
- 22y=-1 (V3) x-3= Zy—zf
Ix—\3=2y-42
31—2}'=1J'§—\.E
Se obtiene el sistema de ecuaciones:
{ﬁx—zﬁyhl
Ix=2y=43-4/2
Que se resuelve por algiin método visto, por ejemplo, Cramer.
¢, b =1 -242
eolen b, _«.G—«.E -2 __{—1]( -1) (x-'r3 J_]( Zn"'_] 2+2.6 -4
I INEEYE (Js]{ 2)-(3)(-242)  -23+6\2
a b, 3 -2
_ 262 _ 2AVe-1)  J6-1 3/2+443
6v2-243 2(3V2-43) 3V2-3 3J2+3
_3x.-"_,_.'6+w.-"_u"_ 312-3_63+32-3/2-3
(3v2) -(v3) 18-3
R
15 3
a ¢| |¥3 -1
- a, ¢| |3 (‘j—_vz]
@ b ‘\E —zf (I] (-2)-(3)(- z\az]
a, b,

3-4342+43 _ 6-6 62423
T2234642  642-23 62423
_36.\2 +12,3-6.62-2./6./3
COEED]
_36\2+123-12J3-6v2 _30V2_2
60

7o B

2
Finalmente, la solucidn del sistema es x= \? il
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5 ®e-Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones ; 3

Solucién
Se multiplica la primera ecuacidn por 3

E+z=3—13 — E=—1t] — I=i=—l
x X x =10 2

Luego se sustituye el valor de x=—%,enlaccmsién J—t+i=l y se obtiene el valor de la otra variable,

1 1 1 1 1 1 1
—t—=1 = ——+—=1 5 =24—=1 5 —=3 5 y=—
Xy [_l v y y 3
2
. . . 1 1
Por tanto, la solucion al sistema de ecuaciones es IE_E : y=§
6 ®e-Resuclve el siguiente sistema de ecuaciones fﬂ Y 9 '
——=—=-13

Solucién
El sistema se representa de la siguiente forma:

2(l)+3[1]= 11
* ¥
o(2)-2{ )13
* y
Se propone un cambio de variable:

1 1 . . :
Sea u=— y v=—, entonces se obtienc el sistema de ecuaciones:
* ¥y

2u+ Iv=11
10u—-2v=-13

Que se resuelve por algin método visto.

Las soluciones del sistema son: u=—%;v=4
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Luego, los resultados se sustituyen en los cambios de variable, para hallar el valor de x y y.

; 1 i
81 u=- 3 entonces: Si v=4 entonces:

1 1

= Y=—

x y

sz ld, 1

2 x 42;
—-x=2

e (4)(»)=1

=l

y 4

X

Xypdao
7 ®e-Utiliza el método de Cramer para resolver el sistema: { ¢ b |
Ear——a-gz=a2
Solucién
Se aplica la solucion general,
» 1
b
i N ) a [ ai] 2 (1) 28 & 18 &
i 2 — |-la )| = el e O
I=“2bz‘ ¢ 5 O\ Rs) S5-F 5%
. & |1 1 (l _a (2 )[l _4 24 .8 24
@, b| |a b all " JVN) T e BB
2
g
b
3a’
T (23)(8)_
_da (-3a)(s)
b
1
a, ¢ P 5 1 R & P
e o b w|l Gleream L 2=
S CEIRE 3| A) -2 )2 52 22
o 8| |la 8| \2 '?'{“]E) ab b b b
2
T R
b
2
"o _(=30)(b)_-3as_,
_3a  (-3d)(a) -34
b
Finalmente, la solucién del sistema de ecuaciones es:

x=a
y=b

L ]
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EJERCICIO 87

y; 430

T 2y=5+x

’ b=a+7

| 3a=2b-17
-Tm=2(3n+13)
Tn=2(m-5)

4 7(x+5)+21y=3(y+5)+63

C]2(x=-3)+5=y-1
I(m+2)-2(n-4)=2n+m
2{n—1]—m=n

6. \I'I'EJ.‘—\JE_V=2
V3x+2y=5
o 2

7. 457127 3
2x=3y-22

9

B, I+y—ﬁ

Sx =2y+l

U \erifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente

10.

11, <

12

13,

14,

15.

16.

e

Determina la solucidn de los siguientes sistemas de ecuaciones:

1
+ S—
3 2 2
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* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los sistemas de ecuaciones lineales son una herramienta importante para la resolucion de problemas que involucran
amias de dos variables, cuya aplicacion es frecuente en la economia, la administracidn, la fisica, eteétera,

En una tienda departamental ponen en oferta camisas y pantalones que estan fuera de temporada, El primer dia se
vendieron cinco pantalones y siete camisas, para totalizar $1060, el segundo dia de ventas se invirtieron las canti-
dades y se ganaron $1 100, ; Cual fue el precio de un pantalén y de una camisa?
Solucion
Se plantea con dos variables los precios de los articulos:

x: precio de un pantalén,

y: precio de una camisa,

Con los datos del problema se plantean las ecuaciones simultaneas:
Se multiplica el mimero de objetos por el precio de cada uno de ellos y la suma sera la cantidad de las ventas,

5x+7y=1060
Te+5y=1100

Esta ecuacion se resuelve por cualquiera de los métodos anteriores, en este caso por el de reduccidn:

—35x - 49y=-7420

35x+25y= 5500

- 24y=-1920
At
24

80

Se sustituye y = 80 en cualquiera de las ecuaciones originales y se obtiene x,

Sx+7y=1060
3x + 7(80) =1 060
Sx + 560 = 1060
_1060-3560
e —e
5

Por tanto, el precio de un pantalén es de $100 y el de uma camisa de $80

=100

Al revisar sus facturas de pago, el sefior Méndez se percata de que la empresa de mensajeria y paqueteria La Palo-
ma, le cobrd $1 924 por un envio que en total pesaba 29 kilogramos, entonces pide a su secretaria aclarar cudnto le
cobraron por paquete. La compaiiia aclard que por los paquetes que envid a Monterrey cobrd a $92 por kilogramo
y por los que mand6 a Pachuca $30 el kilogramo, ; Cuédntos kilogramos enviaron a cada ciudad?

Solucion
Se plantea con dos variables los datos que se deben encontrar:

x: cantidad de kilogramos que se mandaron a Monterrey
y: cantidad de kilogramos que se enviaron a Pachuca

En total s¢ mandaron 29 kilogramos, entonces,
x+y=29
Luego, si por cada kilogramo que se envi6 a Monterrey y Pachuca se cobrd $92 y $30, respectivamente,
92x+ 30y=1924
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entonces, el sistema es:

x+y =29
92x + 30y = 1924

el cual se resolvera por el método de sustitucion:

despeje de x sustitucion de x =29 —y en 92x + 30y =1 924
X+y=129 92( 29 -y )+ 30y =1 924
x=29-y 2668 -92y +30y=1924
- 62y=1924-2 668

Al sustituir y = 12 en la primera ecuacion,

x+y=129

x+12=29

x=29-12
=117

Por consiguiente, se mandaron 17 kilos a Monterrey y 12 a Pachuca.

EJERCICIO 88

10.

11.

12

2

Resuelve los siguientes problemas:
I,

Encuentra dos niimeros positivos cuya suma sea 225 y su diferencia sea 135

Si dos dngulos son suplementarios, su suma es de 180°, si la diferencia entre dos dngulos suplementarios es 100°,
Jeudl es el valor de cada dngulo?

1
La diferencia de dos mimeros es 30 y = de su suma es 26, Determina los niimeros,

. Encuentra dos niimeros, cuya diferencia de sus reciprocos sea 2 yla suma de sus reciprocos sea 14,

En un parque de diversiones 6 entradas de adulto y 8 de nifio cuestan $880 y 4 entradas de adulto y 5 de nifio, $570,
icudl es el precio de entrada por un adulto y por un nifio?

Una coleccién de monedas antiguas de $5 y $10, suman la cantidad de $85. Si hay 12 monedas en total, ;cudntas
monedas de $10 hay?

El perimetro de un tridngulo isdsceles es de 48 cm, cada lado igual excede en 9 cmal largo de la base. Determina las
dimensiones del triangulo.
Una agenda electrénica y un traductor cuestan $1 300. Si la agenda electrénica tiene un costo de $200 més que el
traductor, jcudnto cuesta cada articulo?
El hermano de Antonio es 3 veces més grande que €1, hace 3 aflos su hermano era 6 veces més grande que Antonio,
(cudles son sus edades actualmente?

2
Los 3 de la suma de 2 niimeros es 92 y los % de su diferencia es 3. Encuentra los niimeros.

Carlos y Gabriel fueron al supermercado a comprar lo necesario para una reunién con amigos del colegio, llevaban
un total de $500 para gastar. Carlos gasté dos terceras partes de su dinero, mientras que Gabriel tres quintas partes,
regresaron a casa con un total de $180, ;cudnto llevaba cada uno al ir al supermercado?

Dividir el niimero 550 en 2 partes, tales que si de los 3 g primera se resta :1- de la segunda, se obtiene 160,
{cuiles son las partes? >
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13,
14,

15,
16,
17,
18.
19,
20,

21,

U vierifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiante

Sisternas de ecuaciones

El cociente de 2 niimeros es 5 y su diferencia es 56, jcudles son los nimeros?

La suma de 2 nimeros es 52, su diferencia, dividida entre el menor da 5 como cociente y 3 como residuo, jcudles
son los niimeros?

Si al dinero que tiene Alejandra se le afiaden $30, tendra el triple de lo que tiene Beatriz, y si a Beatriz se le agregan
$10, tendra la mitad de lo que tiene Alejandra, ;cudnto dinero tiene Alejandra y Beatriz?

Una lancha viajé corriente arriba 36 km en 4 horas. Si la corriente hubiese sido del cuddruplo, el viaje lo hubiera
hecho en 6 horas, ;cudl es la rapidez de la lancha y de la corriente?

Un granjero posee cierta cantidad de animales, entre gallinas y borregos, de tal forma que al sumar el mimero de
cabezas el resultado es 44 y la suma de las patas es 126, ;Cudntas gallinas y cudntos borregos tiene?

El mismo granjero al comprar los borregos y las gallinas pagd un total de $6 450. Después y al mismo precio, adquirié
10 borregos y 14 gallinas, por los cuales pagé $3 420, jcuél es el costo de cada borrego y cada gallina?

Un vendedor de libros de ciencias vendid tres de geometria analitica y 5 de dlgebra lineal en $870. Al dia siguiente,
vendié 2 de geometria analitica y 3 de dlgebra lineal en $540, jcudl es el precio de cada libro?

¢ Cudntos litros de una solucién al 6% y cudntos de otra al 30% se deben mezclar para obtener 50 litros de una nueva
solucion al 12%7

Un mexicano especialista en mezclas de café desea exportar el grano en bolsas que contengan un kilogramo. Debe
combinar granos de los estados de Chiapas y Veracruz. El costo por kilogramo de estos tipos de café es $30 y $24,
respectivamente. Si la bolsa cuesta $25.50, ;qué cantidad de cada caf€ lleva dicha mezcla?

Métodos para resolver un sistema de tres ecuaciones lineales con tres variables

Para resolver un sistema de este tipo, se pueden utilizar los mismos métodos empleados para resolver los sistemas de
dos variables, aunque se recomienda emplear el de reduccién y de Cramer.
El sistema puede tener solucidn imica, conjunto infinito de soluciones o no tener solucion.

Reduccion (suma y resta)

Se procede de la misma forma que en los sistemas de ecuaciones con dos variables, es decir, se toman dos de las tres
ecuaciones y se elimina una de las variables. Posteriormente, se toma cualquiera de las ecuaciones que se eligieron y
en la que no se utilizé se elimina la misma variable, de tal manera que se obtienen dos ecuaciones con dos variables;
al hallar la solucidn del sistema se determina el valor de las dos variables, después se sustituyen en cualquiera de las
tres ecuaciones originales, para obtener la tercer variable.

Determina la solucién del sistema de ecuaciones:
2x=3y=5z==19
Ix-dy+z==2
x+y+z=6
Solucién
2x=3y=5z==19= === === (1)
Ix—dy+z=—2 ——————- (2)
X+y+z=6 —mmm——— (3)

(continmia)
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(continuacidny
Se toman dos ecuaciones, por ejemplo la ecuacién (1)y(2) y por el método de eliminacién se elimina x.

(2¢-3y-5z=-19)(-3) _ -6x+9y+152=57
(3);—4y+z=—2]|:2] 61—8}"!' 2z=-4

Se toman las ecuaciones (1)y(3), se elimina x y se obtiene la ecuacién (B )

(2x-3p-5z=-19)(1) ,  2x-3y-5z=-19
( x+y+z=ﬁ]{—2] —1.".‘—1}'—22=—12

Conlas ecuaciones ( 4 )y( B ) el sistema resultante es:

y+17z=53
=5y=Tz==131
Se resuelve el sistema que resulta Se sustituye el valor de z=3 en las ecuaciones
de las ecuaciones (4 )y( B). (4) o (B) para determinar el valor de y.
(y#172=53)(5) _ 5y+85z=265 y+172=53
(=5y-7z==-31)(1) =~ =5y-Tz=-31 y+17(3)=53
782=234 B
y=353=-51
ZEE y=2
78
z=3

Los valores z= 3, y =2, se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales.
X+y+z=6 = x+2+3=6
x+5=06

Finalmente, la solucidn del sistemaesx=1,y=2,2=13

2 ®e-Resuelve el siguiente sistema:

2x+3y=—1
Solucién
X +2z=f———————— (1)
Y-5z2==17-—=——=- (2)
2x43y  ==l-=m—————— (3)

Se toman las ecuaciones (2 )y(3) y se elimina a y.

(3y-5z=-17)(-1) -3y+52=17
(2x+3y  =-1)(1) 2x+3y =-1
2x  +5z=16-————- (4)
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Se toman las ecuaciones (1) y( 4 ) y se resuelve el sistema:

x+2z=6
2x+5z=16
(x+22=6)(-2) T W El valor de z =4 se sustituye en cualquiera de
-3 o las ecuaciones (1) o( 4)
(2x+52=16)(1) 2x+5z=16
x+2z=6
£=4 x+2(4)=6
x+B=6
x=6-8
x==2
Para hallar el valor de y, se sustituye z=4, en la ecuacidn ( 2 )
3y=5z=-17
3y-5(4)=-17
3y=20=-17
3y==17+20
3y=3
3
R
=1
Por tanto, la solucidn del sistema es:
x==2
y=1
z=4
3 ®e-Determina el conjunto solucién del siguiente sistema:
2x=3y—4z=5
Sx—dy-2z=4
6x=9y=12z=3
Solucion
2x=3y-dz=5-=—c——==- (1)
Sx—d4y-2z=d4———————— (2)
6x-9y=122=5-—=—===— (3)
Se toman las ecuaciones (1) y( 2) y se elimina x.
(2x-3y-4z=5)(-5) _, —l0x+15y+20z=-25
{5x—4y—22=4](2] 10x= By=— 4z=8
Ty+16z=-1T———————— (4)
Se toman las ecvaciones (2 )y (3 ) y se elimina x.
(5x-4y-2z=4)(-6)  -30x+24y+12z=-24
5 ¥
(6x-9y-122z=5)( 5) 30x-45y—60z =25
=2ly-48z=l—mmmm———— (B)
(continmia)
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Con las ecuaciones ( 4 )y( B ), se resuelve el sistema de ecuaciones que se forma:
Ty+16z=—17
-21y-48z=1

(7y+162=-17)(3) _, 2ly+d8z=-51

(-21y-48z=1)(1) -21y-48z=1
1y+ (z=-50

No hay solucién para la ecuacién Oy+ 0z=-50 , por tanto, el conjunto solucién es vacio,

4 ®e-Determina el conjunto solucién del sistema:

{3x—5y+22=6
x=3y-4z=5
6x-10y+4z=12
Solucion
Ix=Sy+2z=6=—— === = —=— (1)
x=3y—4z=5-—————-——— (2)
6x-10y+4z=12 === ===~ (3)

Se toman las ecvaciones (1)y(2 ) y se elimina x.

(3x-5y+2z=6)(1) L, =x-5y+2:=6
( x=3y-4z=5)(-3) -3x+9y+122z=-15
L TAR V. EEY . T —— (4)

Se toman las ecuaciones (2 )y( 3) y se eliminax.

(x-3y-4z=5)(-6) _, —6x+18y+24z=-30
(6x-10y+4z=12)(1) 6x-10y+ 4z=12
By+28z=-18——————— (B)

Se resuelve el sistema que forman las ecuaciones ( 4 Jy( B).

4y +14z=-9

By+28z=-18
(4y+14z=-9)(-2) -8y-28z=18
(8y+282=-18)(1) 8y+28z=—18

Oy+0z=0
Por consiguiente, el sistema tiene un conjunto infinito de soluciones,

B ®e-Resuelve el sistema:
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Solucion

Se climinanlas fracciones de cada couacion al multiplicar por ¢l minimo comiin miltiplo de los denominadores.
(§_¥_%=§){12) -  Zx-9y-10z=54——=—=—=~ (1)
[F T+ o ]
(Z42-2-TT)(8) > oxep-2em-tammmnaee- (3)

Se toman las ecuaciones (1)y(2 )y se elimina x.

(2x-9y-10z=54)(-1) _, ~2x+9y+10z=-54
( x-2y-32z=13)(2) 2x-4y- 62=26

Sy+d4z=—28——————— (4)
Se toman las ecuaciones (2 )y( 3 ) y se climina x.

( x-2y-3z=13)(-6) _, —6x+12y+18z=-78

(6x+3y-22=-14 )(1) 6x+ 3y— 2z=-14
15y +162==92 == === =~ (B)
Se resuelve el sistema de ecuaciones entre( 4 )y( B)
Sy+4z=-28
15y+162z=—92
(5y+4z=-28)(-3) ~15y—~122=584 El valor de zse sustituye en cualquiera de las
(15y+16z=-92)(1) = 15y+16z=-92 dos ecuaciones,
h__‘__E;;:E‘ Sy+d4z=-28
Sy+4(-2)=-28
. ) 5y-8=-28
4 Sy=—28+8
z==1 5y=—20
i 20
S
y=—4

Luego los valores de y=—4, z=—2 se sustituyen en cualquiera de las tres ecuaciones originales, para hallar ¢l
valor de x.

x=2y-3z=13
x-2(-4)-3(-2)=13
x+8+6=13
x+14=13

x=13-14
x=-=1

x==1
y==4
z==3

Por tanto, la solucion es:

[ ]
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Determinantes
Un determinante de tres por tres es un arreglo rectangular de mimeros de la siguiente forma:
al az ai

bh b b
4@ 6 &

Para hallar el determinante de un arreglo rectangular de niimeros de la forma anterior, se repiten los 2 primeros
renglones y su solucion estd dada por:

2 =l:al by ey +ay by g +ay b g ]_{az ‘b e, +a by ey vay b, ICI]

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres variables de la forma;

ax+b,y+c,z=d,

ax+by+ez=d,
ax+by+c,z=d,

Se aplican las siguientes formulas:
dl bl cl al dl cl l2I bl dl
dz 'bz Oy dz Cy a, bz dz
x=d‘3 b, ' y=a3 d, c;l L b, d,
|=I lbl l:| al bl cl |=I lbl C|
a b, ¢ a b, o a b, ¢
u bB CB ai 'b3 ci ai bB CB
Ejemplo
Determina la solucién del siguiente sistema de ecuaciones por el método de Cramer,
Ix+2y-z=12
x-y+4z=19
Sx=3y+z=§
Solucion
Se aplican las formulas y se hallan los determinantes.
12 2 =1
19 -1 4
12 2 A e &9 3

19 -1 4| |12 2 41
8 =3 1| |19 -1 4| (-12+57+64)-(38-144+8) 207
3 02 -1 |3 21| (-3+3+40)—(2-36+5) 69
1 =1 4| -1 #

§=-31
5 =3 1 4 9 g

1 -1 4
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312 -1
119 4
312 -1 |5
|5 8 1] 119 4 =(57—s+z4n]-(1z+95—95]=ﬁ=4
Y132 S1[T|3 2 -1 (-3+3+40)-(2-36+5) 69
1 -1 4| |1 -1 4
5-311
5 -3 1 3 2 -1
1 -1 4
3212
1 -119
3 2 12| (5. q'g
1 -1 19 3 212
I3 -3 8| [1-119] (-24-36+190)-(16-171-60) 345
3 2 -1 |3 2 -1 (-3+3+40)—(2-36+5) 69
1 -1 4| |1 -1 4
5-3 1
3 3 2 -1
1 -1 4
x=3
Finalmente, la solucién del sistema de ecuaciones es: { y=4
z=5
EJERCICIO 89
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
2x-y+5z=16 dn—-2m-3r=1 m+r=28
x=6y+2z=-9 5 sm+3n=-5r=—4 9, 42p=3r=3
3x+4y-z=32 Im=-5n+r=0 2m+3n-4dr=19
2
d-e-d4f=—4 4 3; 'i-‘ =2(1+2y)=-9z
2d+2e+f=11 . 10, {y=2(2z-x)-13
dte+3f=13 ] 3, g =2(y+4)+3x

{
{a |
=N

Ix+y— —1 2x+3y- Bz 2 1, {2x+y-z=5
4x-2y=9z=15 x-y+3z=14 x+3y—4dz=-5
et
= a c
Ix+5y—z=4 a+b=3 1 1 2
10y—6x—3z=1 B. ya-c=8 12, —+E+-=7
i a [
4z =15y+9x=-1 b=12¢ 31 1
————=8
a b e

U \erifica tus resultados en la seccidn de soluciones correspondiente
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+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Tres profesores compraron libros: uno de ellos pagd $845 por 3 de dlgebra, 5 de geometriaanalitica y 2 de cdlculo
diferencial; otro pagd $580 por 2 de peometria analitica, 4 de dlgebra y uno de célculo diferencial; el tiltimo de
ellos pagd $605 por uno de dlgebra, 3 de geometria analitica y 3 de cdlculo diferencial. ;Cuél es el precio
de cada libro?

Solucién

Sea x: costo del libro de dlgebra
y: costo del libro de geometria analitica
z: costo del libro de calculo diferencial

Ir +5y+2z=845.......(1)
El sistema de ecuaciones que resuelve el problema es: {4x + 2y + z = 580......( 2
x +3y +3z = 605....... (3)
Se aplica el método de reduccion para eliminar =
Al multiplicar por — 2 la ecuacidn ( 2 ) Al multiplicar por — 3 la segunda
ysumar con la ecuacidn ( 1) ecuacion y sumar la ecuacidn ( 3 )
—Br-dy-2z=-1160 -12x-6y-3z=-1740
Ax+ S5y +2z= B45 x+3y+3z= 603
—5x+ y = -315 -11x=3y =-1135

Se realiza un nuevo sistema con las ecuaciones resultantes;
—5x+ y=-315)
- 1lx-3y=-1135
—15x+3y=- 945
-11x=3y=-1135

= 26x ==2080
=2 080
o i—
=26
x=80

Si x = 80, entonces
=5(B0)+y==-315—>-400+y=-315— y=-315+400=85
Si x = B0, y = BS, por tanto
3(B0)+ 5(B5) + 2z =845 — 240 + 425 + 2z = B45 — 2z = 845 = 240 - 425

_ 345-240-425 _ .
2
Por consiguiente, el libro de dlgebra tiene un precio de $80, el de geometria analitica de $85 y el de cilculo
diferencial cuesta $90
EJERCICIO 90

: Resuelve los siguientes problemas:

1. José compro cierto dia 3 paletas, 5 helados y 2 dulces, por todo pagd $28. Al dia siguiente, adquirié 4 paletas,
3 helados y 5 dulces con $25 y el Giltimo dia, una paleta, un helado y un dulce que le costaron $7. ;Cuél es el costo
de cada golosina?

M
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2. Miguel, Fabidn y Juan Carlos cierto dia fueron a comprar ropa. Miguel comprd 3 camisas, 4 pantalones y 3 playeras;
Fabidn, 5 camisas, 3 pantalones y 4 playeras y Juan Carlos, 2 camisas, 6 pantalones y una playera. Si pagaron $4 100,
$4 600 y $4 000, ;jcudl es el precio de cada prenda?

3. Eduardo, Hugo y Arturo fuerona comprar ropa. Eduardo se compré 3 playeras, 2 pantalones y 5 pares de calcetas y
pagd $1 710. Hugo adquirié 2 playeras, 3 pantalones y 4 pares de calcetas con $2 090 y Arturo, 4 playeras, 2 panta-
lones y 3 pares de calcetas por $1 730. ;Cual es el precio de cada articulo?

4. Un mimero estd formado por 3 digitos, el digito de las centenas es la suma de los otros dos, la suma de las decenas

y centenas es igual a 7 veces las unidades. Determina el nimero, de tal manera que si se invierten los digitos, la
diferencia sea 594,

U \erifica tus resultados en |a seccion de soluciones correspondiente

Descomposicion de una fraccién algebraica en suma de fracciones parciales
Al realizar una suma de fracciones se obtiene la simplificacion de la misma, por ejemplo:

2 1 _ 2Ax+2)+Ux+3)  2x+4+x+3  3x+7
x+3 x+2  (x+3)(x+2)  x+Ir+2x+6  x +5x+6

Sin embargo, en ocasiones es necesario descomponer una fraccion como la suma de sus fracciones parciales, esto
es, realizar el proceso inverso.

P
Caso L Una fraccion de la forma ﬂ donde el grado de P(x)es menor que Q(x) y

0(x)

O(x) =(x + x)(x +x,) “..."(x + x,), y ninguno se repite, se puede descomponer en la suma de las fracciones par-
ciales como sigue:

P(x) A B z
= + +ot
O(x) x+x x+x x+x,
EJEMPLOS .
8 Ix+1 . .
= 1 ®# Expresa T, _§ oMo suma de fracciones parciales.
E %
& Solucién

Se factoriza el denominador y a cada fictor lineal le corresponde una constante como numerador:
3x+l 3x+] 4 B

x'=x=-6 (x=3)(x+2) B J:—3+J:+2

Se desarrolla la suma de fracciones

3x+1 A(x+2)+B(x-3)

(x—3](x+2) {J:— 3](x+2]

Para que se cumpla esta igualdad se igualan los numeradores, el resultado es el siguiente:

Ix+1=A(x +2)+ B(x-3)
Ix+1=Ax+24+Bx-3B

Al agrupar los términos que contienen x y los independientes, resulta:

3x+1=x(A+B)+24-3R

(continmia)
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Entonces se genera un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas,
resultado 4 =2y B=1
Por tanto, la fraccion como suma de parciales es:

A+B =1
[Li—33=1 que al resolverlo da como

3x+1 2 1
2 = *
x —-x-6 x-3 x+2

x+4
x*+3x" +2x
Solucion
Se descompone en factores el denominador de la fraccion:

como uma suma de fracciones parciales,

2 ®*Expresa

x+4 x+4

e+ +2x x(x+2)(x+1)

A cada denominador le corresponde una constante como sigue:

x+4 A B G
——— . o . o
x(x+2)(x+1) x x+2 x+1

Se resuelve la suma de fracciones

x+4 _ A(x+2)(x+1)+ Bx(x+1)+Cx(x+2)
x(x+2)(x+1) x(x+2)(x+1)
Los numeradores se igualan:
x+4 = Alx+2)(x+1)+Bx(x+1)+ Cx(x +2)
x+4 = A(x?+3x+2)+Bx(x+1)+Cx(x +2)
x+4 = Ax® +34x+ 24+ Bx* + Bx+ Cx* +2Cx
Se agrupan términos semejantes:
x+4 = ¥ (4+B+C)+x(34+B+2C)+24
A+B+C=0
Al igualar los respectivos coeficientes, se obtiene el siguiente sistema, {34+ B+2C=1
24=4

El cual se resuelve y el resultadoes: 4=2, B=1y C=-3
Por tanto, la fraccién expresada como suma de fracciones parciales es:

x+4 2 1 3

— e —
x(x+2)(x+1) x x+2 x+1

2
3 @+ ;Cuiles la descomposicion en fracciones parciales 4I4x3 Zx: 1
Solucién
Se descompone el denominador:

4x? =2x+1 _ 4x=2x+1 _ 4%’ —=2x+1
4x* -x x(4x-1)  x(2x+1)(2x-1)
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acada factor del denominador le corresponde una constante de la siguiente manera:

4x’ —2x+1 A B C
———— e = ———
x(2c+1)(2x-1) x 2x+1 2x-1

Al resolver la fraccion del lado derecho:

4x*-2x+1  A(2x +1)(2x-1)+Bx(2x - 1)+ Cx(2x +1)
x(2x+1)(2x=1) x(2x+1)(2x-1)

Al igualar los numeradores se obtiene:

4x* =2x+1 = A(2x+1)(2x =1) + Bx(2x =1) + Cx(2x +1)
4x" —2x+1=A(4x" -1)+ Bx(2x - 1)+ Cx(2x+1)
4x* —=2x+1=44x" — A+ 2Bx* - Bx+2Cx* + Cx

Al agrupar términos semejantes, se determina que:

4x’ —2x+1=x"(44+2B+2C)+x(-B+C)-4

44+2B+2C=4
Al igualar los coeficientes se obtiene el siguiente sistema, {—B+ C=-2
-4=1
Este sistema de ecuaciones se resuelve por cualquier método algebraico, del cual resultaran los siguientes valores,
A=-1,B=3yC=1, por tanto, la descomposicidén de fracciones parciales es:

4" -2x+1 1 3

1
4x*—x

=== —_
x 2x+1 2x-1

Caso IL Una fraccién de la forma % donde el grado de P(x) es menor que O(x) ¥

OC)=(x +x,)'(x +x,)" ... -(x + x,), todo factor que se repite n veces, se descompone en la suma de fracciones par-
dales como sigue:

b B R o
(x+x) (x+x) 7 (x+x)
EJEMPLOS .
8 X+x-1
E_ 1 !'-Ehcpresalaﬁ'accidn:m como una suma de fracciones parciales.
L?}T |

Solucion

Se descompone el denominador en factores:

¥4+x-1 X +x-1

x+x-1
3 T = =
X +2x" +x

x{xz +2x+ l] B J:{J:+ 1]2

(continmia)
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A cada denominador le corresponde una constante como numerador:

x2+x—1=£ B C
x(x+1]2 x x+l (J.‘+1]2

Se resuelve la suma de fracciones:

¥ +x-1_ A(x+1) +Bx(x+1)+Cx
x(x+1)’ x(x+1)

Se igualan los numeradores:
2 4+x-1= A(x* +2x+1)+B(x* +x)+ Cx
Al agrupar términos semejantes se determina que:
x*4+x-1=x"(Ad+B)+x(24+B+C)+4

A+B=1
Se igualan los coeficientes de ambos lados para obtener el siguiente sistema, {ZA+B+C=1
A==1

Que al resolverlo por cualquier método, da como resultado: 4=—1, B=2y C= 1, por tanto, la descomposicién
en fracciones parciales es:

B ; _ 8+ 3x—x*
@+ Cuiles la fra !
2 @+, Cusles la descomposicién como una suma de fracciones parciales de —————— 0
Solucion
Se descompone el denominador:
B+ 3x-x 8+3x-x"

2+ 420412 (2543)(x+2)

A cada factor lineal le corresponde una constante como numerador,

B+3x—x" A4 N B+ &
(2x+3)(x+2)°  2x+3 x+2 (x+2)

Al resolver la suma de fracciones parciales resulta que:

B+3x—x A(x+2) +B(2x +3)(x+2)+ C(2x+3)
(2x+3)(x+2)’ (2x +3)(x+2)°
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8+3x—x" = A(x”+4x+4)+ B(2x?+7x+6)+ C(2x+3)

8+3x=x" = x" (A+2B)+x(44+TB+2C)+44+6B+3C

A+2B=-1
Se igualan los coeficientes de ambos lados para formar el siguiente sistema, (44 +7B+2C=3
44+6B+3C=8
Que al resolverlo por cualquier método se determina que: 4 =5, B=-3y C=2, por tanio, la descomposicién en
ftacciones parciales es:
B+ 3x—x" _ 5 3 . 2
26 #1017 +20x+12  2x+3 x+2 (x+2)
EJERCICIO 91
Descompon en suma de fracciones parciales las siguientes fracciones
Sx+1 - 4x’ +7x-12
C(x+D)(x-1) " x(x+2)(x-3)
29x - 56 3 2x" +Tx+14
" (Bx-7)(2x-3) D (x+1)(x-2)(x+4)
3 8 14 3 -5x-17
" (5x—4)(5x+4) T (x+3)(x-2)
x=-12 15 16x* —48x+15
" (x+2)(x-5) T -T7x +3x
— 2 —
5. 19-4x 16. 9x“ +4x-4
xf=11x+28 2 +xt-2x
" 2(2x+7) 7. 30— 30x—29x"
oAl "6 +5x" —6x
5 _2x+5 18 2x’ - 6x—26
" x?+5x+6 T xP+2x-5x-6
g _ 5x-13 i 4x’ +9x+11
" 6xt #13x=35 D2t -x=5x=2
Sx+1 -x
% 124 x=x" % X +3x +3x+1
i 11{x+3]2 n, =X 1: +Sf 1
14-3x-2x X =3x " +3x" —-x
1, s 7. _'if_‘?z_‘l’f__
Ox" =12x+4 x" =18x" +81

U varifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente
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P
Caso IIL Una fraccion de la forma Qt:; donde el grado de P(x) es menor que (Xx) y O(x) contiene factores de
segundo grado y ninguno de ellos se repite, entonces se puede descomponer de la siguiente manera:

P(x)  Ax+B o Cx+D M+ N
O(x)  al+br+e ax’+bx+q  axX +bhx+c,
EJEMPLOS .
& c : i ., dx'+6
S 1 ®# Expresa como una suma de fracciones parciales la siguiente expresion;
ij'lE_j; Solucién

x P+ 3x
Se factoriza el denominador:

4x’+6  4x"+6
©+3x J:(f+3]

El denominador se conforma de un factor lineal y un factor cuadratico, entonces la suma se representa como

4x"+6 4 Bx+C
= = e —
x{x’ +3] x x+3

Se resuelve la suma de fracciones y se igualan numeradores:

LV =£+{Er+c]_,q{f+3]+{ﬂr+f.']x
x(f+3] x X+3 x(x2+3]
A7 +6=A(F +3) +(Bx + C) (x)
4¢ + 6=Ax +34 + B + Cx
4X + 6=x'(4 + B) + Cx+34

C=0

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces se forma el siguiente sistema
A+B=4

, que al resolverse da: 4 =2, B=2y C =0, por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:
34=6

4x*+6 2 2x+0 2 2x
] = =% ==+
+3Ix x x+3 x x +3

4’ =11x" +17x
¥ =3x+1)(x* +2)
Solucion

2 ®+-Descompdn en una suma de fracciones parciales la expresion: (

El denominador contiene tinicamente factores de segundo grado, por tanto, las fracciones parciales quedan de la
siguiente manera;

4x’-11x’+17x _ Ax+B LCx+D
(x* =3x+1)(x*+2) ¥ -3x+1 x*+2

Al resolver la suma de fracciones e igualando numeradores se obtiene:

4x° =11¢" +17x = (x+B)(x*+2)+(Cx+ D)(x* - 3x +1)
4x* —=11x" +17x = Ax* +24x + Bx* +2B +Cx* - 3Cx” + Cx + Dx* —3Dx + D
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Se agrupan términos semejantes:
4x* =11x* +17x = x*(4+C)+x*(B-3C+ D)+ x(24+C-3D)+2B+D

Para que se cumpla la igualdad, los numeradores deben ser iguales, entonces:

A+C=4
B-3C+D=-11
24+ C=-3D=17
2B+ D=0
Al resolver el sistema de ecuaciones se determina que: 4 =1, =2, C=3yD=-4
Por tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:
4x 11 +17x x+2 -4

(x2—3x+1]{x2+2] Al B

P ;
Caso IV, Una fraccion de la forma % donde el grado de P(x) es menor que O(x) y O(x) contiene factores de
segundo grado y alguno de ellos se repite, entonces a cada factor de la forma: (ax” + bx +¢)" le corresponde una suma
de fracciones:
Ax+B + Cx+ D My+N

(@ +bx+c) (ar’+bx+c]'_' T @ +brte

Ejemplo
'+t +dxT +6x+ 3
X +2xi4x

Expresa en suma de fracciones parciales la siguiente:

Solucién
Al factorizar el denominador se obtiene:

It +xt+dx’ +6x+3 x4+ +4x” +6x+3

X +2x +x J_-(J_-? + 1]2
La descomposicion es:
'+ +4x7 +6x+3 i_'_ Bx+C +Dx+£’
(3 +1) X (Fe1) X+

Se resuelve la suma de fracciones:

3t ex +axt w6x43  A(F +1) +(Br+ C)(x)+ (Dr+ E)(x)( +1)

x{f * 1]2 x(f + l]2

Se igualan los numeradores y se desarrollan los productos:
Ix'+xt +4x7 +6x+3 = A +24¢7 + A+ Bx* 4+ Cx+ D' + D + Ex® + Ex
Se agrupan también los términos semejantes:

Ix' +x* +dx® +6x+3 = x' (4 +D)+x* (E)+x*(24+ B+ D)+ x(C+E) + 4
(continia)
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De esta igualdad se forma el sistema de ecuaciones

A+D=3
E=1
2d+B+D=4
C+E=6

A=

3

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes valores:

A=3,B=-2,C=5D=0yE=1

Por tanto, la descomposicion como suma de fracciones parciales es:

EJERCICIO 92

1;

10.

U \erifica tus resultados en la seccion de soluciones correspondiente

4x  +x-9

X =3

dx* =x=1
3¢ + 3 +x+1

2x" =3x+3
=2t 4x=-2

x'=19
x'-2x'-35
At +2x=2

x =1

5x*+ x'=32x+3
x'+8x7 +15

=2 -4’ - 11x-6

3x' +x* +4x" +6x43 3 5-12x 1

X +x*-6x
5x" —9x-8
' =5x" +5x+3

11x*=5x*=30x-8
2x* +3x" =35

=7x?=42x+24
x*+5x7 —-3x

©+2t+x

216
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Expresa como una suma de fracciones parciales a las siguientes:

i I

12,

13.

14,

15.

16,

17.

18.

19,

X (f+1]2+xz+l

5¢" —18x-1

2x* +dx’ —6x—20

i =5x2=2x+9

X —6x" +9x

X xt +x+1

(x2 +x- 1]2

=5x'=9x" +x=7

Pt 3741

2x' =¥ =9xt +3x +11
X +x'—dx’—4x  +4x+4

Zx* +102° + 24" +27x+16

J:(J:"" +3x+ 4]2

- +x' =2+ 4xT =x+2
xf +2x* +x°

4(x*+1)
2 rdxt+ 4yt

I =3 +4x?=6x-5

(f—l]z(x’+l]

2x" —4x* +13x° - 3x* + 5x-5

{J\-:z - 1](;:z -x+ 1]2
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POTENCIACION

ISTORICA

Exponente de una pofencia
| primero que colocd el exponente en una posicion elevada con res-
fo a la linea base fue Nicolas Chuguet en el siglo xv. Sin embargo,
o colocaba directamente en el coeficiente, de modo que 5x%, lo
escribia como 5.

En 1636 James Hume publicé una edicién del dlgebra de Viéte en la que
utilizé una notacién précticamente igual a la actual, salvo en el detalle de uti-
lizar nimeros romanos. Asi, 5x lo escribia como 5x",

Seria Descartes quien sustiuyd en su obra Geometrie los incémodos nume-
rales romanos por los indoarébigos. No deja de ser curioso, sin embargo,
que para la potencia cuadrada no utilizara la nofacién elevada, sino que
siguiera escribiendo, como muchos hasta enfonces, x* como xx.

Estos expresiones son residuos de la época griega, en la cual los productos
xx [x°) 0 x0¢ [x°) s6lo se entendian como dreas o volimenes. Por eso noso-
fros, cuando calculomos el producto de un ndmero x por si mismo, decimos
que estamos elevando x “al cuadrado”, aungue no pensemos en absoluto
en calcular el drea de un cuadrado de lado x.




© CAPTULO

Aicesra,

Definicién
Es la operacion en la cual la cantidad llamada base se debe multiplicar por ella misma las veces que lo indique el
exponente.

© a'=a.a.a., donde g es la base y n el exponente,
Se——
n - Veces

EJEMPLOS )
1 @9 Al desarrollar x*, se obtiene:

Ejemplos

Solucién
Al ser el exponente 4, 1a base x se multiplica 4 veces ella misma:
F=xrxxx
Por consiguiente, cuando se tiene x*, es lo mismo que si se multiplica 4 veces la base x.
2 ®e-;Cuilesel resultado de (—2x) 7

Solucién
Se multiplica la base por si misma tres veces, por tanto:

(-23)" = (-2x)(-2x)(2¢) = 8’

Finalmente, se obtiene: (~2x)* = —8x°

Teoremas de los exponentes
Sia.b,m,ne€ Rya, b#0, entonces:

@ g -qg” =gt

Demostracidn
a"-a"=(a-a-a-a...-ra)la-a-a-a...-a)=a-a-a-a...a=a"""
1 veces  veces n+ mveces
EJEMPLOS *
£ 1. @+ ;Cusles el resultado de x* x*?
E ! Solucién
Se aplica el teorema ¥y se obtiene:

2 ®e-Encuentra el resultado de (=5m)(8m’ X-2n").
Solucién
Se multiplican los coeficientes (—5)(B)(-2), después se aplica el teorema y se obtiene:
(_sm){gmz}(_mz] = 80m ™™ = B0m"
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Potenciacién
=) a_- =g="
a
Demostracion

mveces

a" —aag.—a-aa.-d
_ =

a — gl
nveces m=nveces

=g-a@-...a=4a "

EJEMPLOS .

; :
§

1 @ Cudl es el resultado de =7
i

Phr Solucién

Se aplica el teorema y se obtiene:

-27m’

2 ®e-Encuentra el resultado de: P
=3m

Solucién
Primero se dividen los coeficientes y después se aplica el teorema:

T

4

@ a4 =1
Demeostracion
Al aplicar el teorema de divisién, con m = n, resulta que:

Eijemplo
(Cudl s el resultado de (~12m”)'?
Solucién

Se aplica el teorema y se determina que:
(-12m")" =1
=] a_'=L_
a

Demostracion
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Ejemplo

¢Cudl es el resultado de (—3x)~ ?

Solucién

Se aplica el teorema y después se desarrolla la potencia:

2 1 1 1
) GF TEE

Por tanto, se tiene que: (-3x)~ = Lz

9x
© (&) =a
Demostracién
(a"]" _ (a"](a"](a"]...(a“] — e e
Ejemplo

(Cuél es una expresién equivalente a (m* )2
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:

© (a-b-c)f =a"-b"-c"
Demostracién
Al aplicar el teorema de multiplicacién, con m = n, entonces se obtiene:

(a-b-c)" =(ab-c)la-b-c).a-b-c)=(a-a-...a)(b-b-....b)(c-c-....¢) = a"b"c"

nveces
Ejemplo
Determina una expresitn equivalente a: (J::3 oyt ]‘ ;
Solucién

Al aplicar el teorema se obtiene que: (x’ .yt -zt ]d = xlHAHHRD LN = 12 yt5 , o8

alé _a
)-+
Demostracion
nveces

B -GIEE)- ()53

mtnd =
;_Cuélcsclrcsultadudedesarmﬂar[ 3 ]?

Ejemplo

r
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Potenclacion
Solucién
Aplica el teorema, y determina que:
m-n®Y (m-n’ i _(m"]s =(n’]s _m®n®
rI - (rz]i - (rz]i - rlﬂ
()
b a
Demostracién
(O g0
R E T
b b"
Ejemplo
2 -2
¢Cuﬁlese1resu1mdudadesarmua:[§] ?
Solucién
Se aplica el teorema y se obtiene que:
%Y _ [3}:)2
3y) \2x
Luego, al elevar al cuadrado se tiene el desarrollo:
(a] B 9
2x (2x) 45
Y 9y
Pﬂftﬂntﬂs [5] oy 4x2
EJERCICIO 93
* Aplica la definicidn y desarrolla las siguientes potencias:
% 3 - A 515 [ﬁa §
. 1. (3 3 |= 5 -2 T. | —
L) (3+) (2" 5
. 2 3 T 2 2
; 2. (+4w) 4. (-6x%y’) 6. (Em"] 8. [—{iax]T
. Simplifica las siguientes expresiones y muestra el resultado sin exponentes negativos:
. b’ A
. 9. (3y)(-5 12, (='n™|(mn* 15, —/—— 18, {x’:.r ‘5]
- {:F]( yz] ( ]( ] asb—ﬁ
2 5 35 1 5
D10 Xy 1y A 15 e o 1,(_- z]
: xXyxy pe i 9 3m
i 4 21 3 — 22
. ok Im 3a=b 4
. 11, x%x x° 14, 17, 20. (-2
- mz 1?a2b3 ( x]
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Aucesea

21, -9x° 2. (a%)" ®. (24") (2af = {“"(]ij‘f]‘f]
0 1 3} 4 5 4 oA N (ﬁa‘]s —
22. 2(x-5y) 26. (b‘b ‘b] A (Exzy ] [‘E] 2 (ﬂaz]z(h]!

5 I B 4.1'3]2

23. S5x 27, (I Z ) 31. {_hsr

) ) B - {_a-!bs]-!

24, —(6x) 28, [{ 2y) I L2 (ﬂ 810 ]z

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

Simplificacién
Se aplican los teoremas de los exponentes, seglin se presenten en la expresion; esto significa que el orden en que se
realicen estard determinado por las operaciones correspondientes, asi como por los signos de agrupacidn que esién

involucrados.
EJEMPLOS .
% 1 @+ Simplifica la siguiente expresi6n y da el resultado con exponentes positivos.
| s
i {xz ¥y ]
Solucién

Se aplica el teorema (a-b)" = &' b" y posteriormente se realiza el producto de los exponentes.
(#'y” )" = (#* ]_S(y" )7 =
El elemento con exponente negativo se transforma a potencia positiva y se realiza la multiplicaci6n de fracciones.

x—ﬁyﬁ = ;IE‘J’E = %

[}

Por tanto, la simplificacién es: y—ﬁ
x

2 ®e«-Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos.

( + 1]_§(x"-' +1]é
{x’ + 1]E
Solucién

En esta expresi6n la base involucrada es el binomio x” + 1, por lo que se trabaja dnicamente con los exponentes, se
simplifica el numerador y después se simplifica la divisién como sigue:

(x2+1]_§(x2 +1]é (x* +1) “at

i (1)

(@ +1) (Pelf (e = (@ +1) T (241)
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Potenciacién

Al eliminar el exponente negativo la expresitn resultante es:

(#+1) ' = =

1
Por consiguiente, la simplificacitn es: = e

3 ®e-Simplifica la siguiente expresi6n:

Solucién
Se realiza la division dentro del paréntesis:

i =2
(L5 - ety - (ad”

Se eleva cada uno de los factores al exponente “~ 2", aquellos que resulten con exponente negativo se transforman
a su expresion equivalente con exponente positivo hasta obtener la simplificacién deseada.

12

2 R B | 1 ¥
(2a%yz) = 2% = 2—,~?~J’”~z—z = 7
A ®e-Simplifica al méximo la siguiente expresion:
L 3XE
[2m3-n‘5]
(2mn° )" (2mn)’
Solucién
Se resuelven las potencias para cada uno de los paréntesis:
LSy
[2»:3 hnﬁ] 25 mgn% 2°m*n’

(zm_zﬂﬁ]_!l:imn]s = (2-: mzn-ﬁ](zsmsns] = (2"m2n"‘](25m5n5]
Se multiplican los factores del denominador y por dltimo se realiza la divisidn;

6.2 5 6.7 5
2mn 2m'n _ 2m'n° = 264 TS = 92 s s

(2_'#!2!!_6](25??!5#5] - A TS B o 2 Ty

El resultado contiene exponentes negativos, entonces se convierte a exponente positivo para obtener la simplifi-
cacion final:
EEE

-.n —]
m* m’

22 m—ﬁnﬁ i 22 i

4 [}
Por tanto, la simplificacién es: -;:‘;
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5 ®+-Simplifica la siguiente expresion al miximo y que no contenga exponentes negativos.

1 133
(x—sy-:zz ] E-{xzjf' ] 5
(x—zy—sz—l ] -

Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos al elevar cada uno de los factores al exponente correspondiente:

3

1 Y [ilé][ii]
-5 -1 23 (.2.4}3 LI B N
() ) |

(7 v

Se resuelve el producto en el numerador de la fraccion y se realiza la division:

L SRS, A . 3
x Iy 272 |] x342 32 14 33 3
[ . 1 N B I FE =[x‘3"y3‘2-4]
2 2y xy'z
x*y'z x'yz

Se eleva cada uno de los factores a la potencia 3:

(<57%) - _ays

Los exponentes resultantes son negativos, por lo que se transforman a otro factor equivalente con exponente

positivo
R - 1 1 1
x iy = T TE T OB
x?2 J‘E x? )E
1
Por consiguiente, la simplificacién es: ——5
x?yi
6 ®e-Reduce a su minima expresion:
a e
(a'p” )? [(bc]T] (a%” )
(abe)” E
Solucién
Se desarrollan los paréntesis internos:
. -1 1y 3 24yt
(a"bT] 2 [(bc‘]T]ﬂ _ {asbz]i _ [ asp :|—! _ ah?
(abe)™ cé a’b7c” ﬂli
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Potenciacién

Luego, si una fracci6n estd elevada a un exponente negativo, ésta es igual a su reciproco elevado al exponente

" ay" (bY
tivo, | — =|- It i
positivo (b] (a] entonces

-1

[ a®p™ ].‘ agb B [a'zb'z‘c'z] cli
o | T SlT= |77
abe E: a b &b

La expresi6n resultante se simplifica de diversas formas, una de ellas es multiplicar las fracciones y por iltimo

ealizar la divisién resultante;
1 -l -2 13 ] 7 8
@b || e | @ ? ahc? wp a3 303
—— k== 3 = - =g P e =g'hc
a’b = = =
ﬂzb a Zb—!dﬁ a Zb—IS

El factor con exponente negativo se transforma en ofro equivalente de exponente positivo:

wlm

T T
3 a0, 1 _ah

ab''c 3 =a?" -4 = —
K e?
T
a’h"
Por tanto, Ia simplificacion es; —
o2
7/ ®e- Reduce a su minima expresién:
x? +x7
xt+x
Solucién
Se transforman cada uno de los sumandos a exponente positivo y se simplifica la fraccitn compleja resultante:
1 1 1+x
e L _ e _x+x) 1
x4x! 1 1 1+x 2l+x) =x
g e
X x x

1
Por tanto, la simplificacién es: =

8 ®e-Simplifica la siguiente expresién y elimina los exponentes negativos.

a—z 5 b—z
Solucién
Cada uno de los sumandos con exponente negativo se expresa en otro equivalente con exponente positivo:
I 1
i
-1 .
a'+b Lo
a b

(continia)
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Aicesra
(continuacidn)
Las transformaciones dan como resultado una fracci6n compleja, la cual al simplificarla se obtiene:
2 2
Lz_iz E% b(b* -a’)
@ b _ gy _° a) _ab(b+a)lb-a) _b-a
1.1 b+a  g'b’(b+a) a'b’(b+a) ab
a b ab
Por consiguiente, la simplificacion es: ba_—;
EJERCICIO 94
Aplica los teoremas de los exponentes y simplifica cada una de las siguientes expresiones:
f o3 o1 142 - 5 -
ds L =3 -3
1. x‘ySzf] g, ENAES) {:_g;, ) 19. {4:‘:’:&*‘]“1-{2;‘:’}*"]2]-Z
L L
[ 2 2 I_ 2 2 _E
2 1 z 2, s
[ L | 4 (x+3}y]5 .(x+3y]_§ (x +}r] (x +y] :r
2 Ty 3 11 20 L
. | XY d [ . 3 1)
\ (x+3y)3 (" +5*)
12 : S e =
o o, | &L a1 | =2 (x=2y)" r
: L 1 =2 '
xdys _(2"2}'_3] | | (e-)”
g ST e
e in 1.1 A _ -3
« (5] & s 2
:'r X aabch )
-1 - e -
s [—3&"}“2 ] " (sz}t z] .(Sx 3}12] ” x"y'
_6xﬁy_2 (xsy_z ]—l x—l . y—l
BT
25l x'y *z?
. 4 b s [ g ] 4 [:-f” = 28 ]4
14 1 3 ]
A (xéyéz:"] X =y
-2 3?2 4,2 6 %
7. (x ¥y ] = 16. (ﬂ b7e ] i 25 {x—z +}’_3](.I_z—}f_3]
(6x7y7) it
a*biec ©
da’b™ 1 £ 2y (y*-x7 )
8. 2,3)-2 17. _—2‘(2’“&4] 26, ———————
(2a7b ) (34’) x-y
3
9 [sﬁﬁz’ T i, ) g7, B HXTy
y m 3 T e AT T
Yz (mgnﬁ]S x +y

0 Verifica tus resultados en la seccén de soluciones correspondiente
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EJEMPLOS

Potenciacién

Potencia de un binomio

Factorial de un nimero

A la expresidn r! se le denomina “factorial de r" y se define como el producto de todos los niimeros naturales ante-
riores a r,

rl=r(r=1)r=2)...:1 conr>0

Sir=0, entonces 0!=1

-é. - @2 Obténel resultado de: 4!

-

Solucién
Al aplicar la definicién, se obtiene que:
4! =432-1=24

Por tanto, 4! =24

*Determina el resultado de 6!
Solucién
Se desarrolla cada uno de los factoriales y se realiza la operacion resultante:
6! = 6-54-3-2.1= 720

Por consiguiente, 6! = 720

Binomio de Newton
Para un mimero n el desarrollo de:

{a+b}n=an+ndﬂ—lb+n(’;;1] an_zbz-l-ﬂ(ﬂ—l:]i(ﬂ—z]a“_:b!-l-‘“

e aln=1)(r~2){p7r+ 1) a7V +...+tnab" '+ b"

1!
Hl procedimiento anterior se lama teorema de! binomio de Newton o férmula para el binomio de Newton.
Si n es natural, el desarrollo de (a + b)" cumple con las siguientes caracteristicas:
a) El primer término es a" y el ltimo término es ",
b) Al desarrollar ¢l binomio se obtienen (r + 1) términos.

¢) Conforme aumentan los términos, la potencia del primer término a disminuye en 1 y la del segundo término &
aumenta en 1.

d) Para obtener el j-€¢simo término se utiliza la formula;
“(”‘1]("‘2]»-{"“""2]0.-“:&4-:

(i-1)!

i€simo =
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EJEMPLOS .
| ®# Desarrolla: (x +2y)".
i.§' f Solucién
Se aplica el desarrollo del binomio de Newton, hasta obtener el segundo t€rmino elevado al exponente 4:

( 1)

4(4-1)(4-2)

3 )2+

G+20) =@ +4x) 20 + ' (2 +

. 4{4 1)(4-2)(4- 3]

a 2y

Se desarrollan los factoriales en los denominadores de cada fraccidn, se desarrollan las potencias y se simplifica
al midximo cada uno de los sumandos:

= @ +40°2' + ( ] (P @+ 3': l{f] @' + —i L(z](ll]

=2+ 4PNy + &f}@f} +4(x)(8y") +(x")(16y)

(0"(2y)°

Finalmente, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo;

=x"+ &y + 24x’y’ + 32xy" + 16"

2 ®e-Desarrolla: (2¢ - 3y°)°,
Solucién
Se aplica el teorema del binomio de Newton y se tiene que:

(28 =37 = 28+ 5P (=37 + 5—(527'11 2P (34

+ 5(5_2::5_2] (21;1}5—3(_ 3}'2}3"' 5{5_1]{54;2]{5_3] {hz)s—a(_:;}g)q

+5(5—1](5—2§;{5 -3)(5—-4) 2P 3y

Se simplifican las fracciones y se desarrollan las potencias:

- ey + 50t 39+ S aere e+ 30 ooy

5(4)3)(2) ., 2. 4., 5(4)(3)(2)(1)
4321(2,;2}( AR+ 5:4.3.2.1
=32¢'" + 5(16x") — 3y") + 10(Bx*)9y*) + 10(dx*)} — 2Ty°) + 5(2¢ ) (B1y") + (27)"(— 243y")
Por 1iltimo, se realizan los productos y se obtiene el desarrollo;

=32¢"" = 240x%y + 720x°y" — 1 080x% + 810x%* — 243y"°
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Potenciacién

Si n es entero negativo o fraccionario, el desarrollo de (2 + b) cumple con las siguientes caracteristicas:
a) El primer término es a” y no existe un dltimo término,
b) El niimero de términos es infinito.
¢) El desarrollo de estos binomios recibe el nombre de series.

d) Conforme aumentan los términos la potencia del primer término @ disminuye en 1, y la del segundo término b,
aumenta en 1.

¢) Para obtener el i-ésimo término se utiliza la férmula:

n(n=1)(n-2)..{n=i+2) , .
(i=1)! @b

EMPLOS .

1. ®= Desarrolla: (x+ 1)7°,

i-€simo =

E

—

Solucién
Se aplica el desarrollo de Newton hasta obtener los términos deseados, en este caso se desarrolla hasta cinco términos

Ejemplos

4=+ 3@ -+ DT -y

+ (—3]{—3— 1](—3—2] ® 27+ (_3](_3_ 1](_3_2](_3_3] O3 Y1),
3 4!

Se simplifican todos y cada uno de los coeficientes de cada término, asf como los exponentes:

=@+ + D s LD iy,

3.2:1
AHA5)E6)
Y e @ W

=x " =30 N1 + 60 1) - 10(x X 1)+ 150 " }1) - ...
=x = e G =10t 4+ 15x 7=

Como los exponentes son negativos, €stos se expresan en su equivalente positivo, 1o que resulta en:

1 3 6 10 15

it L i
x 2y i

1
2 ®s-Desarrolla: (x+2)2.
Solucién
Al aplicar el teorema de Newton hasta cinco términos:

1

(x+2)7 =( x]2+(] (< (2) + (1)( _
)

3

1]( ()

+

(contintia)
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AiGesra
(continuacidn)
Se simplifica cada uno de los sumandos al méximo:
o) N 6 5
- (i {30 #2202 2+ 2 E N ) o)
321
AR
2 2 2 2 L aase
4321 (#)2 (2 +
= % = z o _E A raEak :
= +[2][ ]{2] L)+ La T (E) m[x ]{1 4
N R
=x"+x ¥ rox togx The
Por 1iltimo, se convierten los exponentes negativos a positivos y se obtiene el desarrollo:
s.E 1..% .8
=x"t+t——-——Ft——F——+..
¥ W 2 8P
EJERCICIO 95
Desamolla los sigulentes binomios:
3 & 1 x x 4
1 (3-24) 5 (£ 9. [5-5] 13, (x-1)
2. (1+x)* 6. (2-x)° 10. (x*+5y°) 14, (3x+1)°
3. (x=2y) 7. {x’+y’]5 11, (Jc"’—l]_I 15, (x+2]!
X . x i -3 _-l'e
4, (HEJ 8. (E—l] 12. (2x-1) 16. (x-2)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Céleulo del #ésimo término
Para determinar el i-ésimo término del binomio (a + b)", se utiliza la signiente férmula:
n(n=1)(n-2)..{n-i+2) a"

isimo = = p'!
EJEMPLOS *
-ﬁ_ 1. @+ Calcula el cuarto término de (2x+3)°.
i.§' 1' Solucién
Eneste caso | =4, por tanto, en el numerador sélo habrd tres factores numéricos;
4o. término = ﬂEHS—'zlil'zx]f"'“(a]‘“‘ o 3 ]( 2x)"(3) = 10(4x*)(27) = 1080x°

(4-1)r 3(2)(1)

Entonces, el cuarto término del binomio (2x+3)" es: 1080x
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Potenciacién
L
? ®e-Determina el sexto término de (x+1)7.
Solucién
Para encontrar el sexto término se toma en cuenta que i = 6 y, por tanto, sélo se tienen cinco términos en el numerador,
liego:
)a2))e)
—|==1|z=2|[ z-3|[ =-4| |, :
Sexto término = 2.2 2(6—1]2[ 2 {x]E_H(l]ﬁ_’ = éx E{l]s - 5
256x?
L 7
Por tanto, el sexto término del binomio (x+1)7 es: 5
256x 2
EJERCICIO 96
Determina el término que se indica en cada uno de los siguientes ejercicios:
1. Tercer término de (3x+5)’ 5. Octavo término de (3x—5)"
B
2. Quinto término de (%x—l) 6. Sexto término de (x—2)"
3. Cuarto término de (4xy—7)" 7. Quinto término de (x—1)
1 1
4, Sexto término de (Bx+1)2 8. Cuarto término de (4x+9)2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Trigngulo de Pascal

Al desarrollar el binomio (@ + b)", los elementos tienen como coeficientes:

n(n-1) n(n-1)(n-2)

Ln, 2 3 etcétera.
Especificamente:
(a+d)"=1
(a+b) =a+b
(a+b)Y =a"+2ab+ ¥
(a+b) =a*+3ab +3ab’ + b*
y asi sucesivamente.

El tridngulo de Pascal se forma con los coeficientes de los elementos al elevar un binomio a una potencian conn e Z°,
Entonces se toman los coeficientes de los términos;

(a+b)" 1

{a+b)' A
(a+b) 1 2 1
(a+b) 1 3 3 1
(a+b) 1 4 6 4 1
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Aicesra,

Ahora bien, los extremos de cada potencia siempre son la unidad y los siguientes nimeros de cada potencia se
obtienen al sumar dos a dos los digitos que se tienen en el renglin inmediato superior.

EJEMPLOS .
1. ®=-Halla los cocficientes de (a +b)".
i§' | Solucién
A este binomio le antecede (a + b)), cuyos coeficientes son:
(a+b)* 1 4 6 4 1

luego se coloca la unidad a los extremos y se suman dos a dos de la siguiente forma:
1 1+4 4+6 6+4 4+1 1
Finalmente, los coeficientes son:
(a+ by Tt 5 A0 300 %

2 ®=-Desarrolla el siguiente binomio (3x — 2y)".
Solucién
Al tomar los mimeros del trifingulo enla fila de un binomio con potencia 4, se tiene:
(3= 2y)" = 1(30)" + 4(3x)(— 29) + 6(3x)'(— 2)" + 4(3x)(- 2y)" + 1(- 2y)°
= (8Lx") + 4(27x")(— 2v) +6(9x")}(dy™) + 4(3x)(— 8y") + (16y")
= 81x' - 2162y + 216"y — 961" + 16y

3 ®e-Desarrolla el siguiente binomio (x* + 2y)’.

Solucién
Se utilizan los coeficientes para la potencia 6 y se obtiene:
(xz * zy}ﬁ e
= 16)° + 6(r')(2y) + 15(x")'(2y)” + 20(*)'(2y)" + 15()(2y)" + 60X (2y)" + 1(2p)°
= (x') + 6(x"")(2y) + 150)4y") + 20N 8y?) + 15(x*)(16y") + 6(x*}(32y") + (64y°)
=x"+ 12x"y + 60x"" + 160x"y" + 240xYy* + 1922y + 64y
EJERCICIO 97
Desarrolla los siguientes binomios con el tridngulo de Pascal:
L (2x+ 1) 4. (1-x)f 7. (& +5%)° 10. [i—y—z]
y x
2. 3-29%W 5. (5m-2ny B. [ i + % ] 11, (x-1*
3, (x+1) 6. (a+2b) 9, (x+y-2) 12, (ﬁ%]
x

g Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 10
RADICACION
ﬂlswmc».
'S
= Bl signo radical
Ll Xy t-: publica en 1525 el primer tratado de

Chris’roph Rudolff [1500-1545), aleman,

dlgebra en aleman vulgar fituledo Coss.
» En esla obra aparece, por primera vez, el sim-
bolo O, para indicar la raiz cuadrada. la raiz cuadrada de un nimero se
designaba antes del siglo xvi con un punto delante del nimero.

En el siglo xviil Leonhard Euler ufilizd por primera vez nuestro actual simbolo
de raiz, originado de lo deformacién de la lefra *r*, la primera lefra de la
palabra radix con la que se designaba a la raiz cuadrada.

Leonhard Euler (1707-1783)
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Aicesra,

Radical
La expresion Ya recibe el nombre de radical y se define como:

Va =bsiysélosib"=a
Elementos de un radical

Un radical es una expresion algebraica, que se forma con los siguientes elementos:
coeficiente, radicando e indice de raiz

Ejemplos
Coeficiente Radicando Indice de rafz
243 2 3 2
2n ‘ = .
5x4 k)sz 5x 'y 4

Raiz principal de un radical

Sea a un niimero real y n entero positivo mayor a 1:
© Sia=0,entonces Ya =0
© Sia> 0, entonces %a =b tal que " =a

Ejemplos
V25 = +5 porque (5 =25 y (- 5/ = 25,

{ﬁ_z (1]*4
77 T3P\ 3] Ty

© Sia<0yn impar, entonces %/a =b conb <0
Ejemplo
+—1024 = - 4 porque (—4) =-1024,

© Sia <0yn par, entonces %/a no es nimero real.

Ejemplo
u{—_’imcsunnﬁmemreal,yaquemmistcunnﬁmcrux,talquc:xz=—9.

Radical como exponente

Sea Ya un nimero real, entonces este radical se expresa como:

Va=a
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m

Ejemplos

JEMPLOS

Teoremas
=] (5.-"3]' =q
Demostracién

Radicacién

Se expresa el radical Y/a como exponente, se eleva la expresion y se obtiene:

Por consiguiente, (ﬂ}:]- =g
Ejemplo
2
Obténel resultado de (V3] .
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:

o Ya"=a sia <0y nes impar
Ejemplo

Determina d resultado de ﬁ'ﬁ.
Solucién

Se aplica el teorema y se obtiene:

V2 =2

(V3)

(U’E]F =(a*]" =a"=q

=1

© Ya" =|a| sia<0ynes par
Ejemplo

Obtén la siguiente ratz: 3f(—81)".
Solucién

Se aplica el teorema y el resultado es:

4(-81)" =|-81] =81

© Sea el radical Ya™ la expresién equivalente es ﬂ:,dundeelindiueseldemnﬁnadurdelatmcﬁény
el exponente del radicando el numerador,

Demeostracion

El radical se expresa como exponente fraccionario y se multiplican los exponentes:

Q= (a"]: =a"

1 @+ Expresa Vx* con exponente fraccionario,
Solucién

-

Al dividir el exponente del radicando por el indice de la raiz resulta:

2 @+ Expresa Jm con exponente fraccionario,
Solucién

Ix =

e
x5

En este caso se trata de una miz cuadrada y el exponente de la base es 1, por tanto, el indice es 2, entonces:

Jﬁ=w=m%
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Aicesra,

3 @+ Expresa el radical {/(a+5)" con exponente fraccionario,
Solucién
Se divide el exponente por el indice y resulta:

fard) =(a+b)3

4 ®e-Expresa el radical 3/x* +y* con exponente fraccionario.
Solucién
El radicando es un polinomio que se toma como un solo elemento, esto es:
3||x.| +J" =3(x.1 +y.|]l

Se aplica la division del exponente entre el indice y se obtiene:

oy =(x 4y =(x*+5)

L | =

EJERCICIO 98
Representa en forma de exponente fraccionario los siguientes radicales:
1 Jm* 6. \5x 1. &fx'y* 16. ¥a® -Up*
2. Y@ 7. Y(2x)° 12, Ix° +5° 17. (J}+J;]5
3, 3}" 8, "||(3y2]3 13, Jx _y': 18, ¥’ 3
4. Ja* 9. (20 14, (2 +»7)’ 19. \Jm(n+p)
5. V" 10. 3((%y)’ 15, 3(x+2y)" 20, Ya'm"™ Vn"

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Representacién de un exponente fraccionario como radical

Dada la expresidn a" su representacion como un radical es: il"a_", donde el numerador es el exponente del mdical y

el denominador el indice de la raiz.
EJEMPLOS .
1
'g_ ] ®+-Expresa en forma de radical; y°.
§  solucisn
El exponente del radicando es la unidad y el indice de la raiz es 3, por tanto:

:P§=W=if§
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Radicacién

1
2 ®e-Escribe como radical; 4(m+n)s.
Solucién
El exponente del radicando es 2 y el indice de la raiz es 5, el coeficiente 4 permanece igual, por lo que resulta:

4(m +n]§ =45(m+n)

3 ®e-Transforma a radical la siguiente expresién: X* +y°.
Solucién
Se transforma a radical cada uno de los sumandos y se obtiene:

U S

EJERCICIO 99
Representa en forma de radical.
! 2 32L s
1, 2° 5. (2x°)0 9. &y 13, (2x+y)s
s ! 11 !
2,87 6. (xyJ 10. m* -n? 14, (m+n)?
2 2 Lot 2
3. m® 7. Ty 11 @’ +b7 15. (a*+b)3
u 38 L - 2
4. (3) 8. 3ab7 12, x* -y 16, (m™ —n™)7

Q Varifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Teoremas
Los teoremas de los exponentes también se aplican a los radicales, ya que se expresan como exponentes fraccionarios,
© Ya-b-c=%a-tb-Ye
Demostracion
Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema correspondiente de exponentes para obtener:
1 1 1 1
Yabe=(a-b-c)r=a"-b"-c"=%a VYb-Ye
Ejemplo
Realiza: 32x’y.
Solucién
Se aplica el teorema y se determina que:
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AlGEBRA
a_va
b b
Demostracion

g] =a—, . para demostrar que:

Se expresa el radical como exponente fraccionario y se aplica el teorema: ( b

bl
Ejemplo
Sa

Efi .

ectia 3
Solucién
Se aplica el teorema para la division y después el del producto para obtener como resultado:

5a_5a_5a
3 43 43
© (Wa="ta

Demostracion

Al aplicar los teoremas de los exponentes, se demuestra que:

e =(ufa]%=[a£]5=a:':=~¢fa

Ejemplo
Desarrolla: ﬁﬁ
Solucién

Con los respectivos teoremas se determina que:
¥ =O3x = Yoz =3z

Célculo de raices
Para obtener raices de cantidades numéricas o expresiones algebraicas, se aplica la formula como se ilusira en los

siguientes ejemplos;
EJEMPLOS .
-g. ].I ®+ Obtcn: JE
ﬁ. f Solucién
L)

Se descompone el radicando en sus factores primos y se aplica la férmula anterior para obtener como resultado:

4
VI6=+2" =27 =27 =4
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Radicacién

2 ®+-0bién el resultado de: 3-243.
Solucién
Se expresa el radicando de la siguiente manera:

-243=(-3)°
Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:
5
V=243 =3(=3) =(-3)3=
3 ®e-Determina la raiz de: ¥64x°,

Solucién

Se expresa cada uno de los elementos del radicando de la siguiente manera:
64x* =2x"

Se aplica el respectivo teorema de radicales para obtener como resultado:

Voar =32°¢ =325 ¥o@ =27 x5 =2°x=4x

[ 327
4 ®o-Efectia la siguiente operacién: §——— 23y

Solucién
Se descomponen los coeficientes en factores primos y se aplican los respectivos teoremas para obtener:

5 5
(32:;5 \{Pf I25¢ 25 2585 x

5 =5 = — = = —
\‘I243}1jﬂ 35}!0 {I"Bsy'“ 535 5 J,!ﬂ 3;}? 3:"2
25y*
5 ®e-Encuentra el resultado de: 3:: Eli"

Solucién
Se aplica el teorema de la divisitn y se extrae la raiz;

Jﬁy I (5'y' 3x 555 g
T5y 37 T 5y 3: T 5y 3x

Se multiplican las expresiones y se simplifica el resultado para finalmente obtener:

6 ®¢: ;Cuil es el resultado de §/(1-3x)"?
Solucién
Se aplica la férmula para obtener como resultado:

J1-30° =(1-38) 3= (130’
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7 ®+-0bién el resultado de /18Xy +16x*y*,
Solucién
Se factoriza la expresion:

1-82"y +16x°y* =(1- 4x%y?)’

Se aplica la férmula para extraer la raiz;

\h— szy'z +16x":.r" - (1—4.1'2}*2]2 =(1—4x2y2]; =|l—4x""y2|

Por tanto, la raiz de la expresion es: [1-4x7y’|

EJERCICIO 100

Determina las siguientes raices:
1. V729 6. % 11. ¥27m°n’ 16. 25m***n*r®
2. ¥s 7. 3216 12, %Jﬂ 216x" 17. %3(x+x2]3
T 4
3. Y81 8. 4332 13, x{fl6xy" T e
X +2xy+y
4, 196 9, ¥-64 14, m"ns\sj- :;ﬂm 19, & Jx'—10xy +25y°
mn 2x-10y

:

Im ] 2 2
5. 10, Jay* 15 L J¥ on; |FHIREAR,
x ¥y ¥

g Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Simplificacién

Un radical de la forma ¥/a™ con m > n, se puede simplificar expresando a™ como un producto de bases donde el
exponente de una de ellas es miiltiplo de n.

EU.EEMPI.OS .
-é_ 1. ®e-Simplifica el siguiente radical: 3x".
& | Solucién

Hl radicando se descompone en factores, de la siguiente manera:

xIS =xl2x

Se aplica el teorema de radicales para el producto y se obtiene;

_— 1
Vn® =Yx"x =352 Pr =2 Y =2"x
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Radicacién

2 ®e-Reduce la siguiente expresin: /72x’y*z".
Solucién
El coeficiente 72 se descompone en sus factores primos y las bases se expresan como:
72=2!‘32 =22 ‘2‘32 x!=x2x zS=zIZ

Se aplican los teoremas correspondientes y el mdical se simplifica como sigue:

2 2 4 4

z —
V22T =2 2. F Pzt =27 3122y 2 = 6xys 2xz

Por consiguiente, la simplificacién es: 6xy’z"\/2xz

3 @« Simplifica: %%;'usxﬁyfz.
Solucién

Se descompone 128 en factores primos y la base yse expresa de esta manera;
128 =27 =2°.2 ¥ =y'y

Se procede a simplificar la expresidn:

¥ 1 1.3 33 1
Ei,l'liﬂxﬁysz i 1_?‘34‘25 2% yyiz= 5(231:3}*3 3 2}*22.] B E(zzj“,z}1 3|'2yzz) =2¢"y32y'z

Finalmente, el resultado es: 2x’y32y’z

r_— .« 2 [54a’b°¢’
®e- 5 la om; — 33—

4 implifica la expresi 3\ &

Solucién

Se descompone cada uno de los elementos que conforman el radicando y se simplifica para obtener como resultado:

3 3 6 6
E#MJJE‘W@%E%E Fab’e’ ,[2ac |_2( 3ab’c ,[2ac
3 Bx* 3 Tx'x 3 33 x 3| 2x ‘Jlx
23x3
=ab2c’ 3|liic
X X
EJERCICIO 101
¢+ Simplifica los siguientes radicales:
R 5. Iyt 9. 24243c°y'z
L2 Y 6. {625x°y" 10. 5¢80a°"c*
A 3. J64m'n’z! 7. 3v50a'p’ 11. 23729m"n"
% 4, Y2Tmn" 8. 5.9p% 12, 2zyx'y'2’

241



10 CaApITULO

Aiceara

13. -3m¥y128m°n" 19. % 25. JOm®-18m’n
43 6

14, %W 20, } lifuf 26, \16x° +40x’y’ +25xy°

5 (xy’

15, E?n‘ﬂlﬂaﬁb‘ 2, :|.| h 7. 747D - 54a'h*
52,3

16. %-.‘-‘.’ 160m*n’ p* 22, %3 22?;1 28. Y’ -2mn+n’y

17. 3lx 275y’ 23, 3_2"- . ;x i 2. {203(x+y) (x-y)

1§ L2 Blx"y* 24 f-’fE‘.]_-:'i 30 Ya-dm+m’

3’y Ty VeL® '

V(2-mf
O Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

Introduccién de factores

Se escribe el factor o los factores que se desean introducir en el radical, elevados a un exponente igual al indice del

radical,
a”-4b = {a"]'b
EJEMPLOS @
-g_ 1. @ Introduce el coeficiente del radical 32 a la raiz.
2 | Solucién

Hl coeficiente se introduce en el radical elevado al cuadrado:
3J2=,/(3)-2
Se realizan las operaciones correspondientes y se obtiene:
=92 =118
Por tanto: 3.2 =418
2 ®e-Introduce enla rafz 2x3[y el coeficiente,
Solucién
Se coloca dentro del radical el coeficiente 2x elevado al exponente 3;
2y =2 -y

Se desarrolla la potencia y se realiza el producto para obtener como resultado;
=3/(8x") -y =18x’y
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Radicacién

3 ®e-Introduce los factores en el radical 2x7y {/xy”.
Solucién
Se coloca el coeficiente dentro de la raiz con exponente 4:

2wy iy = (2y) v

Se desarrolla la potencia y se realiza la multiplicacitn;

_ ‘\fllﬁxsyquz — {frlﬁxg}’ﬁ

16x°y°

Por tanto, el resultado es: y

4 ®e-Introduce el coeficiente en el radical 3;

Va
Solucién
La fraccitn entra elevada al indice del radical, se realizan las operaciones y se obtiene:

a

@:iﬂﬁa)‘% IO D_Hdh b

b b * a \ b

3a
5 ®e-Introduce 3aen el radical de la expresi6n: :
V2a'x
Solucién

Se siguen los mismos pasos que en los ejemplos anteriores y se obtiene como resultado;

3a__ [(3a) _ [9a _ [9°

Lo V2ax V2a'x V2ax

6 ®e-Introduce el cocficiente del radical —— /3 -y alarafz.
=y
Solucién
Hl coeficiente se introduce y se eleva al cuadrado y la fraccién resultante se simplifica:

_\;xz = o8 W{x’—y’k\!xzﬂz =\{(x+:r'](x::r’] =\Ix+}'

(x=y) (x=¥) x=y

EJERCICIO 102

Introduce a la raiz los factores:

1. 345 4, %JE 7. 2x3x? 10. 5a*b’cv2ac

o

2, 547 s, %#ﬁ 8 m'nYmn 11, zlifﬁ-f
i}

3. 433 & i 5 iy . Ei@

FE R R
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AlcEBRA
i 2Tt {8 i e JOAH 19. ——Vx'-8
4x \ 3y Iyt a+b\ a x=2
3ax x+1 [ 1 2a°x fx2+a2+2ax
14, — 16, (2 15, — 20,
V3a (2a+8)Vab x=1Vx"-1 x+a 2ax

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Suma y resta
Estas operaciones se efectian si y sdlo si el indice del radical y el radicando son iguales (radicales semejantes).

atd + b¥d - c'ﬂfﬁ=(a+b—c] td

EJEMPLOS
] @+ Realiza la siguiente operacién: 345 +44/5.
i. | Solucién

L4
Los radicales son semejantes, por tanto, se realiza la operacidn dnicamente con los coeficientes y se obtiene como
resultado:

L]

3J5 +45 =(3+4)5 =75

2 ®e-Simplifica la siguiente operacién: 5+/3x +6+3x —=10:/3x.
Solucién
Los radicales son semejantes, entonces se realiza la operacién con los coeficientes y el resultado es:

5\3x +64/3x —103x = (5+6-10)+3x = 3%

3 ®e-;Cuiles el resultado de %ﬁ—%£+%£—ﬁ?

Solucién
Se agrupan los radicales semejantes:
295 Ligeive-45=245_45-Lys+ 16
3 4 3 3 4 2
Se realiza la reduccitn:

2 qleseftil)leolys 1
_(3 1]«:"3+( 4+2}Jﬁ 3«."3+4JE

1 1
Finalmente, el resultado es: 3 45 +E~J'E
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Radicacién

4 ®+-Reduce la siguiente expresion: 3yv2x —2x,3y +5yv2x +7x3y.
Solucién
Se agrupan los términos semejantes y se simplifican para obtener como resultado:
3yv/2x —2x\By +5yv2x + 7By = 3y2x + 5yv2x —2x/3y + 723y
=(3y+5y)V2x +(-2x+7x) 3y
= Byv/2x +5x,/3y

5 ®-Simplifica la siguiente expresion: 3v20 +4412 - 2./45 - /75,
Solucién
Los radicales no son semejantes, entonces se efectian las simplificaciones de cada radical:
J20=422.5=2J5 J12=y2*.3=23 Ja5=3".5=3)5 .15=.5"-3=5.3
Se reemplazan los radicales y se realiza la reduccitn para obtener:
3,4%+4JE-2J4_5-JT_5=3(2J§]+4(2£]-2(3J§]-5J§
=65 +83-6V5-5J3=(6-6)5+(8-5)J3=3.3

& ®e-Efectiala siguiente operacién: /18x%y° +x,/32y =5,/2¢%y".
Solucién
Se simplifica cada uno de los radicales y se realiza la operacidn, el resultado es:

VIBXY +xy(32y° =5\2x"y* = (3" 20y +2y2° 2’y - 522’y
=3xy\2y +2 2y - S22y
=3xy\2y +4xy,2y - 5xy\2y = 2092y

7 ®e-Simplifica a+/12ab +v98b% —5+3ah —b+/18bc +a+/3ab.
Solucién
Se simplifica cada uno de los radicales:

= a2 3ab +V2- T bbe = 5v3a%ab b2 -3 be +a3ab
= o(23b ) +7b 3¢ -5 (a3ab) - b(32bc) + ax'3ab

=2a3ab +Tb2bc — 5a-3ab —3b~/2bc +a3ab

Se agrupan los términos semejantes y se reducen para obtener como resultado:

=2a\3ab - Sa-/3ab +aBab +Tb~2be — B 2b¢
==2a+3ab + 4b+/2bc

[ ]
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EJERCICIO 103

1. 35425

2. 23B-73B-33

% T8 6727
4, 3/542J7-45+6J7

5 23-4J2+53-2y2-10/3-.2
i gm-éﬁ+%m+§m
J5 3/6 245 V6 345 e

i R S

8 6 Ym—10 ¥m

4 — 1 13
x+—g~.";

9, -3"\".1‘—-2-

0. 5 fo-2 -3 ¢
11. J28+175-63

12, 2J1B +550-442
13, 3J75 +2.12 -4.243

14. 245 +3J18+/20- B

15. 2J72-4.18 +5/12-3,/48

16. 2./98 —3./80 —/338 +20

17. 3./405 —2./99 +2./500 — 4,/1331
18 %J45{]—%JBD@—§J32&]+J§

19. 343a* +a* V175 -3474°

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién

Realiza las siguientes operaciones con radicales:

21,

28,

avab +Ja'b +\25a°b
%’24—f+4x%’f3_x+§"ﬁ
{32x* —4x® 512
2a\n" -3 Ja’x? +4ya’x

227" + aJ # b* + b\/% @b - JEa*zf

16

1 -1 1
a*b e +Ec.12 bc —Ebva'c +~£azb\f;

$20° 61624 , , ,\{iab’ _71ab2ab
6 4 16 8

J49x%y = 50x*y +x,[9y - 2xy/2xy

V2 —[48x%y? —xy\[dxy® +y27x°

29, 32y +75x" =222y — 30

30, 2a\50b%c +5cN2Ta%b - 3 32a%b ¢ + 38 b’

31,
32,

33

37.

338x%y? =5 J4xy® —2x J64y? +yJ32x
15b4/54°b° +6a¥3a’b" - 54547 —64/48a°p"
1 1 1 ||3

E'u'ﬂﬂas +E\'3dﬁ3 —EaJE—b Edb

TR0+ S+ S o

ﬁ\[@g\/ﬁ zb\[@ﬁ\jﬁ
3 Vop 312 %o 48

JV16a =32 ++/25a~-50 =92 - 18

VR 2% + 3xVx +2 -5, %% (x +2)

38 9.x% —%%y - 2xyJdx—12y +5x /0" -3y

Con indices iguales. Cuando los indices de los radicales son iguales, se multiplican los radicandos y se simplifica,

de ser posible, el resultado.

Ya-Ub-Ye=Ya-b-c
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Radicacién

EJEMPLOS *
1. @+ Multiplica y simplifica la siguiente expresién: /8- /2.
| Solucién
Se multiplican los radicandos y el radical resultante se simplifica, el resultado es:

VB2=,] s](2]=JE=J2_"={2‘]%=2’=4

? ®e-Realiza la siguiente multiplicacién: 3/9xy” -39x*y.
Solucién
Se realiza el producto de los términos internos de los radicales y el resultado se simplifica;

Yoy -3foxy = %’(Mz](?x'r] =81y’ = %7 =Y ATy =3y Y7

3 @e-Efectiia el siguiente producto; > \jﬁx’y “y/ Bxy

Solucién
Se realiza el producto de los radicales y el resultado se multiplica por el coeficiente pam obtener como resultado:

%Ww=%\f{ﬁr’ﬂ(m’] =T Jasx'y =2 (24" By )= 2y’ By

4 ®+-Realiza la siguiente operacm ( XXy —}*1.' )
Solucién
Se realiza el producto del monomio por cada uno de los términos del binomio:

-5 (o 17 1)
——xe & -—:f L2

Se simplifican los radicales y el resultado final es:

%x(x:f - %y(m‘i] = %XZJ’Z - %xf Vx

EJERCICIO 104

Efectiia y simplifica las siguientes operaciones:

1. 3.6 6. Yy* P’y 11, ¥a* 424 430"

2. JI5.J10 7. %Eéq‘? 12. (-4 $24%° (2 $3ap?)

3. 12-¥6 8. (2:/3ab)(3V6a’) 13. 2a-v3a* -J6a"
L4 () is) 5. (347 (V') . (2 42)(¢x)a )
-y 10, Ve A 5. (25 ) oas) V¥
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16, [g E][%Jﬁx_?][% £] 2. (V3-4) % Jrrdy iy

X a
. o |2 2. (W3-V3)1V2+v3) 27 Jiednfi=r imx
18, JE(\."E-4] 23, (J'E_m+n](d'2_r§—4n] 28, Ej"\f';+\f§-{fﬁ—\n’;-#3rz—ﬁxy+3yz
19, Y5(¥55 -45) 2 (- HY+ P ah) . e
20, &[g@—&) 25, Jr+y - xi =y 30, {[(1+ﬁ]§-§{(ﬁ-1]§

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Con indices diferentes

Para multiplicar radicales con indices diferentes se busca un indice comiin, que resulta del minimo comin miltiplo de
los indices de los radicales y recibe el nombre de minimo comuin indice.

EJEMPLOS *
£ 1. ®#-Realiza Ia siguiente operacién: Vsx ax.
i.;E | Solucién
Los indices de las raices son 3 y 2 respectivamente, se busca el indice comiin;
3,2 |2
3,1 (3 ¢l minimo comiin indice es 6

1, 1
Se transforman las raices a un indice 6, de la siguiente manera:

stxz o {skz:}(sxz T m'szx-l w'l'.3_x=tzxs:}{3x L =ﬁ|'33x3
Se efectia la multiplicacién, se simplifica el mdical y se obtiene como resultado;

Y57x' 3% = ﬂ(jmx‘]{33x3]= Vst 3.7 =53 ' x = 2675

2 ®e-Realiza la siguiente operacion: #x%y \/xy.

Solucién
Se busca el mfnimo comiin fndice de 4 y 2
4 2 2
2 1 |2 minimo comin fndice =4

L, 1
Se transforman las raices a indice 4 y se realiza la multiplicacion:

{2y o = ey M Yw) =y (57 = =) (y) =y’ =x {?
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Radicacién
EJERCICIO 105
Efectia las siguientes operaciones:
ifq 6 T LT | L 2 ds—3
L B3 . ey o 9. Va¥a a 5. (2 4om n)(n—z mn]
2 4 6. aab Y 10, 5 < Vx . (24475 ) o)

3. Vx ¥ 7. B2 V2x 1. 25y 4y 15, ¥x 45 ¥z
4. Jaxy' Y2xy 8. (%%ﬁx_}*)(ﬁ] 12, ;lz—{fz_y ? 22y

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Divisién
Con indices iguales
Se realiza la divisién de los radicandos y se simplifica el resultado,

Ya_ [a
vp Vb
EJEMPLOS *
g L . 8L’
. ®*-Resuelve la siguiente operaciin: ﬁ
§3x

] { Solucién

Se hace la division y el resultado se simplifica para obtener:

YR 1x® _ By’ _ ﬁr_ﬂ’.-'x’ =E,'—3,x3 — 3

SE

V1284°p°
2 ®e-Efectiia la siguiente operacién: ﬁ—.
a

Solucién
Se dividen las expresiones, se simplifica el resultado y se obtiene que:
V1284°0°  [1284°° et
— — lﬁab"= zqab4=22bz\[’=4bz‘uf’
VBa’h Ba’b “ ¢
1352°y'%z
3 ®¢-;Cuil es el resultado de !—}J“?
332057y 7
Solucién
Los coeficientes de las expresiones se simplifican y se realiza la division con las bases:

'\1'3135"53”2 \/x" T, Jr-’l |nl_ nx}*m
02y 7 Vet 7

Se simplifica el radical para obtener finalmente:




10 CaApITULO

AiGEsra,

1|' 3—2 aSb—ECS
Yaa7be”
Solucién

Se descomponen los coeficientes en sus factores primos y se aplican los respectivos teoremas de exponentes:

4fg2 553 5 23_!5'35 [6 533 5
V87 ah"c _4( ) abe _e2TabTe 4 sy s
W - zza—sbc—'r _1J22a—3bc—'r - a c

ot e e _a'dd _a'c
=V2"ab ¢ = —=a —c = = =
287 p? 28p* 2% 4b

aICS

4b

A ®e-Obtén:

Por consiguiente, el resultado es:

EJERCICIO 106

Realiza los siguientes cocientes de radicales:
3
i Yt 4 3 lﬁExTyﬁ 3 fom>n i 1122 i i 243}’5.1'_2
T T L a_-13 : 2 3 ’ 4
Nm'n yixy 16m n 63b°a 3 T2y ox
o8y ¢/38884°p° 6w 1404x"y™ i3125y"7
B e S e Tmma T il
xy zw dx "y 32y"z
3 45q'b"c’ 5 4a’b i1 V50z°x° i 68mn"" i N=375mn”
Sac C 25ap° T - N153m*np - 192mtn”
5 1285y " S6Tm'x" 1y N4t 16, N216mn7p” w 25"
lllﬂx"yz Ti? (275027 Sdmn= pz !llj'Tﬁx_S}T_“

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Con indices diferentes
Se transforman los mdicales a un indice comiin y se realiza la divisidn.

EJEMPLOS .
1 ®# Efectiia la siguiente division: %.
& | Solucién

El minimo comiin {ndice de 2 y 3 es 6, se expresa cada uno de los radicales con este indice:
VI =2 =C0)(27) =¢2"  ¥i6 =32 =Y 2¢) = 42F
Se remplazan los radicales y se efectiia la divisidn:

o Glall (a1
3112:=;i:==§(i—==@=2=%@=4%’f
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Radicacién
x! -2
2 ®e-Simplifica; ": i
*y
Solucién
Se encuentra el indice comiin de 8 y 4, se transforman los mdicales y se obtiene:
Tl CALR L UEY REE SR
6 2 4
T N e L CX
EJERCICIO 107
Efectiia las siguientes divisiones:
, Y6 s Y2’ o R0y 13 A1)y
.JE aSbZ x!y wtl (x + 1]||+2
2 af 3 8 =17
g ¥ 6. =2 +—24a" 10, X2 14, x=D
Sz}r" 6 12 xs}l x—l
e Y16 {(a=b)
B f—-uhzy 7, ¥sa* +1254° 11, x?f 15, 3 ]5
e Vaxy §(a-b)
3p. 2
4. 2Y8ab +—J4a’ g, S 1,
3 12 Ydab iy

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Racionalizacién

Racionalizacién del denominador de una fraccién
Esta operacitn transforma al denominador en una cantidad racional,
= Denominador monomio. En una fraccién de la forma % con m < n se multiplica el numerador y el deno-
minador por Yo b
i, AT a-p" " x aVp"™ . avp'™
B b b= B U b

EJEMPLOS .
1. @+ Racionaliza el denominador de: %
|
LIS Solucién
El factor, por el que se multiplica ¢l numerador y el denominador, resulta de la expresién 32 yesiguala: 327 =322,
Se realiza la multiplicacion y se obtiene:

3 3 ¥ 33 3y
V2 2P W 2
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Aicesra,

2 ®s-Racionaliza el denominador de: 3xy

5o

Solucién
Hl factor que multiplica la expresién es {/(5xy)*” = ¢(5xy)’
Al realizar la multiplicacitn, se determina que:

B Yoy {lom)

—
3xy _ 3xy 4M'{5x?]3 3}*\44'(53}’]3 _ 33}’4‘-4'(5@]3 _3dasa_3, 3
~ ~ _E.fs Xy _EJmf_v

3
3 ®+-Racionaliza el denominador de la expresién 3 =
Solucién

Se separa la expresidn como el cociente de raices, se multiplica numerador y denominador por el conjugado de /2% x
¥y se racionaliza para obtener como resultado:

(3B B ¥ 33 e VYox _dew 1 e

L ]

© Denominador binomio. Una expresion de la forma %b se racionaliza multiplicando al numerador y deno-
at
minador por el conjugado del denominador, esto es:

Si el denominador es de la forma a + b, entonces el conjugado es a = b.
Si el denominador es de la forma g — b, entonces el conjugado es a +b.

El producto de binomios conjugados es una diferencia de cuadrados:
(a+b)a-b)=a’-b"

En la multiplicacin aplican las leyes de los exponentes y los radicales para simplificar las expresiones, como se
muestm a continuacidn en los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS -
o . 3
]IH @+ Racionaliza el numerador de la expresién: s

1

Ejemplos

Solucién
El conjugado de v/5-2 es /5+2 que multiplica al numerador y denominador:

3 3 J5+2 3(V5+2) 3546 3/5+6
— . - — 3 — — =3\‘|I'3+6
J5-2 J5-2 542 (V5) -2 5-4 1

Entonces, ¢l resultado de la racionalizacidn es: 3J5 +6
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2 o

Radicacién

N3x =2
Racionaliza el denominador de la expresion: b D ! 2
~3x 43,2y

Solucién
El conjugado del denominador es +/3x — 3.3"2‘__1:, al multiplicar el numerador y el denominador se reduce la expresitn
y el resultado es:

=By _ V3-\ty JEe-3ay (V) -3y6m - Jow +3(/2)
Vx+32y  Bx+3/2y Bx-32y (ﬁ]z_(@]z
=3x—4‘r{a}*+3(:2y]
3x-9(2y)

3x—4,/6xy+6y
~ 3x-18y

Al firal, ol resultado do I racionalizacidn cs: ?”"31— ‘ﬁf;’;ﬁy

Para mcionalizar una expresion, cuyo indice del radical es 3, se multiplica por una expresion que dé como resultado
una suma o diferencia de cubos,

Si el denominador es de la forma (a + b), su conjugado es (¢’ — ab + b°).
Si el denominador es de la forma (a — b), su conjugado es (@’ + ab + b").

Los resultados de la multiplicacitn son los siguientes:

(a+bXa'—ab+b)=a +b’ (a-b)d +ab+b")=a’ - b’
Ejemplo ,
Racionaliza el denominador de la expresitn: Tl
Solucién

Entonces, el conjugado del denominador Yx -1 es:
() +(3x) W) +(1)* obien I +¥x+1

Al multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador, resulta una expresion equivalente
que carece de raices en el denominador.

2 _ 2 ‘i'{x_2+ﬁ+1:2({f?+‘3"{;+1]=23."?+2%E+2
G-l -1 e +dmrl () - 21

EJERCICIO 108

Racionaliza el denominador en las siguientes expresiones:

-

CEC R R

1i

£ 3 35 5 6¢y 5 B4
V3 V18 By " 32a
2
i 4, ._.3‘_""_. 6, i 8. 3a
J5 3x? $2xy V9a'b
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AiGEsra,
2

9. [ 12, —2 15, Jx=V2e 18, 2%

Bx’y 3-\2 23% -J2x Fx+y
3

fei; 42948 i3, V5 TR 19,
254°b 1-J5x VeV ¥x-1
i L o 2

B 14, 123 1y o o, i 20t
1-2./3 1443 1+ 33a +3Ip

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Racionalizacién del numerador de una fraccién

Esta operacidn permite transformar el numerador en una cantidad racional,

Sea la fraccidn U . la racionalizacidn del numerador es:
a
W Vo U _ U b
a a " oW ot oW
EEMPLDS e -
'E_ ] @+ Racionaliza el numerador en la expresion: %
S solucién

Hl factor por el cual se multiplicard tanto numerador como denominador es +/5x

Vix _ J5x J5x _ J5'x? 5x 5
3x  3x 5x  3xJ5x  3x5x 35k

Sy —
2 ®e-Racionaliza el numerador en la expresi6n: MSZ

" od4xt -9y’
Solucién
Se factoriza el denominador y se multiplica por el conjugado de la expresién +2x —,/3y para obtener:
ey oy Jmefy (-]
4x' -9y (2x+3y)(2x-3y) J2x +.3y {2x+3y]{2x—3y](n-’2_x+ﬁ]

2x -3y
~ (204 3y)(2x-3y)(V2x +3y)
1

{2x+3y]( +3y)

3 ®e-Racionaliza la expresion: x ++/3,
Solucién

Gods o NxeB a-vE () =03 x-3
ST V-3 xi-B aB

254

Se multiplica la expresitn por su conjugado, tanto en el numerador como en el denominador, en este caso Jx -3
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32
A ®+- Racionaliza el numerador en la expresion: %
y

Solucién

Por tanto:

Radicacién

Debido a que las raices son ciibicas, se toma el conjugado de la expresién: 3y +32 como {I}?—{fﬂ_y+%‘q

P+ i 7 Pysds () +(2)

y+2 y+2 -3y ¥s (y+2]({f?—.if2‘_y+§-"3]

y+2

" o+ -3+ )
i 1

EJERCICIO 109

Racionaliza los numeradores de las siguientes fracciones:
ix
1. 3 g i 1
3
2 38 g ZSh% 2
2 12x
3
5 42 g XA 13,
i dx
3( 9 5 3
X l6x
4, 9, 14,
Jx %
5 ﬁ 10 3’ 15
2%y bxy

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

V7 16 5% 6y
J7-2 " 10x-12y
5-42
? 1?. ‘JI'__\JE
J3-42 o Yx-3
J3+2 Cx=27
Ja-Jx 9 Ya-23p
-9 " a-8b
G-y n 8O
Jx+2y -y -4
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CAPTULO 11

NUMEROS COMPLEJOS
ﬂlsu‘.imc».
s
]
~l’ los nimeros mpfefos
e - @ En el siglo xvi Rafaello Bombelli fue uno de

los primeros en admitir la utilidad de que los
nimeros negafivos fuviesen raices cuadra-
das. Fue el primero en escribir las reglas de
suma, resta y producto de los complejos.

@ En 1777 el matemdtico suizo leonhard Euler
simbolizé la raiz cuadrada de =1 con la

letra i [por imaginario), infrodujo la forma binémica i = -1 y con él

definitivamente se infroducen los imaginarios a la matemdtica,

© Gauss, en su fesis doctoral de 1799, demosird su famoso tecrema fun-
damental del dlgebra: todo polinomio con coeficientes complejos fiene
al menos una roiz complejo, vy establecié en 1831 la interpretacion geo-
méfrica de los complejos: x + yi = [x, y).

© Ofros #érminos que han sido usados para referirse a los nimeros com-
plejos son: “sofisticados” por Cardano, “sin senfido” por Néper, “inex-
plicables’ por Girard, “incomprensibles” por Huygens e “imposibles”
[diversos autores).

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)
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Aicesra,

Nomeros imaginarios

El conjunto de los nimeros imaginarios surge de la necesidad de obtener la raiz cuadrada de un nimero negativo para
lo cual se define como unidad imaginaria: i = =1,

Ndmero imaginario puro

Se denomina asi a los ndmeros de la forma &i donde b es un nimero real y b # 0.

Ejemplos
Las siguientes cantidades son nimeros imaginarios puros:

2, 4i, %s‘, J3i

En los siguientes ejemplos se ilustra cédmo obtener nimeros imaginarios puros:

Q Verifica tus resultados en la seccdén de soluciones correspondiente

EJEMPLOS .
R: |, ®#:Obién el resultado de: v-25.
tg f Soluciéon
Ll
Se expresa el radicando como: =25 = 25(=1) y se aplican los teoremas correspondientes de radicales:
V=25 = [25(=1) =/25 V-1 =51
Se sustituye =1 =i para obtener:
V=25 =5-1=5i
(735
2 ®+-;Cudlesel resultado de 2- \'——?
Solucién
Se aplica el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior y se obtiene como resultado:
25 5
2- |-— 1—2—— =2-=j
‘Jlﬁ \} J6 4
EJERCICIO 110
Re presenta las siguientes raices en términos de la unidad imaginaria i
1. /=16 5, /625 9. =125 13, 3+ -36
2, J-36 6. -8 10, /=162 14, 2- =112
J49 50 2 2. X
3. V49 7. /=50 11, 5 15, ats —45
4, J-121 8. -54 12. —145- 16. %-%J-ﬂ;s
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Cariuio 11

Nimeros complejos

uma y resta
Para realizar estas operaciones se suman o restan los coeficientes de i

ai+bi-ci=(a+b-c)i

EJEMPLOS o
'ﬁ- 1 ®e#-Efectia la siguiente operacién; +—-36 +4+-9,
i§' ! Solucién

Se obtienen los nimeros imaginarios puros:
V=36 =.[36(-1) =61 =6i J99 = Jo(-1) =3/~1=3
Se remplazan los mdicales y se realiza la operacion para obtener como resultado:
V=36 +4\/-9 =6i +4(3i) =6i +12i= (6 +12)i=18i

2 ®@e-;Cufl es el resultado de: V=5 + %J-eu -%J—m?

Solucién
Se expresan las raices en términos de la unidad imaginaria;
J=5 = /5(-1) = /5i J—45 = [37.5(-1) =35; J=20 = 27 .5(-1) =2./5i

Se sustituyen los niimeros y se realizan las operaciones:
2 1 2 1
w'l'—_.s +§\|'—45 —E\J—Eﬂ = J§I+§(3\E\!]— E(Zu’rgl’]

=/5i + 23/5i —=/5i
=(J3+2v"§—\f'5]i
=2/5i

3 ®e-Determina el resultado de: %ﬁ+§ﬁ—%\f—1§.

Solucién
Se extraen las raices, se multiplican por los coeficientes y se realiza la operacitn para obtener como resultado:

1 2 1 L e Lo vo B B85
EJ-_4+§J-_9-§J-ﬁ_E{z.]a,g(s;]-g{s,]_ug.-g;

A ®+-Realiza la siguiente operacién: /=72 + V=48 — V=162 - /=300,

Solucién
Se expresa cada uno de los radicales en términos de la unidad imaginaria;
J=72 =36 2 -1 =642 =48 = 16 .3 -\=1 =4./3i
J=162 =/81-2 -1 =92i J=300 = \100-3 -/=1 =104/3i

(continia)
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Aicesra,

(continuacidn)
Se sustituye y se procede a efectuar la operacitn:
V=72 + =48 = =162 = =300 =62i +4+/3i =9/2i -10,/3i
=621 -92i +4+/3i - 10/3i
=(6v2-9+2)i+(443-103) i
=-3./2i - 6/3i
=(-3v2-6v3) i 0 =-3(v2+23)i

Finalmente, el resultado de la operacién es: (32 ~613) i 0 =-3(v2+2\3) i

EJERCICIO 111

Efectiia las siguientes operaciones:
1. V9 +3J4 8, %J—H+%J—m—%\f—12
2, J-16+J25-J/9-a 9, %ﬁn#—%J—mu
3, V4 -3/-1+4J-9-5/-16 10. 13—,/(9)(4) +4+-25 -20i
4. 3J-1 —%d'—fﬂ +J=9 11, v=x* +x/=0 —+/-16
5. 54 +4-150 -+/-24 12. /=18x" +x+/=8Bx = 5x/=2x
6. 3J-2+2J-8--32--18 13. 3/-6561+Y-256

16 s 5 ,
7. J=1B+=75-J-98-./-12 14, g-2ox +ox Yex

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Potencias de i
Se obtienenal elevar la unidad imaginaria i = /=1 a la enésima potencia, conn € N,

i =i it =(\=1) =1 P=iti=li=—i it=i"i"=(-1)(-1) =1

Para las potencias mayores que 4, los resultados son equivalentes a los anteriores; con el fin de poder determinarlos,
la potencia se descompone de la siguiente manera:

4

i"=i""*=i* con n=dm+k

Donden, myke N, ademis n >4y k<4
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Cariuio 11

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Nimeros complejos
EJEMPLOS =
1, ®#-;Cudl es el resultado de i'*?
| Solucién
S
La potencia i se representa como sigue:
J’IS _J:m =J--lr_3]r+l
Se aplica la formula anterior y se obtiene:
‘IS _‘--lt_'s}-t-l =\‘l =i
Por tanto, se deduce que: i =i
2 ®+-Obiénel resultado de: i®+2i° "
Solucién
Se obtienen los valores de las potencias de i:
I-E =l..|{!}+z . ,;'2 =1 ig =l..||{z}+| =J" = I-II =J"“{2}+3 _ 8'3 o
Al sustituir estas equivalencias y realizar las operaciones se determina que:
P42 =" =142 (=) ==142i+i=-1+3 .,
EJERCICIO 112
Desarrolla las potencias y simplifica las operacianes:
1' J-I-i gr 21.” +3.-2I _iS
2. J-I5 1(]» !-55 _'!-SI +I-TI
3. 3™ 11, @ -2i" +i% -3"
4, 12, '
5. 13, i +i" +i° +i"+..+i"" sines impar
6. 2°+3i° 14. i*+i" +i" +i" +..+i"" si nes par o impar
T =P +i" 15. Halla el resultado de: i+i" +i° +..+i'"
B, i'+i*=3i" +4;° 16, Verifica la siguiente igualdad: i"*' +i""* = —i" +i"*'

Multiplicacién y division
Para realizar estas operaciones, los radicales se tienen que expresar en términos de i, posteriormente se aplican las
siguientes formulas:
ol =tlgip., 2 =yl
b Vb

o
Para nimeros imaginarios la operacién =2 -v=2 #,[(-2)(-2) ,ya que Va-vb=va-b y ::—%= \'Ig sélo son
verdaderas sia y b son positivos,
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EJEMPLOS o
1 ®¢ Determina el resultado de: \/%J—_fl

i Solucién

-

Se expresan las raices en términos de i, para después realizar la operacidn:
[ — (3) 6, 3 3
_— —4= —i 2' = == —1 = ——
V16 3 =geegl—s
2 ®e Efectia el producto de: =9 /=28 - f—;,

Solucién
Se expresan las raices en términos de i, s realiza el producto y el resultado es:

V-9 ../-28. ‘% =(3i](2~ﬁi](%i]= 1297 . _ 12(=i) ==12i

Ni i
=25
3 ®e-Efectia 7:.
Solucién
Se obtienen las raices:
V=25 =/25(1) =25 . J-1=5i V4= Ja(-1)=Va-J1=2i
Se sustituyen las equivalencias y se determina que:
V25 _sis
JEA U 3

48 + /=75 —/-147
V-12 :

A ®#:Obtén el cociente de:

Solucién
Se simplifican los radicales, se realiza la divisién y se obtiene como resultado:

V=48 + 4575 - V2147 _ 43i+53i-73i _243i _
12 2./3i 2.3i

1

.| =2
5 ®e«-Simplifica la siguiente expresién: '—?2'—}1

=i
Solucién
Se sustituyen las equivalencias de cada potencia y se simplifica:

P#f-2041 (1)-2(-1)+1 14241 4 2

i=i (=i)=(i) =2i =24

262



Cariuio 11

Nimeros complejos
EJERCICIO 113
Realiza las siguientes operaciones:
1, 349 1, Y12
V=75
e 1 Y864
J-4
3, V3-JA-V5 g, Aot
4100
" lﬁ] 3“,_—9) 1 J=5+ =45 +J=20
2 3 V=125
5, —\n"—l J——-J 15, (V=8+ V=18 —\=50)+ =32
6. f-— {-— 16, (i* +i°)+(1-i)
1
24 v—ﬁ(3\|"—_4.+2u'r—_9] 17, ————
i=2i+1
l-n L'!-EW-I-Z
8. J-18(V=2+-3) |
i
g m 19 'l'l+z +in—2
! »Jg : "'Hlll-nz—!n—S
. .2 P ] =101
i, ¥ 20, I l,,“,:"'“_g.;q
iy P+ +i i
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Nomeros complejos
Se forman por una parte real y una imaginaria.
Son de la forma z = a + bi, con g, b € R, donde:
= Re(z) parte real y b= Im(z) parte imaginaria
Un niimero complejo se representa de las siguientes formas:
forma rectangular o binomial forma cartesiana
z=a+bi z=(a.b)
z=a z= (a,0)
z=bhi z=(0.b)
EJEMPLOS .
], ®s-Representa en forma cartesiana los nimeros complejos: z,=— 4 + 5i, z,=2i, z,= 8.
S Solucién
i Forma cartesiana
Z,==4+5i 5=(-4,5)
=2 5,=(0,2)
=8 z=(8, 0}
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Aicesra,

Solucién
Forma binomial
z=03,-1) g =3=i
zz:(il {]} zzzi
z,=(0, -3) z,=-3i

2 ®s-Representa en forma binomial o rectangular los siguientes nimeros complejos: z,= (3,~1),z,= (2,0) yz,= (0,-3).

EJERCICIO 114

Representa los siguientes nimeros complejos en su forma binomial o cartesiana, segln sea el caso:
1. 243i 7. (0,-2)
2. (-15) g —L
3
3. Ti 9. (30)
2 5 2
4, == 10, 5—=i
3 4 s
5
3 5=2§ 11, | —.,—8
' 5-2)
6. (l,—ﬁ] 12, 1-§
2 7

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Suma vy resta
Sean los niimeros complejos z =a +bi, w =¢ +di
Se define:
z+w=(a+c)+(b+dli=(a+c,b+d) z=w=l{a=-c)+(b=-dli=(a=c,b-d)
EJEMPLOS .

1. ®#-Sean los nimeros complejos z =2 +3i y w=—4 + 6i, realiza; (z+ w) y (z - w).
tE f Solucién
Ll
Se aplica la formula para la suma y la resta, para obtener;

Z4w=(243) +(—4+6)=(2+(-4))+ (B +6)i=—-2+9i
2-w=(243)—(—-4+6)=(2—-(-4)+(3-6)i=6-3i

2 ®e-;Cuélesel resultado de (4 — 2i) + (=3 +4i)?
Solucién
Se aplica la formula de la resta y se obtiene:
@=-2D+(-3+4) =4+ (-3 +(-2+Di=1+2i=(1,2)
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Nimeros complejos

3 ®e-Efectiia la siguiente operacién: (— 5, — 4) - (- 6, 1).
Solucién
Se representan ambos complejos en su forma rectangular y se realiza la operacidn:
(=5, -4)-(-6, )=(-=5-4i) - (-6+)=(-5-(-6)+(-4-1)i=1-5i

Este resultado también se representa como (1, — 5}

3 4 1
| T lve: | =+—i =2 =1
A ®s-Besyelve (2+31)+( ,3]

Solucién
Se expresa el segundo sumando en su forma rectangular y se efectia la suma:

AN oI a2 (B ) 2:Y,
(E+§J]+(—1§J_(2+31)+[ 2+3;) (2 2]+[3+3]1
BT R W

1 5 15
10111 5 1 " _—
Por consiguiente, el resultado es ey u( 2 3]

Multiplicacién por un escalar
Para efectuar la operacién se multiplica el escalar por la parte real e imaginaria del nlimero complejo como lo indica

Ia siguiente formula:
cla+bi)=ac +bei
EJEMPLOS o
1. ®#-Realiza la operaci6n: 3(2-5i).
§  solucin

Se realiza la multiplicacion de 3 por ambos elementos del niimero complejo:
3(2-5i)=3(2)-3(5i) = 6-15i

Por tanto, el resultado de la operacitn es: 6—15§

2 ®+-Obiénel resultado de: 3(7—4i)-2(-3+2i).
Solucién
Se realiza el producto de los escalares por los nimeros complejos:

3(7-4i)-2(-3+2i) =((3)(7)~(3)(4)i )+ ((-2)(-3) +(-2)(2)i)
=(21-12i)+(6-4i)
=(2146)+(-12-4)i
=27 -16i
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Aicesra,

3 iy 1
3 @9, Cudles el resultado de 4—{2—5i]+5[3+§i]i'

Solucién
Se multiplican los coeficientes, se agrupan los términos semejantes y se reducen:

%{2-5ﬁ]+%{3+%i)=G(2]+%(‘5"]]”[%(3]*’%&;]]
()31
=(-§+ §]+(—l4'§+ :li]l
7

=3_E;

7
Por consiguiente, el resultado es: 3— Ei

EJERCICIO 115

Resuelve las siguientes operaciones:
L (32)+(7.-1)
2. (-2,5)-(-35)
3. (L-3)+(-3-2)
4. (0,-6)-(-5,0)

(4 1] (3 1)

5- Pl + S
o 4’6
'

6. 111]_(11_1]
L3 2 3 2
(50)+(-3)

v _;u u!__

U e

8. (v2,-3)-(0, 2)
9, (x-@,ﬁ]—(ﬂ, ﬂ]

10, Siz=2+3i y z;,=5-4i, encuentra z +z,

11, 8izy=3-2i y =3+ 2i,obténz, +z,

12, Sizy=4-5i y z,=4 - 5i, encuentra z, — z,

13, Siw=3-4i y w, =2+ Ti,realizaw, - w

14, Siz=1=i,z,=1+i y z,=i,encuentraz, —z+z,

1
15, Sig=7-3iy = 4—51' .calcula z, + z,

16, Siz=2-3i,z, =10i y z,=2+3i, realiza z+z, -z
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Nimeros complejos

17, Sig = -;-—-éi ¥,= (%,%],cncucntrazﬁz,

y 1:. 55, 1 .. 1 ;
18, 8ig = E+Ea, 2= 5—31 ¥z,= I—El,ubténz.—{zﬁzs}

19, 8iz=1-i,z,==2+5i y z,=1+3i,encuentraz, =z, + z,
20, 8i z;=3-2i, z,=-4-i, ¥y zz=-2-3i, jcuvdl es el resultado de 2z, — 3z + 2,7

1 2
21, Siz=T+4i,z,=6-2i y z,=-3 - 3i, Efectda: z, - Ezﬂ"'EZS

22, 8i g =%—%i, zg=4—§i, ¥ z3=1+§i. Efectiia: 4;—%!.1 +5z,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién
Sean los mimeros complejos z=a + bi y w= ¢ + di, se define el producto como;
z-w={(a+bi)(c+di)=(ac —bd) +(ad +be)i

EJEMPLOS
1. ®+-Realiza la siguiente operaci6n: (3 — 2i)(—4 + 5i).

P I Solucién
Se observa que: @ =3, b=-2,c=—4 yd =35, aplicando la definicion se obtiene:

(3 = 20)(— 4 +5i) = [3}- 4) = (=2U(5)] + [(3)5) + (-2)}(—H]i
=(=12+10)+ (15 +8)i
==2+23] o {(-2,23)
2 ®e-Hallael resultado de: (2 — 5i)(2 + 5i).

Solucién

Se identifican los valores
a=2 b==5 ¢=2 d=5

Se aplica la definicién: (ac — bd) + (ad + bc)i, para determinar que:

(2= 5i)2 +50) = [(212) = (- S + [(2AS) + (- SN
= (4 + 25)+ (10 - 10)i
=29+0i o (29,0)

1 3
3 ®e;Cul es el resultado de (E+3i][2—§1')?
Solucién
Al aplicar la definicién se obtiene:

()e-)

(B0}
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Aicesra,

(confinuacidn)

EJERCICIO 116

10,

11,

12,
13,

14,

15.
16,
17,

18,
19,
20.

21,
22,

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente

6.

Efectia las siguientes operaciones:
1;

(3 - 4i}-3-2i)

2, (2,31, - 1)
3,
4
5

2,003,2

»(1=i2, - 1)
; {1+21‘]z

(/5.65)(5.5)

Siz= [%,%J yw= (2,3), determina z-w

. Siz= (3_1;\5] y 5= (0.+/2) ,efectia z-z,

Siw=6-2 y w =3i encuentra w-w,
Siz=(4,-1) z= (2,-3) yz,= (-1, 1) obtén z,(z+3z,)

Siz=1-3 w= (%,U] y v =2 + i, determina z{w—v]

13
Siz=(12) z,=(2.0) yz,= (E,E],cmwn‘m z-7, -4z
Si z=1 - 3i, determina z*
: 21 2
Siw=[-Z,—|.ef
iw ( 3 4] efectia w
Siz=3+2i y z,=1-3i, encuentra (Zr?,z]z

Siz=1+i yw=1- i realiza z*-w’
S8iz=2i-3, w=1-2i y v=4+3i,realizala operacin: 2z—3w+v

2
Siz=6-3i, z,=4+2i y z,=%—__—21', determina: (%zﬁ%zz—ﬁzg]

Prueba que si z=a + bi y w=a — bi, entonces z-w = Re(z)" +Im(z)’
Prueba que siz = 1+i y z;=1-1i entonces z"-z," = [Rc(z,]+Rc(zz]:r
Prueba que si w= (1,1) entonces w""= (—1]5{2,0]'cunnpare N

Prueba que si w= (1,1) entonces w'"= (0,2)" con n impar € N
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Nimeros complejos
Divisidén
Sean los i —+b'w—+'ladi'i6n£=ﬂ
complejos z=a + bi, w=x+ yi, iglon. = T
Se define como:
2 _athi _ ax+by " &x—ayl.
W x4 £+y X +y
EJEMPLOS *
8 o s . 6+4i
g_ 1 ®# Realiza la siguiente operacién: 35]
iar Solucion
Se identifican los valores:
a=6 b=4 x=3 y=-35
Se aplica la definicion:
6+4i _[(6)3)+(4)=5)], [@)3)-(6)(=s) ], _18)+(=20) _ (12)-(=30),
3-5i | (3) +(-5) 3y +(-5)° | 9+25 9+25
_ 13—2(]+12+3(]l.
9+25 9+325
2 42,
34 34
1. 21,
= =m—ug—]
17 17
S 6+4i 1 21, ( 121]
el vy T A T A T

4
243"

2 ®e-Hallael resultado de:
Solucién
Los valores de a=4, b=-1, x=2, y=3, sc aplica la definicién:

4-i _ [(4](2]+(-1](3]]+ l(—l](il-(“](?']]j _ (8)+(8) , (=2)-(12),
2+43i (2) +(3)° (2)° +(3)° 4+9 449
3—3_—2—12 i

4+9  4+9
5 =14

B 13

5 14,

4-—j 5 14 5 14
Por igniente, = ———1j ,elcual fi cartesi i
consiguien 23 - 13 131 el cual en su forma iana es [13 13]
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3 ®e-Realiza la siguiente operaci6n: %

Solucién
Se obtienen los respectivos valores;
a=2 b=0 x=3 y==1
Sustituyendo en la definicidn, se obtiene:

2 :[(2](3]+(u]{—l]]+[{U](3]-(2](-1]]i: ( _f-_]+[3_].-= Lé;

3-i (3)° +(-1)7 (3 +(-1)° 10

A ®e-Determina el resultado de: ——

14"
Solucién
Al aplicar la definici6n se obtiene:
i l{ulm+cu(u]+l(nu —(u)(u]i _041 .1-0. 1 1.
1+i () +(1) (1) +(1)° 1+41 141 2 2
Pmtantu,L.=l+li
1+i 2 2

EJERCICIO 117

Efectia las siguientes operaciones:
f g 8 Siz,=3+2 y z,=1-2i,encuentra L
1-2j 2
3=-2§ . . . LG
2. 5 b :3-]- =1 —
3431 9 Sig 2iyz i, realiza =
3, 1__3‘ 10, Siz=1=Tiyw=1+2i, determina &
i W
V2-3i w
L 11, Siz=4-3iyw=1+2i,efectia —
J2+-3; d z
5, 1-242i 19, 8T S Ay A TRl el ealkidod X
V2i z
2 +
6 1 13, Siz,=3—i,zg=1+i}rz3=«.-"§+i,rea]izaz’z—zz
i 3
: —z'f 14, Siz,=2+i,z,=1+2i,z,=3-2i yz,=-2+3i, efectia: 22

—
|
-

Lt
O Verifica tus resultados en la seccén de soluciones correspondiente

Representacion gréfica

Para representar en el plano cartesiano cualquier mimero complejo de la forma z = a + bi, se ubica a la parte realen
el eje horizontal (eje real) y a la parte imaginaria en el eje vertical (eje imaginario).
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EJEMPLOS

Sea el mimero complejo z =a + bi, entonces su representacion gréfica es:

Fje imaginario ¢

N — z=a+bhi
lz=(a b)
|
[
|
I

0 c'; * Eje real

L

“%_ 1. @+ Grafica el siguiente nimero complejo; z =4 + 5i.

-

8  Solucién
1

Se convierte en la forma cartesiana z = (4, 5), y su grifica es:

2 ®e¢-Grafica: z,=-4 -6,
Solucién

sntacién grifica de z:

Eje imaginario
1 =4+5i
| M |
[ I
I
i
| Eje real
0 4

Nimeros complejos

Se ubicael punto ( — 4, — 6) en el plano y se une con el origen mediante un segmento de recta, y se obtiene la repre-

EJERCICIO 118

Grafica los siguientes niimeros complejos:

1. z,==6+5i 5 z,=5-2i
2, %= (3-4) 6. 2= (6.2)
3, &= (-1.-2) 7. w= (1.2)+(-3,-5)
4 z,=—2+4i B ZI= (—4,6]—(1,—3]

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

10,

155

v=(2, 3)(1, -1
1+i

W= —
1 l_l.

w,= (3-1)(20)~(-1-1)

L _(12)-(2-1)
Y (0)
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Valor absoluto o médulo

El médulo de un complejo es la distancia que existe del origen al punto que determina el nimero complejo. Su mag-
nitud estd dada por la férmula:

| z |=|a+bi|= \[[Rza'{z]]2 + [Im{z]T =Jal+p?

¥ su representacion gréfica es:
Eje imaginario 4
Jeimagn z=a+bhi
- I ] z=(a b)
7
|
|
| e =
5 = » Eje real

Propiedades del valor absoluto
Sean los niimeros complejos z y z,, entonces:

1. |z| =0siysélosiz=0
2 |e+z| < |z|+Hz)|

3. |z-z| =|z]-|z|

EJEMPLOS *
1 ®#-Obién el médulo de z=3 - 4i.
| Solucién
Se sustituye a =3 y b =—4en la formula y se obtiene como resultado;

Ejemplos

|z |=|3-4i |=|(3) +(—4)’ =9+16 =25 =5

Hl resultado indica que existen 5 unidades del origen al punto z=(3, — 4)

2 ®e-;Cudles el mddulo del nimero complejo z, = —% - %i?
Solucién
Se sustituyen los valores y se obtiene:

24 (L e

3 ®e-Determina el valor absoluto del nimero complejo z,= (1, 7).
Solucién
Se sustituyen los valores en la formula y resulia que el mddulo de z, es:

|z.|= (1) +(7) =1+ 49 = J50 =252 =52
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4 ®s-Paraz=3+4iyw=2-i prucba que |z+w| < |z|+|w].

Solucién
Se obtiene |z+w|
lz+w] = [(3+4i)+(2-i)| = |5+3i]
= \(5) +(3)
=34
luego,

|z|+|w| = B+4i|+[2~i]

= J(3F +(a) + (@) +(-1)
=5+.5
For tanto, se comprueba que:

la+w] < |z|+|w|

Nimeros complejos

Las magnitudes de los niimeros

complejos en el plano cartesiano se
representan de la siguiente manera;

_‘1{3,4}
e z+w(5,3)

by W

34 <5445
Conjugado
Hl conjugado del complejo z= a + bi, se define como:
z =a-bi
Ejemplos
Complejo
3+7i
-4 -8i
-3
—di

Teorema: seaz =a + bientonces z-z=a" + b

Propiedades
Sean los mimeros complejos z=a + bi y w= ¢ + di, entonces:

oh
LA
=5
#a
#
=
|
I
iNI
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Demostraciones

1. Se determina la suma de los complejos z y w:
z+w= (a+bi)+(c+di)= (a+c)+(b+d)i
Luego el conjugado de z + w se define como;
z+w = (a+c)—(b+d)i

Se desarrolla la operacitn, asociando como se observa y se determina que:

z+w =(a+c)-(b+d)i=(a+c)+(-b-d)i=(a-b) +(c—d)i=z+w
2. El producto de los complejos zy wes:

z-w= (a+bi)(c+di) =(ac - bd)+ (ad + bc)i
Luego, el conjugado de z.w se define como:
z- w = (ac - bd) - (ad + b)i
Se desarrolla la operacitn y se agrupan de la signiente forma:

{ac — bd) — (ad + be) i = (ac — bd) + (—ad = be) i
=lac - (-b)~d)) + (a (—d) + (=b)(c))i
(f —_ba'} (c=di)

— z.w

3. Se determina la suma del complejo z y su conjugado z :

-2z =(a=bi)+(a+bi)=(a+a)+(=b+b)i=2a+0i=2qa
Pero a es la parte real del complejo z, por lo tanto
z+z =2Re(2)

4, Se obtiene la diferencia del conjugado z y el complejo z:

z—2z =(a—bi)-(a+bi)= (a—a)+(=b - b)i =0a - 2bi =— 2bi
Pero bi es la parte imaginaria de z, entonces:
z—z =21Im(z)

5. Se obtiene el valor absoluto de z y se eleva al cuadrado:

2
|2f = (vaz+b2] =a’ +b
Pero si z =a + bi entonces z - z = @ + b° por lo tanto;

|zf =(w4-'a’+.";:’]2 =d+b =z-2
6. Siendo z = a + bi, se realiza la divisidn i obteniendo:

- 53 [R5
a b
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Nimeros complejos

El denominador de cada término es el mismo, entonces se tiene que:

l a—bi

z @+
Pero z =a-biy |z[ =& + b, entonces se obtiene:

z
l2[*

:
z

m

JEMPLOS

L

“§ +
1 ®#:Siz=2+3iyw=~14+i, determina .
i W

Ejemplos

Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos:

=z+w =(2-3D+(-1-N=2=-D+(=3-Di=1-4i
zw=z.w=2=-3)-1=-D==5+i

z+w  1-4i 9 19_

z-w  =S+i 26 26

2 ®+:Siz=—4+iyw=-24+5], determina W

Solucién
Se aplican las propiedades de los complejos y se obtiene:

- 2
z-z | 2]

(wew)(z-z) ~ [2Re(w)]-[2m(2)]

Se sustituyen el valor absoluto de z, el mimero real de w y el nimero imaginario de z:

Hi _ (=47 7_ v
[2Re(n) [ [2m(d] ~ (2] [20)] ~ (9)(2) ~ ®
Se realiza la divisidn:
17 171
B B
Pero %=i - =—i, entonces se obtiene::

W (o) +()
1.
=) =3

L]
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EJERCICIO 119

Encuentra el valor absoluto o médulo de los siguientes nimeros complejos:

1. 243§ 4, 3i 7. %+ 2
2. 5-4i 5 1-2i 8 (v2.43)
3, 4-5i 6. 6-7i 9. (v2,0)
Determina el conjugade de los siguientas nimeros complejos:
13, 5+4i 16. 5i 19. (0,-3)
1 3 2
14. (-5,0 17, =i M, ====j
(-5.0) i 775
15. 1+i 18, (2,1) 21 =246

Sean los nimeros complejos z=2i+1, 2z =4 - 2iy 2, = (5,1) demuestra que:

25, |z+z| < |z|+|a]
2. |z-z| = |z||a|
27. |z +2, +2| £ |z +2,|+el

Mota: Estas demostraciones no se incluyen en las soluciones.

Sean los complejos z=2-3i w=1+i y v=2— i determina:

31 z4w 36. (z:2)=(w-w)
3R, wrv-z-w 37, (v=v)(z+w)
B, zov 38, (z=w)(w=v)
3. wov—z-v 39. ‘:T:
35 (w—w)(v-v) 40, :TE

2. |z-z-z| = |z||z|-|z]

8. [(z,+2,)(2)| = |a+z |4

30. 2-2,|+[z, 2 < |2 |(|z |+ 2])

—

O Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiante
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CAPITULO 192

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

ﬂlSTéRlCA

E,{:D R

. 5 p » n la resefia del capitulo 2 se menciond @
R ~ d-Khwarizmi y su método geométrico para
e\ . resolver ecuaciones de segundo grado,
— = B — | que se conoce como méfodo de completar el
F— h’\ ' x 12 '| cuadrado y consiste en lo siguiente:
2N\ Area =x?+2x+2x+4 Eiamplo
=x’+4x+4

Sea la ecuacion x* + 4x = 45

© Se comienza por constuir un cuadrado de lado x, ABCD, cuya drea
serd x°.

© Se prolonga el lado AB y AD en 2 unidades, resulian 2 recténgulos;

la suma de dichas dreas es 2x + 2x = 4x, que da como resultado el
segundo término de la ecuacién.

© lo figura se completa con un cucdrado de 2 unidades por lado, cuya
drea es 2 - 2 = 4 unidades cuadradas.

@ El érea total del cuadrado es x? + 4x + 4.

© Se suman 4 unidades cuadradas en ambos #érminos vy se resuelve la

ecuacion,
X +dx=45
K+ Ax+4=45+4
X+ 2P = 49

Por fanto, una solucién es x = 5.

=
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Aicesra,

Definicién

La ecuacién de la forma ax’ + bx +¢ =0, donde a, b, c € R y @ # 0, es una ecuacién de segundo grado; al término ax’

se le llama cuadritico, a bx lineal, ¢ es el término independiente y se clasifican de la siguiente forma:

Completas: ax*+ bx + ¢ =0
Ecunaciones de
segundo grado Mixtas: ax®+ bx =0, conc =0

Incompletas:
Puras: ax’+¢c=0,conb =0

Solucién de una ecuacién de segundo grado completa

Las ecuaciones de segundo grado tienen dos soluciones, también se denominan raices.
Existen tres métodos para resolver una ecuacion de segundo grado:

© Completando el trinomio cuadrado perfecto

Para completar el trinomio cuadrado perfecto se suman, en ambos miembros de la igualdad, el cuadrado de la

2
sntfid del G Belcite del Mo el de I Besicié ( % )

EJEMPLOS -

t

1. @+ Resuelve Ia ecuacién: x* + dx+3 =0,
| Solucién
Se dejan los términos en xen el primer miembro de la ecuacidn,

F+ar+3=0 = ¥ +4x=-3

1
Se suma (%] =4 en ambos miembros X +4x+4=-3+4
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x+2)" =1
Se extrae la raiz cuadrada en ambos miembros x+2=+1
x+2=%1
Se despeja a la incognita x==2%1

de la igualdad se obtienen los valores de x,
x==2+1=-10 x,=-2-1=-3
Por tanto, las soluciones o raices de la ecuaciénson: x, =-1o0x,=-3
2 ®e-Determina las raices de la ecuacién: x* — 6x — 27 =0.
Solucién
Se dejan los términos en x en el primer miembro y se procede a completar el trinomio cuadrado perfecto,
¥=6x=27=0 = x"-6x=27

2
se suma (g] =9 en ambos miembros X —6x+9=27+9
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto (x=3)" =36
se aplica rafz cuadrada en ambos miembros, x=3=+,36
x—3==6
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de la igualdad se obtienen los valores de x,
n=3+6=9¢0 x,=3-6=-3
Por tanto, las raices de la ecuacidn son: x,=9o0x=-3
3 ®e-Encuentra las rafces de la ecuacién: x* - 5x - 6 =0,
Solucién
El término independiente se coloca del lado derecho del signo igual y se procede a completar el trinomio cuadrado
perfecto,
¥-5%-6=0 > x*-5x=6
Y 28 25
Se suma | = | ==- en ambos miembros e
2 4 4 4
. _— 5Y _49
Se factoriza el trinomio cuadrado perfecto =5 1T
5 (49
Se aplica raiz cuadrada 'EEi\/Tg
wDp X
T “ud
de la igualdad se obtienen los valores de x,
5 7 2 5.7 12
AT 2 T

Por tanto, las soluciones de la ecuacion son:
xn==lox,=6
4 ®+-Determina las soluciones de la ecuacion x” + 4x + 5= 0.
Solucién
F+dx+5=0 > x'+4x=-5
X +4x+4=—5+4
(x+2)'=-1

x4+2=% /-1

x+2==%j
x==2%1j

de 1a igualdad se obtienen los valores de x, que son los niimeros complejos:
X=—2+i 0 x=—2-i

5 ®+-Resuelve la ecuacién 26 + Tx +3 =0,

Solucién
Se divide la ecuacidn entre 2 y se completa el trinomio cuadrado perfecto,
3
x2+%x+5=ﬂ —>x2+%x=—5
?. 2
— 3
) BRI e : LT
Se suma > —(4)—lﬁcnmnbusm1embrm x+2x+16— 2+16

(contintia)
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(confinuacidn)

1
se factoriza el miembro izquierdo, [H%) =E
; i 7 .5
se aplica raiz cuadrada en ambos miembros. ,r:+E=iE
4 4

1
Finalmente, las raices de la ecuacitn son; H=-30 x==3

& ®e-Determina las soluciones de la ecuacién 35 = 5x+2 =0,
Solucién
Se dividen ambos miembros de la igualdad entre el coeficiente del t€rmino cuadritico, que en este casoes 3,

3 =5x+2=0 > xz—%x+§=ﬂ

En la ecuacion resultante se completa el trinomio cuadrado perfecto y se despeja x.

. 5 .25 _ 2 25
3 37736 3 36

Por tanto, las rafces de la ecuacién son: x, =1 o xz=%

7 ®e-Encuentra las raices de la ecuaci6n 6x" — 11xy + 3y" =0, con y como una constante.
Solucién
Se divide la ecuacidn entre 6 y se completa el trinomio cuadrado perfecto.

n 3 1 3

X=xyp+=9 =0 o X ——xy=—-=

S Irer ol g
1 121, 3, 121,
—_—— e — ) = ——y —
A vre i kv

(x_ﬂ ]’_ﬁ

12°) " 1aa

1 7

e

TRV

Por consiguiente, las raices de la ecuacién son:

7 11 18 3

7 11 4
e f v e s et f o s s

1
127 "1 1F 2 A T T I
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EJERCICIO 120

Determina las raices de las siguientes ecuaciones de segundo grado y completa el trinomio cuadrado perfecto, donde x,
¥, 2y wson variables y a y b constantes.

1. ¥+5c+4=0 11, 2¢ +5c+2=0

2, 6x-27=-x 12, 10w' - 13w-3=0
3. ¥+ 11lx+30=0 13. -3¢ +Tx+6=0

4, y + 10 =6y 14. 36x=13 + 36"

5 w—d0=>3w 15, 4x" + Sbx=-¥

6 -30=13; 16. —32aw - 15" == Tw’
7. ¥=10x+24=0 17. x* +3bx —106* =0

8 ¥ +8=240 18, b’ =bx+30

9 2x+5=-% 19. @'y’ +3aby +2b° =0
10. 3x*=x+2 20. 27ay - 14y’ = 10’

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Férmula general

Deduccién de la férmula general para ecuaciones de segundo grado
Sea la ecuacidn general de segundo grado:

ac’ +bx+c¢=0
La ecuacion se divide entre a,
ey B TR e
a a
El término independiente se coloca O+ P-x:- L
; a a
en el segundo miembro 5 5 P
[
1 trinomi recto, Lo LI .
= completa el trinomio cuadrado perfecto X+ ax+ ol
bY _b'—dac
s factoriza el lado izquierdo, y se realiza la resta [x+2—] i
en el segundo miembro . a
: : b b’ —4dac
= realiza el despeje para x, x+—=%
2a 4a
b Vb* —dae
Xb—=p i
2a 2a
Jb? —dac
r=——t—
2a 2a
+4p =
Se obticne la férmula general x= w

Finalmente, las soluciones o raices de la ecuacion son:

_—b++b —dac . —-b—+b" —4ac

X 2a 0 X, = 2a
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EJEMPLOS *
| @+ Resuelve Ia ecuacién 3x* - 5x - 2=0.
ﬁ. f Solucién
i Se identifican los valores de a, b y ¢ de acuerdo con la ecuacidn dada.
a=3,b=-5¢c=-2

Se sustituyen en la férmula general,
_ =92 (5) -4(3)(-2) 545424 _5+AD 547
- 2(3) B 6 6 6
Para concluir, las raices son;
e my S D
' 6 6 6 6 3

2 ®e-Determina las raices de la ecuacién 2 - 3x =0,
Solucién
De acuerdo con la ecuacién: @ =2, b =- 3, ¢ =0, los valores se sustituyen en la férmula general,

~(-3)£(-3)'-4(2)(0) _3+\9-0 _3+J9 323

2(2) 4 4 4
3+3 6 3 3-3 0
Por tanto, las rafce === A e B ey |
to, s son: X, 2 2 2u,x:I 2

3 ®e-Encuentra las soluciones de la ecuacién x* = 9 =0,
Solucién
De acuerdo con la ecuacion: a= 1, b =0, ¢ = -9, se sustituyen los valores en la férmula general,

_ -0+,/(0)° -4(1)(-9) _-0+\0+36 _+36 oI

* 2(1) 2 2 2

Por consiguiente, la soluciones son: x, =-3 0x,=3
4 ®e-Determina las rafces de la ecuacitn x* + 4x + 5= 0.
Solucién
De acuerdo con la ecuacién: ¢ = 1, b=4, ¢ = 5, los valores se sustituyen en la formula general,

=L (4)-4()(s) _4+16-20 44 —422i

24
2(1) 2 2 2 :
Finalmente, las rafces de la ecuacidn sonm; x, == 2+ L x,==2=|
EJEBCICIO 121
: Emplea la férmula general y encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
; 1 ¥+15=8 3 X +6x=-8 5. 4¥ —20x+25=0 7. ' -2y-3=0
x 2, ¥=x+6 4, ¥-2x-15=0 6, 6+ 13x-5=0 B, X' —6x+2=0
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9 ¥+2%x-5=0 12. 36y - 24y =— 85 15. yz—%ay=ﬂ 18. x’—%=u
10, ¥ -4x+5=0 13, W =5Sw=0 16, ax’ — bx =0 19. a’x*+b* =0
20, a'w' -16=0

11, 4'=—4x-17 14, %z’+%z=0 17. ¥*=25=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiante

Propiedades de los raices o soluciones de una ecuacién de segundo grado
La expresi6n I = b — 4ac es el discriminante de una ecuacién de segundo grado, y permite determinar si las raices
son reales o imaginarias.

1. 5i 7= 0, las mices son reales y diferentes.

2, 8i /=0, entonces las mices son reales e iguales y su valor es; x=- %.

3, 8i <0, entonces las raices son complejas.

EJEMPLOS .
1. ®# Determina el caricter de las raices de la ecuacién 20x’ - x - 1=0.

g | Solucién
Al sustitnir los valores de ¢ =20, b == 1, ¢ = =1 enel discriminante, se obtiene;
I=(-1P7-420) (- 1)=1+80=81

De acuerdo con el resultado I > 0, se deduce que la ecnacitn tiene 2 soluciones reales y diferentes.

2 ®e-Encuentra el cardcter de las rafces de la ecuacién 4y — 8y +7 =0,
Solucién
Al sustituir los valores de a =4, b =— 8, ¢ =7 en el discriminante, se determina que:
I=(-8Y-4(4) (T)=64-112=-48

En este caso I < 0, por tanto, las raices son complejas.

L ]

EJERCICIO 122
Determina el carécter de las raices de las siguientes ecuaciones:
1. ¥-8+12=0 7. X+4x-5=0

2, ¥+6e+16=0 B w'—2w+5=0

3. %x’—4x+—1—§=ﬂ 9, ngz—(ﬁ—ﬁ]y—hﬂ
4, 36° - 60x+25=0 10, ¥ +6x+9=0
5 4’ =3x=0 11, x*—4x+5=0
6. ¥+81=0 12, éf+2x+5=(]

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluclones correspondiente
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Factorizacion
Otra forma de resolver una ecuaci6n de segundo grado es factorizando la expresi6n e igualando a cero cada factor,
para posteriormente despejar a la incognita.

EJEMPLOS *
1 ®+-Resuelve la ecuacién x’ — 7x + 10=0.

! Solucién

Ejemplos

Con la forma x* + bx + ¢ se factoriza el trinomio,
¥ =Tx+10=0
(x=5Xx-2)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacitn,
x-5=00x-2=0
x=50x=2
Por tanto, las rafces de la ecuacién son: x, =5 o x,=2

2 ®e-Determina para x la ecuacién x* + 1lax + 10a° = 0.
Solucién
Se factoriza el trinomio,
¥+ 1lax+ 104" =0
(x+10a)(x+a)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn,
x+10a=0o0x+a=0
x==10a 0 x=-a
Por consiguiente, las rafces de la ecuacin son:x, =—10a 0 x,=-a

3 ®e-Resuelve la ecuacion 6x° — 7x - 3=0.
Solucién
Con la forma ax” + bx + ¢ se factoriza la expresién

ﬁfﬁ 1=Tx-3
6 —Tr=3=0— —o z i ]={]
36x* - 7(6x)-18 _ |

6
(ﬁx—?](6x+2]_u
6
El denominador se descompone en sus factores primos (6 =13 - 2)
gﬁx—'}!gﬁx+2!=n
3.2
Se realiza la simplificacién
(2x-3)3x +1)=0
Cada factor se igunala a cero y se resuelve cada ecuacidn.
2x=3=003x+1=0
Zx=303x==1

3
Por tanto, las rafces o soluciones de la ecuacidn son: x, = ) 0X=—

| =
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4 @+ Determina las mices de la ecuacién 37 + 19x— 14 =0,
Solucién
Se aplica el factor por agrupacién de términos y se factoriza la expresidn.
3 +19x - 14=0
Se descompone 19xen 21x — 2x, 3% +21x - 2x - 14=0
Se agrupan términos y se factoriza 3x(x+ T —2(x+T) =0
Gx=2)x+7)=0
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn.
3x-2=00 x+7=0
2
x:E 0x==7
. 2
Finalmente, las raices son: x, = 3 oxn=-7
5 ®s-Determina Ias soluciones de la ecuacién x* — 3v2 x —-8=0,
Solucién
Se factoriza el trinomio,
¥-3J2x-8=0
(x—4ﬂ](.x+ﬁ]=u
Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn.
x=4J2 =0,0x+ 2 =0
x=4J/2 ox=-2
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son: x, = 42 0x,=- J2
EJERCICIO 123
Emplea el método factorizacion y resuelve las siguientes ecuaciones:
1. ¥=5x-6=0 10, 14" -33x-5=0 19. a** + abx =61
2, F+11x+24=0 11. 208 +3x-2=0 2. z*-\3z=6
3. y-y-20=0 12. 52°=17z- 14 21. x*-23x=45
4 F=x+90 13, 10w =Tw+6 2, x*=7J7x-70
5. —-wW+5S5w—-4=0 14, 145+ 17x-6=0 23, 5y2+%}*+%=(]
2 S 1
6. 3y —11y+10=0 15. - 2%’ =T7x-15 4. X -Fx-e=0
7 3 -x-2=0 16. 6x* + 11bx = 10b° 25, w’-fgw-%ﬂ
8 2y'=4-Ty 17. 2x* + 2a°b" = Sabx
9 3 -6=Tx 18, a'x' = 2ax-3=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Solucién de una ecuacién de segundo grado incompleta

Mixtas

Tiene la forma ax” + bx = 0; para obtener las rafces de la expresién se aplica el factor comin, y una de sus rafces
siempre es cero.

EJEMPLOS -
-ﬁ_ 1 ®#-Determina las soluciones de la ecuacién x* — 5x= 0.
i.§' Solucién
Se factoriza por factor comiin,
X -5x=0
Hx=-5=0

Cada factor se iguala a cero y se resuelve cada ecuacidn de primer grado.

x=0o0x-5=0
x=5

Finalmente, las soluciones de la ecuacidn son:

x=0ox,=5

2 ®e-Determina las raices de la ecuacién (x — 37 - (2x + 5 = - 16.
Solucién
Se desarrollan los productos notables y se simplifica la expresitn:

(x=3)'=(Zx+5"'==16
X=6x+9-(d+20x+25) +16=0
¥-6x+9-4¥-20x-25+16=0

-3’ -26x=0
Se aplica factorizacién por factor comin,
x(-3x-26)=0
Se iguala a cero cada factor.
x=00-3x-26=0
-3x=26
x= —E.ﬁ..
3

Por tanto, las raices de la ecuacidn son:

26
x,=0ox,= g
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EJERCICIO 124
Encuentra las raices de las siguientes ecuaciones:
1, ¥ +6x=0 6. 7x' —5x =0
x=9 3 x*
. 4x2—3x—ﬂ T T+E—?—ﬂ
3. 5x-x'=0 B (y+4Y=(d-y)(4+y)
x+4 B
4, irz+1x—ﬂ , x+—2—4—_x
5. ¥-x=0 10. S(x+3) -5 -D=xF+73-x)-1

g Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Puras

Son de la forma ax”+ ¢ = (0, para obtener sus rafces o soluciones se despeja x o se factoriza la expresion,

EJEMPLOS .
] ®@#-Resuelve la ecuacién x* =9 =0,
i. Solucién
T Se realiza el despeje para obtener los signientes valores de x,

¥-9=0 - ¥=9-x=+/9
x=13

Portantox, =3 0x,=-3

2x=3 -2
2 ®e-Encuentra las soluciones de la ecuacién :_3 =%.
Solucién
Se eliminan los denominadores y se simplifica la expresi6n,
2x_—33=% - X=-3Nx-D=(x-2)x-3)
o o 2% -2 -3x+3=x"-3x-2t+6
2 =22 =3 +3 -+ +2-6=0
¥=3=0
= despejaa x, ¥=3
x=13

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacitn son: x, = V3 ox,=- V3

3 ®e-;Cuiles son las rafces de la ecuacin 4x° — 1=0?
Solucién
Se factoriza la expresitn como una diferencia de cuadrados, se iguala a cero cada factor y se despeja x.
4x*-1=0 — (2x-1)(2x+1)=0
2x-1=0:2x+1=0
1 1

X, =E 0X, =_E
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A ®9-Encuentra las soluciones de la ecuacién ¥ + 4 =0,

Solucién
CHd=0F¥=-4x=+/-4
x=x2
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacitn son:
x,=2Ziox,=-12i
5 ®e¢-Encuentra las soluciones de la ecuacién 2x” + 162 =0,
Solucién
27 +162=0— 2¢¥ == 162
X =-81
Se extrae raiz cuadrada a ambos miembros x =+/-81
x=%9i

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son:

x=—Y%o0x,=9

EJERCICIO 125

Determina las raices de las siguientes ecuaciones:
¥=4=0

1-x'=0

w=100=0

F-192=0

4y’ -12=0

16x'—a’' =0

257" -36=0

135 =(2y +3) (2y - 3)

(w+ 2)(2w = 1) = (w=2)}(w +5)+ 15

Lol U

x—1= x-3
x=2 2x-3

()

3
12, 2+ W=3

13, ¥+16=0
14, w+25=0
15, ¥+1=0

-
=

—
=
L)
—
—

(]

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones correspondiente
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Existen diversos problemas cuya solucitn se obtiene al plantear y resolver una ecuacidn de segundo grado.

La suma de dos niimeros es 18 yla de sus cuadrados es 180, ;cudles son los nimeros?

Solucién
Primer niimero: x
Segundo nimero; 18 - x

Ecuacidn:

¥+ (18=x"=180

X+324=36x+x" = 180=0
2 -36r +144 =0
¥-18c+72=0
(x-12)x-6)=0
x=12=00x-6=0
x=12ox=0

Finalmente, tenemos que los nimeros son 12y 6

al dividir entre 2

se resuelve la ecuacidn

se factoriza

cada factor se iguala con cero

En ¢ segundos la altura &, en metros sobre el nivel del suelo, de un proyectil est4 dada por la ecuacién i = 80r— 5¢°,
cudnto tardard el proyectil en legar a 320 m sobre el nivel del suelo?

Solucion

Con la ecuacién h = 80f — 5¢°, se obtiene la aliura del proyectil en cualquier instante.
Para determinar el tiempo que tarda el proyectil en tener una altura de 320 m, este valor se evaliia en la ecuacin

dada, es decir:

h=80¢ —5¢*
320=807-5¢°

Se obtiene una ecuacion de segundo grado, la cual se resuelve para ¢

320 = 80¢ - 5¢°
50 -80r+320=0
£-16t+64=0
(r-8)’=0
t-8=0
=8

se iguala con cero
se divide entre 5

se factoriza
se extrae raiz en ambos miembros
se obtiene el valor de ¢

por tanto, el proyectil tardard 8 segundos en estar a 320 m sobre el nivel del suelo,

Determina las dimensiones de un recténgulo, si su perfmetro es de 280 m y su drea es de 4 000 m",

Solucion

X base) + 2(altura) = perimetro
2x + 2(altura) =280
x + (altura) = 140
altura =140 — x

-

140 = x

1

]
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El drea de un rectingulo es el producto de la base por la altura:
Area; x(140 - x) = 4 000
Se resuelve la ecuacitn de segundo grado,

(140 = x) =4 000
140x - ¥ - 4000=0

—x" +140x - 4 000 =0 al multiplicar por - 1
¥ - 140x + 4000 =0 se obtiene una ecuacitn de segundo grado
{(x—40)x— 100y =0 se resuelve la ecuacidn y se obtiene:
x=40=00x-100=0
x=400x=100

De acuerdo con lo anterior, las dimensiones del rectingulo son 40 y 100 metros.

4 A partir de una pieza cuadrada de hoja de lata, se desea construir una caja con base cuadrada y sin tapa, quitando
cuadrados en las esquinas de 2 ¢cm por lado y doblando hacia arriba los lados; si la caja debe tener 98 cm’, jcudles
son las dimensiones de la pieza de hoja de lata que debera usarse?

Solucién
Se construye una figura con los datos que se proporcionaron,

El volumen de la caja es:

V = (Alto)}{Largo){ Ancho)
V=2(x - 4)(x — 4) = 2(x — 4)" = 2(x* — Bx + 16) = 2x" — 16 + 32, entonces
V=98 = 2x" - 16x + 32, se obtiene una ecuacién de segundo grado.

Se resuelve la ecuacion;

2¢ — 16x+32=08
2 - 16x+32-98=0
2¥ - 16x-66=0 se divide entre 2
¥ -8x-33=0 se factoriza
(x=11)}x+3)=0

Los valores son: x = 11 0 x ==3, la longitud de los lados de la hoja de lata no pueden ser negativos.
Finalmente, la longitud del cuadrado es de 11 cm por lado,

5 Un comerciante comprd determinado niimero de pelotas con $720 y vendié algunas, excepto 18, gand $6 en cada
una, Sabia que con el dinero de la venta podria haber comprado 3 pelotas més que antes, calcula el precio de cada
pelota.
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Solucién
Precio de compra de cada pelota: x
Niimero de pelotas: =
x
Precio de venta de cada pelota: x+ 6
Total de la venta: (T—ig—lBJ(x+ﬁ]
720
Niimero de pelotas compradas con el total de la venta; —+3
x
720
Cmtudelacumpradcﬂpclutasnﬂs:x(7+3]
Ecuacion:
[E—IB](J:MS] = x(EHJ
X x
x x
(720 -18x)(x +6) _ x(720+3x)
x x
720x +4 320 - 18x" —108x = 720x +3x’
21x" +108x -4 320 =0 al dividir entre 3
Tx' +36x —1440=0
Se aplica la férmula general,

L ~(3) +(36)' -4(7)(-1440) 36+ /41616 _-36+204

2(7) 14 14

Entonces, las soluciones son:

L oT36-204 240 120 - -36+204 168 _

o 12
: 14 14 7 i 14 14

Las rafces de la ecuacitn son; x,=—% o x, =12 , pero el precio de un articulo no puede ser negativo, por
tanto, el precio de cada pelota es $12.

EJERCICIO 126

*

M A

Resuelve los siguientes problemas:
1. Encuenira 2 niimeros enteros que sumen 42 y cuyo producto sea 405,
2. Encuentra 2 mimeros naturales que su producto sea 360 y el cociente del mayor entre el menor sea % .
3. Encuentra 3 mimeros consecutivos impares, cuya suma de sus cuadrados sea 83.

4. Encuentra 3 nimeros enteros consecutivos pares, cuya suma de sus cuadrados sea 596,
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13,
14,
15.

16,

17,

18,

19,

21,

22,

Q Verifica tus resultados en la seccén de soluciones cormespondiente

10,

I1.

12,

26
. La suma de un nlimero y su reciproco es 5 Halla los niimeros.

1
La suma de 2 nimeros es 25 y la suma de sus reciprocos es E.Emuentralusnﬁmem.

Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m” de su parcela; dicha propiedad es rectangular y colinda con un
rio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué dimensiones tiene el terreno si el propietario dispone de 450 m de
cercal

La base de un trifingulo es 3 veces su altura. Su drea es de 150 m’, ;cuflles son las dimensiones de la base y la altura?

Encuentra la longitud de los lados de un tridngulo rectdngulo, cuya superficie es de 6 m”, perfmetro de 12 m e hipo-
tenusa de 5 m,

Se desea construir un recipiente, sin tapa, de fondo cuadrado y lados rectangulares, con una altura de 6 m, si el material
para el fondo cuesta $800 por metro cuadrado y el de los lados $1 200, ; cul es el volumen que se puede obtener con
$128 0007

Determina las dimensiones de un rectdngulo cuya altura es % de su base y su drea es de 972 cmt’,

Alejandro tiene 4 afios més que Alfredo y el cuadrado de la edad de Alejandro, aumentado en el cuadrado de la edad
de Alfredo, equivalen a 8O afios. Encuentra las edades de Alejandro y Alfredo.

El cuadrado de un niimero disminuido en 13 equivale al exceso de 50 sobre el doble del niimero. Determina dicho
niimero,

En cierto parque de la Cindad de México se desea plantar 195 drboles, de tal manera que el niimero de éstos por fila
exceda en 2 al niimero de filas, Determina la cantidad de filas, asi como el niimero de drboles por fila.

Un productor de conservas en almibar desea envasar su producto en una lata cilindrica, cuya altura es de 8 centimetros
ysu volumen de 128 7 cm’. Encuentra el radio de la lata.

Mario va a construir una caja sin tapa, cuyo volumen debe ser de 312 cm”; utilizard una ldmina rectangular en la cual
cortard cuadrados de 2 centimetros por lado en las esquinas, Si €l sabe que Ia superficie total de la hoja al quitar los
cuadrados es de 256 cm’, ; cudles son las dimensiones de dicha hoja?

La edad actual de Ricardo son trece medios de la edad de su hijo, el proximo afio su edad serd igual al cuadrado de
Ia edad de su hijo disminuido en 9 afios. Determina la edad actual de Ricardo.

Un famoso jugador de béisbol lanza una pelota verticalmente hacia arriba, tan fuerte como le es posible. La altura que
alcanza la pelota después de 7 segundos la determina la ecuacién h = 40r — 8r", ;Cudnto tiempo le llevard a la pelota
regresar al suelo?

En f segundos la altura A en pies, sobre el nivel del suelo, de un proyectil estd dada por la ecuacién h = 240¢ — 167,
jcudinto tardari el proyectil en llegar a 900 fi sobre el nivel del suelo?

Dos llaves llenan un depdsito en 6 horas, jcudnto tiempo necesitaria cada una, por separado, para llenarlo si una tarda
16 h més que la otra?

Una persona gasté $2 000 en regalos, obsequié 30 asus familiares y amigos, el resto los vendid y gand $10 por regalo.
Una vez vendidos todos los obsequios, se dio cuenta de que podia comprar la misma cantidad inicial de regalos y 5
mis. ;Cuil es el costo de cada presente?

Encuentra las longitudes de los lados de un tridngulo rectdngulo, si su perimetro es de 24 unidades y su drea es de 24
unidades cuadradas.
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CAFTUIO 12

Ecuacicnes de segundo grado

Funcién cuadrdtica

La funcién cuadrdtica es una funcién polinomial de la forma y = ax” + bx + ¢, donde @, b, ¢ y xR con a #0

Andlisis de una funcién cuadrdtica

1. La funcién cuadréitica representa una pardbola, la cual puede ser céncava hacia arriba o hacia abajo, depende del
coeficiente del término cuadritico.

1

. La funcién toma su valor méiximo o mfnimo en el punto [_%140{;‘25'

. 8i @ >0, entonces la pardbola es cdncava hacia arriba y su vértice representa el punto minimo de la funcién,

. 8i a <0, entonces la pardbola es cincava hacia abajo y su vértice representa el punto méximo de la funcidn.

. Sila gréfica interseca al eje X en 2 puntos, éstos se conocen como soluciones o rafces de la ecuacién ax’ + bx +¢ =0;

], el cual se llama vértice de la pardbola.

Lh fa L b2

si es tangente, la ecuacién ax” + bx + ¢ = 0 sélo tiene una raiz cuyo valor es —%,mcasudcquclafumidnm
interseque al eje de las X, entonces las raices no son reales.

EJEMPLOS .

-é 1. ®+ Grafica y =¥ + 5x — 6 e indica las raices.

. Solucién

Se realiza una tabla con un mimero suficiente de valores para x,los cuales se sustituyen en la funcidn,

[l

Tabla de valores

X ¥y —6\—5
=H 0 ; X
-5 -6
-4 -10
-3 =12
_5 _4

2 4
-2 -12
-1 -10

0 -6

1 0

La paribola corta el eje de las X en los valores x==6yx=1
Por tanto, las raices son: x=-6ox=1

2 @+ Encuentra las coordenadas del vértice, las raices y traza la gréfica de la pardbola: y = ¥ - 4x + 4.
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen en la férmula,
a=1,b==4,c=4

Se observa que el valor de g es mayor que cero, entonces la parfibola es cncava hacia arriba y su vértice representa
un punto minimao,
Para determinar las coordenadas del vértice se utiliza la férmula

b dac-b*
Y| —
[ 2a  4a ]

(continda)
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(confinuacidn)
Al sustituir los valores en la férmula se obtiene:

[{_:]]’4 AU -veo

Se realiza una tabla con un niimero suficiente de valores para x, los que se sustituirdn en la funci6n,

Tabla de valores ¥
x ¥
—_ 9 8
5
4
3
2
1

La paribola interseca en un solo punto del eje de las X, es decir, la pardbola es tangente al eje X.
Por tanto, la raiz de la ecuacidn es x =2

| [ b O -
R = I T = T Y

3 @+ Determina las coordenadas del vértice, las rafces y traza la grifica de la pardbola; y = — ¥ + 2x — 4
Solucién
Se identifican los valores de a, b y ¢ y se sustituyen enla férmula,
ea=-1b=2c=-4
Se observa que el valor de aes menor que cero, enfonces la paribola es concava hacia abajo y su vértice representa

un punto miximo,
Las coordenadas del vértice son:
i E 3 x 2
b gac=p?) _ [ (2) 4(-1)(-4)-(2) _v(1, -3)
22’ 4a 2(-1) 4(-1)
Se realiza una tabla con un mimero suficiente de valores para x, que se sustifuyen en la funcidn.
Tabla de valores =
d ¥
=2 -12
-1 -7
0 = "
1 -3 3
2 | -4 b
3 -7
4 -12 7
B
La pardbola no interseca al eje X,

Por consiguiente, las raices no son reales

L ]
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EJERCICIO 127

Encuentra las coordenadas del vértice y determina las raices de las siguientes funciones:

1 y=2¢"-8x+6 6. y=x"-2x+1
2 y==2+2x+12 7. y=x"=4x+13
3 y=xX-x-20 8 y=10x-25-x
4. y=x'+dx-3 9. y=-9-x

5. y=xX'+2x+5 10. y=2x"-6ix

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

+ PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar la solucidn dptima (miximo o minimo) de un problema, es necesario plantear una funcidn cuadraitica;
la abscisa del vértice representa el valor que optimiza a la funci6n y la ordenada el valor Gptimo.

1 Encuentra 2 mimeros cuya suma sea 20 y su producio sea maximo,

Solucién
Primer niimero = x
Segundo nimero = 20 —x
Producto = (x} (20 —=x)
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (20 - x) = 20x - x°
La grifica de la funcidn representa una pardbola cincava hacia abajo, entonces el vértice serd el punto miximo;
esto significa que el valor de xen el vértice dard un valor médximo,

__b__ 20 __w0_.
e ) 2
Si xes 10, entonces el valor de 20 —x,es 10
Por tanto, los valores son 10y 10

2 Un granjero desea cercar un terreno rectangular y dispone de 320 m de alambre, ;qué dimensiones debe tener el
terreno para que su drea sea méxima?

Solucion *

Se determinan las dimensiones en términos de una variable,
2 (base) + 2 (altura) = perimetro 160 —x
2x + 2 (altura) = 320
x + (altura) = 160
altura = 160 = x

x

El drea es el producto de la base por la altura, se hace el producto y con esto se obtiene la funcién A(x).

A(x)y=x(160 - x)
A(x) = 160x - x°

La ecuacién representa una pardbola concava hacia abajo, por lo que el vértice serd el punto miximo; esto
significa que el valor de xen el vértice dari un drea méxima,

Se deduce que las dimensiones del terreno son 80 metros de largo por 80 de ancho.
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Encuentra dos nimeros enteros cuya diferencia es 12 y cuyo producto sea minimo,
Solucién
Primer nimero; x
Segundo nimero: x + 12
Producto = (x) (x + 12}
Se obtiene la funcién P(x) = (x) (x + 12) = + 12x
La funci6n representa una pardbola céncava hacia arriba, entonces el vértice serd el punto minimo; esto significa
que el valor de xen el vértice dard un valor minimo,

b (12) 12

X e Ee——— =—ﬁ

2a 2(1) 2

Sixes —6, entonces el valorde 12 + x,es 6
Por tanto, los valores son6y — 6

EJERCICIO 128

10,

O Verifica tus resultados en la seccén de seluciones correspondiente

Plantea funciones cuadraticas y resuelve los siguientes problemas.
3

2.
3
. Se quiere cercar un terreno rectangular con 220 metros de alambre. Encuentra las dimensiones del terreno para que

Encuentra 2 niimeros cuya suma sea 100 y su producto sea méximo,
Encuentra dos nimeros enteros cuya diferencia sea 20 y su producto sea minimo.
La suma de 2 niimeros es 40, ;cudles son los nimeros si la suma de sus cuadrados es un valor minimo?

su drea sea mAXima,

. Se arroja una pelota con una velocidad de 96 pies por segundo, la altura s que alcanza en un tiempo f lo determina la

siguiente ecuacién; s = 967 — 327, Calcula la altura méxima que alcanza.

. De una hoja rectangular de 76 cm de perimetro se cortan cuadrados de 2 cm por lado para construir una caja sin tapa.

Determina las dimensiones de la hoja para obtener el volumen méximo.

Una editorial vende a los expendios de revistas una publicacién cientifica a $60 el ejemplar, y cada 50 ejemplares que
excedan los 500, el precio de venta disminuye $2, ;cuéintos ejemplares extras debe adquirir un expendio para que la
editorial tenga un ingreso miximo?

. Una jugueteria vende x pelotas a p pesos con p = 150 — 4x, el costo de produccién de x pelotas es C = 70x — 2x°,

Determina el nimero de pelotas que debe vender la jugueteria para obtener una ganancia médxima,

Un fabricante de kipices distribuye a las papelerias 30 cajas con 100 Iipices cada una a un precio de $0.80 por lipiz,
y por cada caja que exceda las 30 el precio de venta disminuye en 2 centavos por ldpiz. ; Cudntas cajas debe vender
d fabricante a las papelerias para obtener ingresos miximos?

Un trozo de alambre de 100 cm se parte en dos trozos, un de ellos se dobla para formar un triingulo equilitero, y el
trozo restante se dobla para formar un cuadrado, jcomo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
trifingulo y cuadrado sea minima?

Relacién entre las raices de una ecuacién de segundo grado

Entre los coeficientes y las raices de una ecuacion de segundo grado existen dos relaciones, la suma y el producto.
Sean las rafces de la ecuacién ax’ + bx +¢ =0

_—b++b"—4ac —b—+b" —4ac

O gy =
2a * 2a

X
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Suma de raices

Ch o dae bt e b Jb’—4ac+(—b—\fb’—4ac]
2 ¥ 2a - 2a

_—b+Vb —dac-b-b'-dac 26 _ b

x|+&=

2a 2a a

Entonces, la suma de las raices es:

X, +X, w2
i
Producto de raices
———3 2
S BSOS e ) L )
1 2 {zalz {Ea]z
_M il E
- 4a* 4a® a
Por tanto, el producto de las raices es:
‘xl nxz e
EéI'EMPI.DS .
'g_ ] @+ Halla el valor de 1a suma de las raices de la ecuacién ¥ + x— 6 =0,
2. ! Solucion

Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuacitn y se sustituyen en la férmula,
a=1b=1,c==6

J‘.',+.J&:z=—!3 Comprobacién
a
1 Las rafces de la ecuacitn son: x, =—3,x,=2
kel X +n=—-3+2=-1

Por consiguiente, x,+x,=-1

2 ®e-Encuentra el valor del producto de las raices de la ecuacién x” — 6x +9 =0,
Solucién
Se determinan los valores de los coeficientes de la ecuaci6n y se sustituyen en la férmula,

a=1Lb==6,c=9

xox=S Comprobacisn

a

9 Las raices de la ecuacidén son: x, =3, x, =3
XXy = T =9 (x,)x,) = (3x3) =

Por tanto, x,-x, =9

L ]
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EJERCICIO 129
Determina el valor de la suma y el producto de las raices mediante la relacion entre ellas.

1 4 -9=0 6. X' +4x+3=0

2 ¥=-25=0 7. —-x+x+12=0

3. ¥-x=0 B 2¢%+x-1=0

4, 37 +8x=0 9. 9 +2Tx+14=0
5 ¥-5x+6=0 10. x* + Tax +12a° =0

Q Verifica tus resultados an la secdén de soluciones correspondiente

Deduccién de una ecuacién de segundo grado dadas las raices
Sean x,, x,, las raices de la ecuacién ax’ + bx + ¢ = 0, entonces
ntn=-byx-x=c
Por tanto, la ecuacién es:

XHbx+e=0- 3" —(x+x)x+(xx,)=0

EJEMPLOS o
l. ®# Determina la ecuacitn de segundo grado, silas raices son: - 3, 5,

E | Solucién
o Se determina x,, x,, ¥ se sustituyen en la férmula.
x==3ox,=5
x=(x +x,)x +(x,-x,) =0
x* —(-3+5)x+(3)(5)=0 se simplifica
x'=2x-15=0
Por consiguiente, la ecuacién es; x* —2x—15=0
2 ®e-Encuentra la ecuacién de segundo grado, si las raices son: 1 —4i, 1+ 4i.
Solucién
Se determina x,, x,, y se sustituyen en la férmula.
n=1l=diox,=1+4i
X7 = (2 4x; )x +( 3, x,) =0
x* = [(1-4i)+(1+4i) Jx +[(1- 4i)(1+4i) ] =0

Se simplifican las operaciones x=2x+17=0
Finalmente, la ecuacion es: x* —=2x+17=0

3 ®e-Determina la ecuaci6n de segundo grado, si sus raices son: %, %
Solucién ,
1
Se sustituyen en la férmula x, = b=
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x*=(x, +x,)x +(x,-x,) =0

1. .22 1 2
el ea)ls)
xz+-§=x——%-=ﬂ se multiplica por 20
20 20

20x7 +3x-2=0

0

Por consiguiente, la ecuacitn es:
20x* +3x-2=0

EJERCICIO 130
Determina la ecuacidn de segundo grade, que tiene como raices los valores dados.

3,=3

-7.0

4i, —4i

4,1

-5-3

. —2+5i,—-2-3i

- Y N

oo
|
I
I
I

9. b,-3b
10. 2a, 5a

a Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones con radicales

En este tipo de ecuaciones se recomienda despejar de la expresidn un radical, que se eleva al cuadrado 1a ignaldad para que
se genere una ecuacion de primero o segundo grado; en caso de que existan dos o més radicales, se repite lo anterior,

EJEMPLOS .
-ﬁ. 1. @+ Resuelve la ecuacién Vx—5 -4=0.

i ! Solucién

L

Se despeja el radical y se elevan ambos miembros al cuadrado:
Vx=5=4 - (Vx=5)" =(4f »x-5=16>x=16+5
x=21
2 ®e-Resuelve V3x —dx+1=x+1,
Solucién
Se elevan ambos miembros de la ignaldad:

(m]z =(x+1)°

(continda)
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(continuacidn)
Se realizan las operaciones y se simplifican los términos

3 —dx+1=x"+2x+1
' —dx=x" =2x=1+1=0
2x*—6x=0

Se obtiene una ecuacion de segundo grado y se factoriza para resolver:

2x(x—3)=0
2x=00x=-3=0
r=00x=3

Por tanto, las soluciones son: x=00x=3

3 ®e-Resuelve la siguiente ecuaci6n: Jr+3+5x-1=4.
Solucién
Se despeja uno de los radicales,
Jx+3+5x-1=4 5 Jx+3=4-5x-1
Se elevan al cuadrado ambos miembros,
(Jm]’ =(4- u'r.*m:——l]2 Sx+3=16-8+5x-1 +(~f5ﬁr

x+3=16-85x-1 +5x-1
x+3-5x+1-16==-8B+/5x-1

—dr-12=-85x-1
se divide por — 4, x+3=25x-1

Para eliminar la raiz, de nuevo se elevan al cuadrado ambos miembros,

l[x:+3]’=(2wf5:‘:—1]z X +6x+9=4(5x-1)
X +6x+9=20x—-4
X-14x+13=0
(x=13)x-1)=0
x=13=0 o0 x-1=0
x=13. o0 x=1

Se sustituyen los valores que se obtienen en la ecuacion dada; si la igualdad no se cumple o se obtienen radicandos
negativos, entonces la solucitn no se admite.

Comprobacién
Six=13 Six=1
VI3+3+,/5(13)-1=4 143+, 50)-1=4
JI6 +J6d =4 JA+Ji=4
4+8=4 2+2=4
1224 4=4

Por consiguiente, x = 13 no es solucidn, finalmente, x = 1 si es solucidn.
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EJERCICIO 131

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1. Jx-5=2 10. V3+x+v2x-1=3
2. V1-x=3 1. Jx+5-Jx-3=2
3, J2x-4-3=0 12. Jx+3-Bx+1=-1
4, J9-x=x-3 13. 2+4/x=+/16x+5
5 T=x+Jx-1 14. JIx+6-Jx+3=1
6, V2x+5-x=1 15, Jx+1=+4x-3-1
7. 2x=5+4-x 16, V2-x+1l+x=5
8. x+2+x=10 17. VI-x+1+x=42
9, Jax+13+2x=1 18, Jx+Jx+1=3+10

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sistema de ecuaciones cuadrdticas

Geométricamente este tipo de sistemas de ecuaciones se generan cuando se intersecan una recta y una curva con ecua-
cifn cuadritica (circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola) o dos ecuaciones cuadriticas; la solucién que satisface
ambas ecuaciones son los puntos de interseccitn,

Procedimiento para la resolucién de un sistema de ecuaciones cuadréticodineal
con dos incognitas
1. De la ecuacitn lineal se despeja una incdgnita.

2, El valor de la incGgnita que se despejé se sustituye en la misma incognita de la ecuacion cuadritica, y se obtiene
una ecuacion cuadritica con una sola incdgnita.

3. Se obtienen las soluciones o mices de la ecuacidn cuadrética, posteriormente éstos se evalian en el despeje, obte-
niendo los puntos de interseccion,
Ejemplo
— +y =10
suelve el sistema: x+y=2=0
Solucién
Se despeja de la ecuacion lineal x+y—2 =0 una de las incdgnitas,

x=2-y
= sustituye en la ecuacidn cuadrética la incognita despejada y se resuelve la ecuacitn:

¥ +y =10 = (2-y) +y* =10
d-dy+y' +y-10=0
2y —dy-6=0
¥-2y-3=0
(y=-3)y+1)=0
¥y=3 o y=-=1

(continia)
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Se sustituyen los valores de y=3, y=-1en x = 2-y,se obtiene:

Siy=3,x=2=-3==-1siy==-1, x=2=-(-1}=3
Por tanto, la solucién del sistema son los puntos:
(_1! 3});(3!_ 1}

Procedimiento para la resolucién de un sistema de dos ecuaciones cuadréticas

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un nimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lentes, se elimina una de las dos incognitas.

2, Se resuelvela ecuacién de segundo grado que se obtuvo en el punto anterior.
3. Para concluir, las raices obtenidas se evaliian en alguna de las dos ecuaciones originales, para obtener los puntos

de interseccion.
Ejemplo
©+3 =31
Resuelve el {3x’ s
Solucién
Al aplicar el método de reduccidn, se multiplica por 3 la segunda ecuacion,
x*+3y* =31
9x* -3y" = 9
10x° =40

al resolver la ecuacion, se determina que,
x=2 o0 x==2

Estos resultados se sustituyen en cualguiera de las ecuaciones dadas para encontrar el valor de y.
Six=2, y=+3x"-3=3(2)-3=V12-3=8=43

Six=-2, y=y3x-3=3(-2) -3=1/12-3=9=43
Finalmente, las soluciones son;
2.3),(2-3.(-23)y(-2,-3)

Procedimiento para la resolucién de un sistema cuadrdtico mixio

1. Las dos ecuaciones se multiplican por un niimero, de tal forma que al efectuar la suma de las ecuaciones equiva-
lenies, se elimine el érmino independiente.

2. Del punto anterior se obtiene una ecuacidn cuadritica con dos incdgnitas igualada a cero, la cual se factoriza.

3. Cada uno de los factores se igualan a cero y se despeja una de las dos incdgnitas, quedando una en funcidn de la
otra.

4. Los despejes anteriores se sustituyen en cualquiera de las ecuaciones originales, 1o que genera una ecuacion de
segundo grado con una incognita.

5. Se determinan las rafces de la ecuacién de segundo grado y se evalian en su respectiva igualdad obtenida en el
paso 3, finalmente se obtienen los puntos de interseccitn,
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Ejemplo
Resuelve el sistema:

24" —=3ab+b" =15

a =2ab+b" =9
Solucién
Se elimina el término independiente,

3{2a2—3ﬂb+b2=15] 6a° —9ab+3p° =45

-5 (a’~2ab+b"=9) 7 _54> +10ab-5b* =45
a’+ ab-2"=0

La ecuacitn resultante se resuelve para a:
(a+2b)(a-b)=0
a=—2b o a=b
Se sustituye en la segunda ecuacidn y se resuelve para b, y se determina que,
si @ = — 2b, entonces (—2b)" —2(-2b)(b)+b* =9

ob* =9
b==x1

si a=b, entonces (b)' =2(b)(b) +b* =9
029

Para a = b, la ecuacién es inconsistente.
Se calculan los valores de a sustituyendo b=1y b ==1, en la relacitn,

a==2b
Por consiguiente, las soluciones en el orden (a, b) son:
(-2,1)@-1)

EJERCICIO 132

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

P R N O R I I R

¥ —-4y=0 6 W H+wz-7 +7=0
x=y=0 l w=2z-1
f+b = g J b +3a’ =57
a+b=3 " |-a® -3 =3
2=y =9 q 9x* =2y* =1
x+y=0 "] 95" +2y =1
xy=8 a'-b*=-28
g’ 2 2
2x-y=0 a +b" =36
F—xy+y =19 0 a’+ab+b* =49
x-y=2 "1 a®-ab-26=0
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xz+ .x)r——y =42
xz+,xjr+2y =32

a+2 =27

12, 5
b —ab=-6

13.
w +3wz—4=0

a' -2ab-b'=-T

14,
@’ =3ab+b*==5

3w + 2wz +227 =18
ow’ +3wz 422" =24

15,

"|
|
{ W +2wz+2" =4
E
|

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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6m" —6mn+3u’—15 0

+2n =—

el —3pq+q =15
pq+ q =3

105 —151‘3 55" —-10=0

- +—rs——3 ==1

Ba® —6ab— 4b* +80 =0

20 {ab+ﬁa’=lﬂ
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DESIGUALDADES

Thomas Harriof (1560-1621)

I

ngresd a la Universidad de Oxford en el afio
1577, cuando fenia 17 afios de edad.

Fue un excelente astdnomo y el primer inglés
que fuvo un telescopio, ademds, uno de los pri-
meros que observd y hablé de las manchas solares con lo que rompié en
definitiva con la antigua concepcién de la perfeccion solar.

A lo largo de su vida escribié miles de paginas detallando sus estudios
y observaciones en campos fan diversos como la dptica, la quimica, la
balisiica, la asironomia y las matemdticas. Diez afios después de su muerte
edifaron su frafado sobre ecuaciones, en el que se pone de manifiesto su
destreza en la resolucién de algunas ecuaciones de tercer y cuarto grado.

En este fratodo de dlgebra se dan algunas novedades en la notacion, Una
de ellas es el empleo de los signos menor que y mayor que empleados en
la actualidad. Muchos matemdticos, por fanto, le han afribuido la paterni-
dad de los signos < y >,

Thomas Harriot (1560-1621)
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Definicién
Es la relacién de orden que existe entre dos cantidades y se representa con los simbolos menor que (<) y mayor

que (>).
Dada la expresitn 3x — 2 < B, donde xes una variable, su solucin es enconirar el conjunto de valores que la sa-
tisfagan, si esto ocurre recibe el nombre de conjunto solucién de la desigualdad.

Ejemplo
Verifica cudl de los siguientes elementos del conjunto {=3, 2, 4, 5}, son soluciones de la desigualdad 3x -2 < 8,
Solucién
Se sustituye cada valor en la desigualdad:

Para x = -3

3(-3)-2<8

-9-2<8
=11<8 Desigualdad verdadera
Parax=2

¥2-2<8
6-2<8
4<8 Desigualdad verdadera

Parax=4
3(4)-2<8
12-2 <8
10<8 Desigualdad falsa

Parax=35

3(5)-2<8
15-2<8

13 <8 Desigualdad falsa
En este ejemplo los valores que hicieron verdadera la desigualdad son soluciones de la expresidn,

Propiedades de las desigualdades
Seana, b,c €R.
1. Sia>byb>c,entoncesa>c

2, Sig>b,entoncesa+c>b+cya—-c>b-c

3. Sia>byc>0,entonces ac>bcy ,E:'}%

; a b
4. Sia>byc<0, entonces ac<bcy E-r:;
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Tabla de desigualdades
Desigualdad Intervalo Gréfica 1 Gréfica 2
x>a (a=) O > - fi ‘
a [ a o0
x<a (—e=,a) -4 o -4 3
— e a - a
xZa [a, =) & - - i
a e a oo
x<a (—e=,a] . -4 - j};

acx<h {a b) —H—— a:: :b

B it
a<x<h [a bl —ﬁ— "13‘ _lb
< e —— ‘: = |
a<x<h {a b] = B a =
asx<b [a b) _a_g— a]: :b
—wa o X0 (—ee, o) —1.5 a .:v

Mota: (g, &) es un intervalo abierto, [a, b] es cermado y (@, b] o [4 b) semiabierto o semicerrado.

Desigualdad lineal con una variable

Para determinar el conjunto solucién de una desigualdad, se procede de la misma manera como en una ecuacion
lineal: se despeja la variable y se toman en consideracion las propiedades de las desigualdades.

EAEMPL‘US *
-é_ ] @+ Resuelve la desigualdad 6x — 10 > 3x +5.
2 ’ Solucién

Al despejar x se agrupan todos los términos que contengan la variable en uno de sus miembros, y los términos inde-
pendientes en el otro, finalmente, se simplifica.

6x—10>3x+5 = 6x-3x>5+10
Ix>15 se divide por 3
x::-E
3
Por la propiedad 3, el sentido de la desigualdad no cambia x>5

La desigualdad x > 5, tiene la forma x > a de la tabla, por tanto, el intervalo que representa el conjunto solucitn
es (5, =<), y su representacién gréfica es:

—_

5 oo
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2 @+ Determina el intervalo y grafica el conjunto solucién de la desigualdad: 2x — 6 + 3x > R 421,

Solucién
2x=6+3x=8r+21 — 2c+3x=-Be=21+6
=3 =27
Por la propiedad 4, el sentido del signo de la desigualdad cambia
27
xS_—3
x==-9

es { —eo, =9 ] y su representacion gréfica es:

#
— oo _g
3 @s-Determina el conjunto solucién de 3< 1"5‘3 <7.
Solucién
Se multiplica la desigualdad por 5, para eliminar el denominador,
3£h:5—_3<7 = (35 =2x=3<(T5) = 15=2x-3<35 - 15+3<2<35+3

Se suma 3 a cada extremo de la desigualdad 18 <2x < 38
Se divide entre 2 todos los miembros %Si—x-:%
Por la propiedad 2, el signo de la desigualdad no cambia 9=x<19

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por tanto, el intervalo solucién es [9, 19) y la gréfica es:

e e——
9 19
4 ®s-;Cuil es el intervalo solucién para la siguiente desigualdad 4% 5
Solucién:
2=-3x
4> >=2 =5 H(M>2=-3x>-2(7T) - 28>2-3x>-14
Se resta 2 a cada miembro 2B-2>-3x>-14-2
26>=-3x>-16
o ; " : 26 -16
Se divide entre — 3 y se cambia el sentido de la desigualdad —3<x<—
AR
3 3

La desigualdad tiene la forma a < x < b, por consiguiente, el intervalo solucidn es:
&
33
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5 ®e-Determina el conjunto solucién de (5x + 2)* — 2x > (S5x — 4)(5x + 4).
Solucion
Se desarrollan las operaciones indicadas.

(Gx+27 -2x>(Sx=-4) (5x+4) = 257+ 20x +4 -2x> 25" - 16
25x" +20x — 2x— 25x" > - 16 — 4

Se agrupan los términos y se simplifican

Se divide entre 18 y se simplifica 18x>-20
=20
Por la propiedad 3, el signo no cambia Ty
Por la propiedad 3, el signo no cambia xb—%
Finalmente, resulta que el conjunto solucion es el intervalo (—% ,m)
EJERCICIO 133
Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:
S5 2. 1
1. 12x—4>Tx+11 21. Ex—g}zx 10
S5=-x x-17_x Tx-3
2 -3 g e et i
x+9>Tx 3 2 i B
3 lx—-5<x-9 M, -T<dr+1<13
4 4x-2=12x+6 24, -6<2x-3<4
5 2x=1>2T7+6x 25 -B=<3x+1==-2
6, x-9<8 -1 26, -=10<x-1<=2
7 x—4+6x<10x-7 27. =11<3x=-2<7
B. 3x+7-2r>dx-3+2x 28 -15=x+8<-2
9 06c+34<84+0.1x 29, -5<3x+1<13
10, 4x-3)-8<5-x 30, B—x<5x+32<x+36
11, 16x+(5-x)>30 31. =100<0.1x< 10
12, (8x+ 1)(x=7)2(2x = 3){dx+5) 32. ¥ +2<xX+5x<x+3
13, x(x+ 12) > (x = 4)° 33, -1-:5%"5?
2x=-3
14, (de+ 1)(2x-2)>8Bx(x + 5) M, —6< <2
15 2oy 15, act=2
16. —5—%:»11—31: 36. —5£2;3"‘52
y=1 3y=2 4=x
17. —=2< 37. 2«—— <6
7 > 3 7. 2< 3 <
1 [ | 5 5 3
18, —+—x<=x—-= 38, 0<6- —x <
T3 A g
1 1 1
s W e <x--<
19 2J(: 4=-9 3x 4=x 3 9
20. £—EEE-JHz _}x_—l}l
3 7 3 5 9

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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Desigualdad cuadrética con una variable

Méiodo por casos

Para encontrar el conjunto solucidn, se factoriza la expresidn cuadrdtica, la expresidn que se obtiene se divide en casos,
a los que se hace un andlisis de signos, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Determina el conjunto solucién de la desigualdad x” + x — 6 < 0.,

Solucién

Se factoriza la designaldad y se analizan sus factores:
(x+3)(x-2)<0

El producto de los binomios es negativo, entonces existen 2 casos:

Casol Caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x-2>0
El conjunto solucidn de cada caso resulta de la interseccion de los intervalos que se obtienen al resolver las des-
igualdades que dan origena cada caso.
Solucién del caso I Solucién del caso IT
x=2<0 y x+3>0 x+3<0 y x-2>0
x<2 y x>-3 x<=3 y x>2
(==2)n(=3.) (=o=3)n(2.20)
A—)
O i A—) O——
||||||||||||| I T T O T T A I
T T T rrrrrri
—e =3 0 2 ea -0 =3 o '3 e
(B)n(-=2) = (-32) (~o.=3)(2,) =

La unitn de los intervalos es el conjunto solucidn de la desigualdad.
(-32)up=(-32)

Para concluir, el conjunto solucién es el intervalo: (-3,2)

Método por intervalos

Se factoriza la expresion cuadrética, después se buscan valores que hagan cero a cada factor, entonces los valores se
indican en la recta numérica y se forman los intervalos a analizar,

Ejemplo
Resuelve la desigualdad x* — 5x — 6> 0.
Solucién
Se factoriza la expresidn cuadritica,
x=6)(x+1)>0

Hl conjunto solucién son los valores que hacen el producto positivo,
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Se buscan los valores que hacen cero a cada factor,

x—6=0 x+1=0
x=6 ¥ x=-1

Los valores son 6 y — 1, se localizan en la recta numérica y se forman los intervalos,

{=oey=1) (=1,6) (6,00)
< — ‘-!.‘ it é —
-0 21012 34 5 6 T v

De cada intervalo se toma un valor cualquiera, el cual se sustituye en los factores para determinar los signos de
éstos. Posteriormente, se multiplican los signos para tomar como solucidn el intervalo o los intervalos que cumplen
con la desigualdad dada.

Para el intervalo [= es, =1)
Se toma el valor de x = -4 y se sustituye en cada factor:
(-4-6)(-4+1)=(-10)(-3)=30
El producto es positivo (=) (=) =+
Para el intervalo (-1, 6)
Se toma el valor de x =0y se sustituye en los factores:
0-6)0+1)=(-6)(1)=-6
El producto es negativo (=) (+) =—
Para el infervalo (6, =)
Se toma el valor de x =7 y se sustituye en cada factor:
(T-6)(T+1)=(1)(8)=8
El producto es positivo (+) (+) =+
El intervalo solucidn es la unidn de los intervalos donde el producto es positivo, es decir,
(== = 1)U(6, =)

Oxra forma de resolver una desigualdad cuadrética mediante intervalos, es construir una tabla que indique los signos
msuliantes de cada factor y el signo resulia del producto de dichos factores.

Ejemplo
Resuelve la desigualdad x* — 25> 0,
Solucién
Se factoriza la expresién cuadrética,
X¥=2520
(x+35)(x=5)=0

Se buscan los valores que hacen cero a cada factor.

x+5=ﬂ x—5=
x=—5 x=
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Los valores que hacen cero al producto son x =5 y x =— 5, entonces los intervalos que se forman son:

(el [=35,3] [5, =)
< e B == ‘—P

Signo de x - 5 ~6-5=-11 0-5=-5 6-5=+1
Signo de x+5 -6+5=-1 0+5=+5 6+5=+11
Signo del producto (x - 5) (x + 5) (-)N-)=+ (-X+)=- (+X+)=+

El conjunto solucidn son los valores que hacen el producto positivo o cero.
Por tanto, el conjunto solucitn es (— ==, — 5] [5, =)

Eijemplo
Resuelve la siguiente desigualdad: 6x° < Tx +3.
Solucién
Se acomodan los términos en uno de los miembros y se factoriza la expresién cuadréitica.
' <Tx+3 = &' -Tx-3<0
(Zx -3)3x+ 1) <0
2x-3=0 3x+1=0

b3 |

x=

Entonces los intervalos que se forman son;

33

Para x =1
Signo de 2x— 3 - - +
Signo de 3x + 1 - + +
Signo del producto (2x-3)(3x+1) (-X-)=+ (-N+)=- (+)M+)=+

f 3
El producto es menor que cero, entonces el intervalo solucitn es | —— —J
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Método grdfico

En las siguientes graficas la parte sombreada representa al conjunto solucién de las diferentes desigualdades cuadréticas,
Ia linea continua representa un intervalo cerrado y la linea discontinua o punteada indica que el intervalo solucidn es
abierto, éste se determina al encontrar las raices de la ecuacitn de segundo grado.

figura 2

1 i
1 [
' il
] r
' i =
J-'] X + X
LY
vax0y
\l\. r

ax’ +bx+c20 — (—eo,x, [U[x,.00) ax® +bx+c>0 = ( —oo,x,)JU(x,,%)
figura 3 figura 4
\ ; g
II'-. a=0 /| N
Jn\_/l’: i L
ax’ +hx+e<0 = [x.x,] a’ +bx+e<0 x,,x,]
‘ figura 6
a<l "'.J:2 ' 11' 12;
'| 1: 11‘
ax’ +hx+c20 = [x.x,] ax* +bx+e>0 - (x.x,)
figura §

figura 7
¥ %
- - o \‘
- 5 5
VR y \
r
1
a<0 1 a< %

acl+br+e<0 — {_m’xl]U[xz,m] ax +bx+e<0 — (— m,x,]u{xz,m]

Los valores de x, y x,son las rafces de la ecuaci6n cuadrética ax’ +bx+¢=0 con x,<x,

m

JEMPLOS w
] @+ Determina por método grafico el conjunto solucién de la desigualdad x* +2x-820.
Solucién
Se determinan las raices de la ecuacién x* +2x —8 =0, por cualquier método, por ejemplo factorizacién.
(x+4)(x-2)=0

Ejemplos

(continda)
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(continuacidn)
Después, cada factor se iguala a cero y se obtienen las raices:
x+4=0—=2 x=—4yx=-2=0 = x=2
Por tanto, las raices son; x, = -4, x,=2, ya que x, < x,
La desigualdad tiene la forma ax’ + bx + ¢ 20 de la figura 1, con a positivo; la férmula que representa el conjunto
solucion es: (— ==,x, JU[ x,,)
Finalmente, el conjunto solucién es: (—ee, —4]U[2,e0)

2 ®e-Resuelve por método grafico la desigualdad —3x" >2x-1.
Solucion

Se acomodan los términos, —3x* —2x+1>0, se determinan las raices de la ecuacién —3x” — 2x+1=0, las cuales son:
1

= =- L = -

xl xz 3

Ia desigualdad tiene la forma: ax™ + bx +¢ >0

1
De la figura 6 con a negativo, entonces el intervalo es: ( x,,x, ), conx,=-1lyx,= 3
Por tanto, el intervalo de solucidn es:
1
(-+3)

.

EJERCICIO 134
Determina el conjunto solucion de las siguientes desigualdades por cualquier método.

1. =x*+9>0

16-x 20

25-x <0

¥-36>0

x=3=0

- +5x<0
-2¢ + 8 <0
¥=x=-20>0

2¢ - 5x-3<0

6’ -Tx-3<0

, X4+ +6>-2+2

, (2x+5) (x=-2x-12
(Bx=-Dx+ S < ldx -8
14, (x-3)2x+1)=0

LR A L

i e e —
L o e R =

0 Verifica tus resultados en la seccén de soluciones correspondiente
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Desigualdad racional

En este tipo de desigualdades se analiza el signo del numerador y del denominador, para obtener el signo del cociente,
segiin sea la desigualdad dada.

<0,
x—6

-g_ 1 ®+ Resuelve la desigualdad 5 2
' Solucién
En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la division sea negativa, como lo indica la desigual-
dad, es necesario que el denominador sea negativo, es decir:

3x-6<0 = x<2

Por tanto, el intervalo solucién es { — e, 2 )

4

>0,
S5x-2

2 ®o-Resuelve la desigualdad
Solucién
En el primer miembro el numerador es positivo, entonces para que la divisidn sea positiva es necesario que el deno-
minador sea positivo, es decir;

2
5x=2>0 =2 x> 3

Por consiguiente, el intervalo solucidn es (%m]

Método por casos
La desigualdad dada se transforma a otra, la cual se compara con cero y se analizan los signos del cociente.
EJEMPLOS .
1. @+ Determina el conjunto solucién de ﬁzz.
i. } Solucién
L
Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realizan las operaciones indicadas:
-2 1 —2x- g
B gag o XAxH) g xe2em2,, L mam2,, 32,
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

Al aplicar la propiedad 4 de las desigualdades, la nueva desigualdad a resolver es:

x+2 _,

x+1

En un cociente el denominador debe ser distinto de cero, entonces €ste representa un intervalo abierto; en este
ejemplo el cociente es menor o igual a cero, entonces existen 2 casos.

Caso I Caso I
x+1<0 x+1=0
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Solucion del caso I

x+1

Six + 1 <0, entonces, por la propiedad 4, al multiplicar
por (x + 1) se invierte el signo de la desigualdad.

La solucitn es la interseccidn de los intervalos,
x+1<0 = x<-1 = (-o0,-1)
x4+220 = x2-2 = [-2,e)

(=om=1)n[-2.2)

x+2
[—x+1){x+1]:_=u(x+1] e >
A —)
x+220 I S T B
| I | ] I I
= ca -2 =10 1 2 oo
(-oo-1)n[-20) = [-2.-1)
Solucidn del caso IT
x+2 <0 La solucion es la interseccion de los intervalos.
x4+l

Six+ 10, entonces por la propiedad 3, no se invierte el
signo de la designaldad al multiplicar por (x + 1).

(T‘TL;]{“'I]E 0(x+1)

x+2<0

x+1>0 = x>-1 = (=Lee)
x4250 - x$-2 - (—e0,-2]

(-L=)n(-w-2]

e O e
1 | 1 1 1 |
1 I | | 1 1

— = -2 -10 1 2 o0

(c=-2] (L=

Hl intervalo de soluciones es la unién de los intervalos resultanies en cada caso.

[-2.-1)ug=[-2,-1)

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [-2,-1)

1 2

2 ®e-Resuelve la siguiente desigualdad —— > ——

2-x x+1
Soluciéon

De acuerdo con la desigualdad, existen 4 casos, los cuales se indican de la siguiente forma:

CasoL
2-x>0y x+1>0

Caso II
2-x>0y x+1<0

Caso IIT
2-x<0y x+1>0

Caso IV
2-x<0yx+1<0
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Solucion del caso I

8i 2-x>0 — x<2 - (-,2)

Six+150 - x>-1 = (-1

Se multiplica la desigunaldad por el producto (2 - x)}(x + 1),
d cual es positivo, entonces, el sentido de la desigualdad
no cambia de direccidn,
1 2
—_— 7= - Yo IEY
z_x(i x]{x+l]_x+1{2 x)(x+1)
1(x+1)22(2-x)
x+1=4=-2x
x+2x=4-1 — 3x=3

x21 = [Les)

La solucion del primer caso es la interseccion de los 3
mtervalos.

(~1=) A [L=) A =2

——
O——

O

] 1
1
2

]
[ I
-1 0 1

La solucion es:

(=, 2)  (=1%) A [Le) = [1,2)

Solucién del caso IT
§i 2-x50 — x<2 — (=c0,2) La solucitn del segundo caso es la interseccitn de los
Jintervalos,
Si x+1<0 = x<-1 5 (-=,-1)
i o (1) A (=sil] A Em D)
Se multiplica la desigualdad por el producto (2 - x)(x + 1),
el cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad g o
cambia de direccion, E —— "
1 2 ———+t1
—i{2- 1)=—(2- 1
2 08 < mx)(xs1) NLEF P
1(x+1)=2(2-x) g
wiled La solucitn es:
x+2x=d-1 — 3x=3 {_.,.,,_1]
x<1 = (=oa1]
Solucidn del caso IT1

5i 2-x<0 — x>2 = (2,=)

8ix+150 - x>-1 = (=1,)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 — x)(x+ 1),
el cual es negativo, entonces el sentido de la desigualdad
cambia de direccion.
1 2
—_— 22— [p— e
E—x{z x](x+1]_x+1(2 x)(x+1)
1{x+1) £ 2(2-x)
x+1S4-2x

x+2x=4-1
3x<3

x<1 = (=oo,]]

La solucidn del tercer caso es la interseccion de los 3
intervalos

(2) A (=1) A (=o1]

La solucidn es:

(2:%) A (-122) A (==1]= 0
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Solucién del caso IV

8i 2-x<0 — x>2 = (E,m] La solucitn del cuarto caso es la interseccidn de los 3
intervalos

(2.) A (=w=-1) A [L)

Si x+1<0 — x<-1 = (=eco,—1)

Se multiplica la desigualdad por el producto (2 = x) (x + 1),
d cual es positivo, entonces el sentido de la desigualdad

e——
o cambia de direccidn, f—)
O—
! (2 1::22](1] IIIIII
—{2- == (2- +
E—x( x]{x+] x+1( T - =2 -1 0 1 2 e
1{'“1]22{2_'1-] La solucidn es:
x+1=24-2x
x+2x=4-1 {ﬂ,w] 'n {—Bﬂ,—l] M [l,w] =g
3xz23

x21 = [Les)

La unitn de los intervalos es la solucidn de la desigualdad,

(=eo-1) U [L2) UPpUP= (=e,-1) U [12)

Método por intervalos

Consiste en encontrar los valores que hagan cero al numerador y al denominador, para determinar los intervalos y
realizar el andlisis de signos, como se ilustra en los siguientes ejemplos,

EEMPLOS -
1
®e- 1 i
g' II e 2x+3{x—2
oy Solucién
Se agrupan los términos en un miembro de la desigualdad y se realiza la operacidn indicada.
3 (1 3 1 4 30(:-2)-(2x+3) ,  x-6-2x-3
2x+3 x-2 2x+3 x=2 (2x+3)(x-2) (2x+3)(x~2)
x=9

(2x+3]{x—2]{n

Se determinan aquellos valores que hacen cero al numerador y al denominador, para obtener los posibles intervalos
que dardn el conjunto solucidn,

3
x=9=0 - x=9 ’ 2x+3=0—>x=—§ 3 x=2=0 - x=2

El denominador debe de ser diferente de cero, por consiguiente, para x=—g y x=2,los intervalos son abiertos y
parax =9, es cerrado, entonces los intervalos que se van a analizar son:

{-w,_%] {-%,2 l (2.9] [o.=)
Q—HL'|—|—|—i I l —
o -_2'% 0 2 4 6 9 o0
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Desigualdades

x-9 (=l () (-) {+)

S T Ar i e i T e ————— ==
90 de G AN 2) (=) ST R (+)(+) ESTES Al
‘ x=9 ; i . 3
] - . S— 1 —oo, —=
i TR < 0, entonces el intervalo solucitn de la desi es ( 2] ui(2,9]
3-x)(x7+2
2 ®e-Resuelve la desigualdad MEU.
i (x=5)(x+3)
Solucién
Se buscan los valores que hacen cero los factores, con estos valores se construyen los intervalos que dan origen al
conjunto solucidn de la desigualdad.
Para el factor (x" + 2), Para el factor (3 —x), 3—x=0—>x=3
x+2=00x"==25x=,/-2 Para el factor (x = 5), x=5=0—x=5
La raiz es imaginaria, esto significa que el factor siempre | parg o] factor (x + 3), x+3=0—x=—3
tendrd un valor positivo,

Luego, el denominador debe ser distinto de cero, entonces para x =5 y x = -3, los intervalos son abiertos y para
x=3, el intervalo es cerrado,

(~0n.~23) (=3.3] [3.5) | (5.
“+ + i it * + ‘.J..‘ —
—co —3 0 3 5 o0

Se construye la tabla, no se toma en cuenta el factor (x* + 2), ya que es positivo en todos los valores de x, y no

afecta al signo del cociente.
Intervalo {— oo, — 3) {—3, 3] I3, 5) (5, ==}
Signode 3 - x + s - -
Signo de x— 5 = = = Lz
Signo de x+ 3 o £ + &
(3 -2+ 2 G i 2 S e G
Slgno g8 S+ 3 e = | e (e = |ena
Finalmente, la solucitn de la desi es: (=0, =3)U[3, 5)

.
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EJERCICIO 135

L.

5.

1
=

6-2x

Q Verifica tus resultados en la secdén de soluciones cormespondiente

6.

10.

2x+6

=0
2x-4

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.

1

12,

13,

[

x (x+4)
(x=1)(x+2)

(x=3)' (2x-3) _,
(x+2)(x-4)

(4=x)(x+3)° s

(x+6)(x-1)

Desigualdad que tiene la expresién (x— a) (x - b) [x - ¢]...

Una forma préctica para determinar el conjunto solucidn, es construir una tabla con los intervalos que se forman al
encontrar los valores que hacen cero a cada factor, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo

Resuelve la desigualdad (x-2)(x-4)(x+2)=0.

Solucién

Se determinan los valores que hacen cero a cada factor para formar los intervalos,
: Parax—4=0 — x=4 3

Parax-2=0 — x=2

Parax+2=0 — x=-2

(—o0,=2] 2.7 [2,4] | [4,%)
ctibioi
Tabla de signos

Signo de x - 2

Signo de x -4
Signo de x + 2

Signo de {x - 2){x — d){x + 2)

(-X-X-)=-

(=X-X+)=+

(+N-X+)=-

(+)(+X+)=+

La desigualdad indica que el producto es positivo, entonces se toman los intervalos cuyo producto es positivo, es
decir, [‘ 2-2] Y [41‘"’] » luego, Ia unién de estos intervalos es el conjunto solucidn,

Finalmente, la solucién de la desigualdad es: [~2,2] U [4,e)

320



CAUO 13

Desigualdades

EJERCICIO 136

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades.
L (x+D){x—-H2-x)x+ 1 =0

2 X+ -4x-820

3. X+ -x-2<0

4 X¥=12x+16<0

5 xX>%

6. x'— 115 - 18x—8>0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Desigualdades con valor absoluto

El conjunto solucitn de una desigualdad que involucra valor absoluto, estd dado por las signientes propiedades:
Seana,beRy b>0

1. | a|< bse expresa como: 3. | a| = bse expresa como:
—b<a<bobiena>=bya<bh —a>boa>bobiena<-boaz>b
2, |a|<bse expresa como; 4, | a| = bse expresa como;
—b<a<bobiecnaz-bya<h —azboazbobiena<-boazb
ESJEMPLOS .
8. | ®# Determina el conjunto solucién de |x + 1] < 7.
i§' ' Solucién
La desigualdad |x + 1] <7, tiene la forma de la propiedad 1, entonces:
=T<x+1<7
O bien:
-T<x+1 x+1<7 -B<x<hb
-7-1<x x<T-1 O O
-B<x x<6 -8 6
Por consiguiente, el conjunto solucién es el intervalo ( -8, 6)
2 ®+-Encuentra el conjunto solucién de 12x— 11 = 7.
Solucién
La desigualdad |2x— 1| 27 tiene la forma de la propiedad 4, entonces:
=(2x=1)=7 2x-1=27 -32x=24
-2x+1=27 2x=T+1 e 0000 e——
-xz27-1 2x=8 —e =3 4 ea
xii xEE
-2
x==-3 x=4d
Por tanto, el conjunto soluci6n es el intervalo (= oo, = 3] U [4,00)
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Casos especiales de desigualdades con valor absoluto

En este tipo de desigualdades se aplican las propiedades anteriores, para obtener dos desigualdades lineales; el conjunto
solucitn de la desigualdad es la unidn o interseccion de los intervalos solucitn de cada desigualdad obtenida.

EEMPLQS
-§_ 1. @+ Determina ¢l conjunto solucién de la desigualdad |x —2|> 3x +1.
2 Solucién
La desigualdad |x —2| = 3x + 1 tiene la forma de la formula 4, entonces se representa como:
3 1
Primera desigualdad Segunda desigualdad —sziz
—-(x=2)=3%x+1 x=22(x+1) ; 5
—x+223x+1 x=223x+1 xiz 0 xS—E
=3xr=-xz=-2+1 x=3x=21+2 ¢ °
srdg =] -2x=23 —
= 3 1
<— s
= *223 e 2341 011 2
1 3 & 4 =
<— <-=
¥y ¥<—3

Finalmente, las soluciones de cada desigualdad son:

1 1 3 3
i ok [ esis . - o | —eey—=
3 ( ’4] ey [ 2]

Se determina la unién de los intervalos:

x—1

x+2

2 ®e-Resuelve la desigualdad >4,

Solucién
La desigualdad tiene la forma de la propiedad 3, entonces se tienen las siguientes desigualdades.

x-1 x-1
—>d 0| —|>4
x+2 (x+2)

-1
La desigualdad % >4, se transforma a:
x

x+2 x+2 x+2
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Desigualdades

Al aplicar el procedimiento para resolver una desigualdad racional, por el método de intervalos, los valores que hacen
cero al numerador y al denominador son x = - 3 y x = - 2, respectivamente, ¢l denominador debe ser distinto de cero;
entonces el intervalo es abierto, lo mismo para el numerador ya que la desigualdad es estrictamente mayor que cero, por
tanto los intervalos que se forman son:

{_W:_3}1(_3:_2}1{_21W}

Tabla de signos
Intervalo
Signo de - 3x— 9 + - -
Signo de x + 2 = t +
Ix-9 + - -
Signo de x+2 T e oo

El conjunto solucidn para la desigualdad xT_;:- 4 es: (=3, -2), de manera similar, se obtiene el conjunto solucién
%

de la desigualdad —(;T_;] >4, dando como solucidn el intervalo (—2, —%]; Ia unidn de las soluciones obtenidas da

origen al conjunto solucién de la desigualdad original, por consiguiente la solucién es:

7
=3, -2)u|-2-=
(-3-1u(-2-]
3 ®+-Resuclve la desigualdad | x + 1] = |1 = 2],
Solucién
Una forma de resolver el ejercicio es elevar al cuadrado ambos miembros,
(Ix+11)* z(11-2x1)" = (x+1)Y2(1-2x)

P+2+121—dr+ 4y
0zl -dx+4°-¥-2¢ -1

02>3x" - 6ix
o bien, 3 —6x<0
factorizar, A(x=-2)<0
Los valores con factores iguales a cero son: x =0y x = 2, por consiguiente, los intervalos se definen como: (— =, 0],
[0.2]y[2 =)
Tabla de signos
Intervalo

Signo de 3x = + +
Signo de x- 2 o = 4
Signo de 3x(x - 2) (=) ~)=+ (+X-)=~ (+)(+)=+

Hl intervalo de solucidnes [ 0, 2 ]
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EJERCICIO 137

1. W=7

2 IM=<7
3. k-5|>4
4, |5x-3|=12

5 8B—2x>2

6. [Tx—1<0

7. 2x-1<19

3
==
4%}9

L

o

—i—(x— 10)|<10

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Determina el conjunto solucién de las siguientes desigualdades:

10

11
12,
13,

14,

15.

x—1l<2x
2x+3|=x+3
2-2<x-4

x+1

x—2

x+4

x

=1

>2

16, x| =x-1

17, 3x =4 >|x +4|

Grdéfica de una desigualdad lineal con dos variables

Una desigualdad lineal que tiene la forma:
a) y<mx+ b noincluye ala recta

b} y<mx+ bincluye alarecta

¢) y>mx+ b no incluye a la recta

d} y=mx+bincluye ala recta

En una desigualdad lineal de dos variables, el conjunto solucidn es la region que se forma por el conjunto de todos

los pares ordenados (x, y) que satisfacen la desigualdad.

EJEMPLOS

] @+ -Determina la gréfica del conjunto solucién de y > - 2.

' Solucién
Primero, se graficala recta y=— 2, con una linea punteada,
ya que el signo de la desigualdad representa un intervalo
abierto.

Luego se sombrea la regién que contiene a todos los
puntos de ordenada estrictamente mayores que — 2, en este
caso son todos los puntos que se encuentran por arriba de
Ia recta punteada.

Ejemplos
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2 ®+-Encuentra la regi6n del conjunto solucién de x < 5.

Solucién
Se grafica la recta x = 5, el signo de la desigualdad indica
que la linea es continua,

El conjunto solucitn son los puntos del plano cuyas
abscisas son menores o iguales a 5,

*Determina la grafica del conjunto solucion de y > x + 2.

Solucién

Se grafica y = x + 2; ésta se representa con una recta
punteada, ya que el signo representa intervalo abierto, la
ecta divide al plano cartesiano en 2 planos,

Para determinar la regién solucién del sistema, se
sustituye un punto perteneciente a una de las regiones y
= verifica que cumpla con la desigualdad. Por ejemplo,
el punto: (= 1, 4)

y=x+2
4>-1+2
4>1

El punto si satisface la desigualdad.

La regi6n que es la solucitn de la desigualdad, es el
conjunto de puntos que estin en la regién por arriba de
Ia recta punteada, es decir, el conjunto de puntos que se
encuentran en el plano I,

Por el contrario, si el punto elegido no satisface la
desigualdad, la regidn que representa el conjunto solucidn
serd el plano contrario al punto.

Desigualdades
Grifica
¥,
3
x<3
z.
l.
=2 -1 01 2 3 4 5§ X
o |
Grifica
b i //’
3 /
Plano I Vs
2
”
7“1 Plano IT
V4
< - -
3,2 -1 o1 2 3 X
s -1
P4
s =
Grifica
Ya
#
4 /f
1. 4" Vi
(-L 4) ) /,
2//
7
rd
s 17
”
) ;;Az—i 01 2 3 X
/ 11
/ 1
s 27
L 3

325

[ ]



13 CariuLO

AiGEsra,

EJERCICIO 138
Grafica las siguientes desigualdades lineales:

1. y>6 4, y<3 7. x<-3 10, 3x -2y=<0

2 y==5 5. x>4 B. xz4 11, x+y<1
.y

3 yz4 6, x=-3 9 2x—-y=>3 12, E+§21

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Sistema de desigualdades lineales con dos variables

El conjunto solucitn de un sistema de desigualdades es la interseccion de las regiones solucitn de cada desigualdad

lineal.
EJEMPLOS .
> 2
'%_ 1 @+ Representa grificamente el conjunto solucién del sistema i < 1"
2 f Solucién
Se encuentra la region solucitn de cada desigualdad. La solucidn es el conjunto de todos los puntas que se encuentren
en la interseccién de las regiones.
Yu xS_] Yl
4 44
31 31
"""""""" "2"'"""'}';'2""" TEmEmEmmmmmmmmmes '2"'"""':;'}‘5""'
1 17
432 -1/0]1234 x 432 (0|1 234 x
r b

r==1

yzx=2

2 ®e-Determina gréficamente el conjunto solucién del sistema {x +y-1<0’

Solucién

El sistema tiene la forma;
yEx-2
y<l=x

Se grafica larecta y =x— 2, con linea continua ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo cerrado; luego,
se graficalarecta y=1 —x, con una linea punteada, ya que
el signo de la desigualdad indica intervalo abierto.

Se grafica la regidn solucion de cada desigualdad y
la interseccitn de las regiones son todos los puntos que
satisfacen el conjunto solucidn del sistema.
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Desigualdades

Finalmente, la grifica que representa a la regién que contiene el conjunto de todos los pares ordenados es:

Grifica
\ JLY
\ 4-|-
N 37 y2x=-2
D |
N
™
- 4 32 11 of 1% 3 4 5 x
<1 AN
AN
\x+y—1-=:ﬂ
v

EJERCICIO 139

Determina la region que es solucidn de los siguientes sistemas:

1 y>2 6 2x=3y>9
©|x=3 " ly<3x-10
y<=3 2x+y<1
% [x-r.:4 % {x—y;-vi
3 =2<x<2 8 x+2y>0
© 2l " |x=3y<0
-1<y<4 9 x<y
D<x<3 " lx+y=l
x+y>3 y<x—4
. [x—yil o [}ril—x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 14

LOGARITMOS

\

HISTORICA

John Napier

| término logaritmo lo acufié el malemd-
Eﬁco escocés John Napier, a partir de los

#rminos griegos I6gos [razén| y arithmés
[ndmero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresion aritmética y ofra geoméirica. Al principio los llamé “nimeros
artificicles”, pero luego cambié de opinion.

Al logaritmo que fiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
lo solucién de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evitan fodas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se fransforman
en algo completamente simple, a fravés de la sustitucion de la multiplica-
cién por la adicién y la divisién por la substraccion. Ademas, el cdlculo de
las raices también se realiza con gran facilidad”.

John Napier (1550-1617)

ABNNS N

|
o
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Aicesra,

Definicién
Ellog, N = a,es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N,
log, N=a & N=b"
Con N y b niimeros reales positivos y b diferente de 1

EJEMPLOS -
'ﬁ, 1 @+ Empleala definicién de logaritmo para transformar las siguientes expresiones a su forma exponencial:
i§' | Forma logaritmica Forma exponencial
1. log,243 =5 243=3°
1 1 (1Y
2, —=6 — ==
10511' 64 o4 (2]
1 1
3. —=-3 2% ==
lugz 8 8
1 1y 1
4, —=3 o | i
1"5132? (3) 27

2 ®+-Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:

Forma exponencial Forma logaritmica
1. N=(2) log ,N =3
1 1
2 —=57 log, — =-3
125 %8125
3. (V5) =25 log ;25 =4
X' = log,y=p

EJERCICIO 140

Convierte a suforma exponencial los siguientes logaritmos:
1, log,8=3 4, mgﬁ%pz 7. 1ug,£=% 10. log, _, 128=7
2, log, 16=4 5. log ;9=4 8, log,(x-1)=2 11, log, 243=35
3, log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4 12, log,, ., 256 =8
Transfarma a su forma logaritrmica las siguientes expresiones:
13, 17 =a 16, —1=J"n.f2 19, 2*=256 22, l=3r‘"
16 81
2Y 4
14. 1525=5“' 1'1 [E] =§ 2(], (X_E}SZE 23, 5_5":11'5
1
15, 64% =4 18, (x+3)=2' 21, x"=z 24, 441=(3x+2)

Q Verifica tus resultados an la secdén de soluciones correspondiente
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Aplicacién de la definicién de logaritmo
En los siguientes ejemplos se aplica la definicién de logaritmo para encontrar el valor de la incdgnita,

EJEMPLOS
'g_ ] @+ Encuentra el valor de aen la expresion; log,216 =3,
o Solucién
Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incognita:

log216=3 — 216=d — Y216 =0 — 6=a

L)

w

Por consigniente, el resultadoes: a=6

2 ®e-Encuenira el valor de men log m=3.
Solucién
Se transforma a su forma exponencial la expresitn y se desarrolla el exponente:;
og,m=3 > m=(a) (@] \B-282

Por tanto, el resultado es: m = 2.2

3 ®e#-Determina el valor de xen la expresién; log, "-,r‘;'_l:—'ﬁ =X,
Solucion
La expresién se transforma a la forma exponencial.
1 1
log,—=x s =
729 729

El nimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacidn se expresa como;

L S e
3

De la tltima igualdad se obtiene: x=-6

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incognitas en las siguientes expresiones:

1, log, 25=2 6, ll:Jgﬂﬂl'S‘=z 11, ll:lgﬂw=l 16, lﬂgnl=ﬂ
3 3 4
1
2
3. log,81=4 8 log,m=3 13. lognb=0.2 18. log:0.5=y
4, log, 3125=-5 9. logusy=3 14, logsx=0333.. 19. log, 512=x
B
5, lugJ32=% 10, lug,N=% 15, log,216=x

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluclones correspondiente
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Propiedades
Para cualquier M, N, b >0y b 20, se cumple que:
1. log,1=0 5. log, MN =log, M + log, N
M
2. log,b=1 6. ].DE,,F=IDE,,M—I.DE&N
3, log, M"=nlog, M 7. log, M =InM, In = logaritmo natural y e = 2.718281,..

— 3
4. log, M =~ log, M
Importante: las siguientes expresiones no son i S,

M M
log, (M + N) #log, M +log, N lugh(F]ae%
[]

Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:

1. log,1=0

Demostracion:
Sea log, 1=a, esta expresion se transforma a su forma exponencial:

log,1=a — 1=p°
Para que »° =1, se debe cumplir que a = 0, entonces, al sustituir este resultado se determina que;
log,1=a=0
2, log,b=1

Demostracidn:
Sea log, b =a, se aplica la definicién de logaritmo y la expresidn exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=¥

Pero b =b', por consiguiente b' =5° y a=1
Al sustituir este resultado se obtiene: log, b=a=1

3 log,M" =nlog, M

Demostracion:
Sea x=1log, M, su forma exponencial es »* =M, al elevar esta expresion a la enésima potencia se determina que:

By =M = bemr

La forma logaritmica de esta expresion: log, M" = nx
Se sustituye x=1log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

1
4» ]DE;, {'{H = ;hgh M

Demostracidn:
Sea x = log, M. su forma exponencial es " = M , se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:
b =M
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El primer miembro de esta igualdad se expresa como: b =M
Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica; log, YM =

E N

Se sustituye x = log, M, y se determina que: log, YM = %lug,, M

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x=log, My y =log, N, ésta es la forma exponencial de ambas expresiones:

b*=M ;b’=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: ( ‘](b?] =MN — b""=MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN=x+y
Se sustituye x =log, M y y =log, N, éste es el resultado;

log, MN =log, M +log, N
M
6. log, F =log, M —log, N
Demostracidn:
Sea x=log, M y y=log, N ,ésta es su forma exponencial:
=M ,b'=N
Se divide la primera expresion entre la segunda:

b* M M

— = ¥T=—

¥ N
Ademds se transforma a su forma logaritmica la dltima expresidn:

Al final se sustituye x=log, M y y=Ilog, N y resulta que:

M
log, ? =log, M ~log, N

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresitn algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresién que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento.

EJEMPLOS .
1 @+ Con la aplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresion: log,x"”.
E ' Solucién
T La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log, x" =12log, x
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2 ®e-Desarrolla la siguiente expresion: log, 3x*\/y.
Solucién
Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):
log,3x*\/y =log,3+log, x* +log, /¥
Se aplican las propiedades 3 y 4 y 1a expresién queda asi:

1
=log, 3+4lugzx+ilug,y

3 ®e-Desarrolla a su forma més simple la expresién: log, {/(x—5).
Solucién
Se aplica la propiedad 4 pam el radical;

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

= %[Slugr{x_j]]=%hgr{x_s]

3
+
A ®+-;Cudles el desarrollo de la expresién log, %“ﬁ
Solucién
Se aplica la propiedad parm la divisién (propiedad 6):
3

{Hﬂz =log, (x+y) ~log,(x~y)

(x-)

Para obtener la expresi6n que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:
=3log, (x+y) -2log, (x-)

log,

Iy
5 ®e-Desarrolla la siguiente expresién; ln[%]: -

Solucién
Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al méximo, para obtener:
e’ (x+1) e (x+1
In 2 =3 2
Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).
=3[Ine™ +In(x+1)-In2x |
En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

= 3[]1:33‘ +In(x+ 1]—{]112 +1nx2]]
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Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacidn:
=3[3xIne+In(x+1) ~In2-2Inx] =9x+3In(x+1)-3In2-6Inx

4
6 ®e-Desarrolla la siguiente expresion: log illl'%
Solucién
Se aplica la propiedad para la raiz de un mimero (propiedad 4):

3x' 1. 3!

Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
=§(1053x"—lugﬂy5]
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacién se obtiene:
1
=3[(1053+lugx‘]—(lugi+lugys]]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes;
1
=§[(lug?:+ 4log x)—(log 2+5logy) ]
Se cancelan los signos de agrupacion y éste es el desarrollo de la expresidn:
1
=§[lug3+ 4logx —log2-5logy]
1 4 1 5
=—log3+—logx——log2—=
3lug + 7108 x 3lﬁag 3105_';
7/ ®#-Escribe como logaritmo la siguiente expresi6n: log x +log y — log z.
Solucién
La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
logx+logy—logz=logxy—log:z

La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

X

log xy—logz=1log i

Por tanto:

xy

log x+log y— log z=log =

1
8 ®e-Expresa como logaritmo: 2 + 3 log,(a + 1) — 1 log a-1).
Solucién
Se sabe que log, @ =1, entonces:
1 1
2+3logfa+1)- i log(a=1)=2loga+3logla+1)- 1 log(a—1)

(continia)
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(continuacidn)
Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos;
=log,a" +log(a+ 1) - log, (a—1) :
Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia;

a’(a+1)’ a*(a+1)’
= log, ———— = log, —/——
(ﬂ— 1]; a-—1

Por consiguiente:

1 a*(a+1)’
2+3log(a+1) - — log(a=1)= log,———
4 Va-1

1 1
@ ®+-Escribe como logaritmo la siguiente expresion: 3 log (x + 1) + 3 log (x = 2) = 2logx - 3log(x +3).

Solucién

Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:

= log(x+1)>+log(x—1)>~log#* — log(x+3)’
= log(x+1) §+lug(x— 1) - [lc:ng.x:2 +log(x+ 3]’]

= log(x+1) é(x—l] c logx*(x+3)°
()0 (ern)a-1)
e AT R e T

Y -1

IR

2 1
10 ®#-Expresa como logaritmo: x -3 + 5 In{x-2)- 3 In(x + 1),

Solucién
Se sabe que In ¢ =1, entonces:

2 1 e 2 h-m-1
x—3+§1n(x—2}—§ In(x + 1) = (x 3}111£+3]D(x 2) 3(&'"'1}

Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
2 1 —73) 3 b3} —a) 3
Ine*™ + In(x=2)* = In(x+1)? = n{x=2)’e™ AR 1n?|'(—" 2) f
x+

(x+1)2

2 1 of(x=2) e*?
“3+ S Im@x-2)- > Ik =}
¥ 3 x-2) 3 wEEd) x+1

Por consiguiente:
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EJERCICIO 142

1. log, 7*

_3
2, log,3 *
3. log, Ve'x

4, log5xy®

5. log; x'y'z
6. 111(32" xz]z

7. log(x +y)'(x~2)

8. log

H| =

L
1

x’
9, In—r
g3z-|

10.

11,

12,

13,

14,

15.

16.

17.

18.

logaritmes

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3x*(1-2x)°
2x"(x* -y

log, /3xy"
log/(x+ y)'2

x
lugﬁ
a’b
gL
\,Ix+
log, z

(x=y)"

2

x
Yx=3(x+2)

tog [G+I0=3)

(x+6)* Jy-2
& J(x+1)" (x-1)°

& fj{xz —1]‘

logs

log

Ins

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritrmos como el logaritmo de un solo argu-

mento:
19. 2In5+2Inx

20. 3logm-—2logn

1 1
21, Elugqx+ glugTy

22, InB+4x

23, §m5m+4logn
24, 2x+log,3

2 1
25, —Elug,,(x+ 1)- Elug,, (x+2)

26, log3+logy-logx
27. log, x —log, y—log, z

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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28,

29,

30.

31.

32,

33,

1-log, (m—1)-log,(m+1)

1 1 1
Elugx+glug}*—zlugz
In5+1+Iny-7Inx
2-x+3In(x+y)-3mn(x-y)

2
log(x~2) - Zlog(+2)+ 2log(x+1)

1 3
5 +7log, x— Elugz ¥

1 1 1
= N+= “1-= -1
3105(x+ ]+zlog{x ) 61051'

. X +x+1-2logx+3log(x+1)
. 2In9+4Inm+2Inp-2In7-2Inx-6lny
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Ecuaciones logaritmicas

En estas ecuaciones las incégnitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucién se obtiene al aplicar las pro-

piedades y la definicién de logaritmo.
EJEMPLOS .
1 ®+-Resuelve la siguiente ecuacién; log, (2x+1)=2.
i§' ! Solucién
Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresi6n log ,(2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5°
Ahora al resolver esta ecuacion, se obtiene:
2x+1=5* — 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e-;Cuiles son los valores de x que satisfacen la ecuacién log(x+2)+log(x—1)=1?
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x=1)=1 — log(x+2)(x=1)=1 — log(¥’ +x-2)=1
Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve factorizando la ecuaci6n que resulta:
log(x* +x-2)=1 - x’+x-2=10'
¥ +x=2-10=0
X +x-12=0
(x+4)(x-3)=0
x+4=0 y x=3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las igualdades son: x=—4 y x =3, y el valor que satisface la ecuacitn
esx =3
3 ®s-Resuelve: log,(4x-5)=log,(2x+1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6:
dx =5
2x+1

=0

log, (4x-5)=Tog, 2x+1) - log,(4x—5)-log,(2x+1)=0 — Iog,

Se aplica la definicidn de logaritmo y se resuelve la ecuacitn que resulta:

4x-5 4x-5
=3 — =1 - dx—-5=2x+1
2x+1 2x+1
2x=6
x=3

4 ®e-Resuelve la ecuacion: log,+/3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién
Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:
log, V3x —1+log, Vx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
o (V571) (1) 1
Se transforma la expresién a su forma exponencial y se multiplican los factores:
(Vax=T)(Va+1)=2" - V3r +2x-1=2
Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

2
(Vare2x-1) =2 - 3r+2x-1-4
Se resuelve la ecuacion resultante:

W+ x-1=4 - 3P +2x-1-4=0 - 3P +2x-5=0
' +5x-3x-5=0

x3x+5-1(3r+5)=0

(Gx+5)x-1)=0

3
x=-—,x=1
3

3
Por consiguiente, los valores de la incignita son: =37 1, el valor que satistace la ecuacidn logaritmica es x= 1

5 ®+-Resuelve laecuacién: In(x +5)=2+Inx.
Solucién
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la igualdad:
In(x+5)-Inx=2
Se aplica la propiedad de divisitn de argumentos:

X

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacion resultante:

ez=£§£ xé=x+5 xe'-x=5
xe&-1)=5
s 5
e’ -1
EJERCICIO 143
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
1. log,(x+3)=2 5. logvx® +64 =1
2. log,(4-3x)=3 6. log,81-log,(x-4)=2
3. log, (5x~9)" =4 7. log;(x+9)+log,49 =4
4, log, JV15x+1=2 8. log;25-log,(x+100)=-1

339



14 CAPITULO

Aiceara
9. log(x+3)°" =1+log(3x-11) 18. log . (x=3)+log ;(x+2)=d+log ;. x
10, log.x + log,(2x—3)= 3 19, log,(x+1) + log;(3x-5) = log,(5x-3)+2
11. log(x +2) =-1+ log(3x—14)° 20, log 5(Vx +1)=1+log 5x~1
12, log,(4-x)" =log, (6+x) 21, In(x+1)=1+In{x-1)

13, log(2x+10)" —log(1-x)= 2 Inx+In(x-3¢e)=Ind+2

In(x-2)=In12-1n(x +2)
1

In(x-1)-In(x-2)= 13

14, log, (x —4) +logg (x —1) = log, 5x ~log, 3
15. logs ¥3x+1=log, Y10 +log, Yx-2

16. log(8x+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2 In(2x=3)-In(x+1)=e

g R ¥ BB

17. log,(x—1) —log, (3x+1) =3-log,(6x+2) In (x* +x) + Ine = In(x + 1)

g Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones exponencia les

Las ecuaciones que tienen la incGgnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucitn se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1. Si el argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, sélo se igualan exponentes,
2, Seaplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incégnita.

EJEMPLOS o
] ®# Encuentra el valor de la incdgnita en la ecuacién; 2**'=32,
i. | Solucién
i Se expresa a 32 como 2°, se sustituye en la ecuacién:
241'=32 - =2
En la ecuacitn resultante las bases son iguales, enfonces, también los exponentes:
x+1=35

Al resolver esta ecuacitn, se determina que: x =4

2 ®@e:Obtén el valor de la inc6gnita en la ecuacitn: 9" = 81",
Solucién
Hl resultado 81" se expresa como 9™, al sustituir la equivalencia:
P l=81 — 9*7'=9%
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:
x=1=2x

Se resuelve la ecuacidn y resulta que: x =— 1
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3 ®e-Resuelve la siguiente ecuacion; 4" *=8"'"",
Solucién
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacidn se expresa como:
gEmt=gier g gonariapoyles oy gieihuoiina
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacion;
Ax-2)=31-x)
Finalmente se resuelve la ecuacion y se determina el valor de la incdgnita:

2{x =2y =3(1-x)

2x-4=3-3x

2x+3r=3+4
3x =17

g L
5

Otra forma de resolver una ecuacidn exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS .
] @+ Resuelve la siguiente ecuacion; 5* = 625,

i.§' : Solucién

Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:

log 5* =1og 625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a x y se efectian las operaciones:
xlog5=21og625

- 210g625 _ 2(2.7959) _ .
logs 0.6989

Por tanto, x=8

2 ®e-;Cuil es el valor de la incégnita en la siguiente ecuacion: 37 = 77
Solucién
Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,
log3™ "' =log7
Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:
(2x-1)log3=1og7 — 2x-1= 10T,

log3

m+1

x=l_°E§’_=1,3356
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Solucién
Esta ecuacitn se expresa como una ecuaciin de segundo grado, de la forma:
B -503")+6=0

3 ®e-;Cudlesel valor de xen la ecuacién 3™ - 5(3*) + 6 = 07

Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:

(3*-3)(3-2)=0

3 =3=0 3*=-2=0
=3 ¥=2
log3* =log3 log3* =log2
xlog3=1log3 xlog3=log2
log3 04771 log2 03010
. e =1 = = e——= 0.63
g3 04771 *=iog3 0AT71 L O0®
Por consiguiente, las soluciones de la ecuacién son; 1 y 0,6309
e’ +4
A ®e-Resuelve la ecuacion: e 3.
Solucién
La ecuacitn se expresa de la siguiente manera;
¥ +4=3¢"
Se despeja el término e™:
& —3e=-4 —2¥=-4
e¥=2
En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:
In ¥ =1n2 2ylne = In2 2y(1) =1n2
2y =In2
1
= —In2
¥ 2
y=In J2
EJERCICIO 144
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 5*=625 B. 7 =343 15, 5* =625™
2. 34; = S 9.‘ 32:+3 a 3 16., 49!-21 o ?-r
3' 921’ - gﬂ 1(]» 4‘”‘ Ay lﬁ.r—! 17> 251—2 - 5I-|l'
4, 64 =8 11, ¥ =4 18, 3* =243
5 (237) =283 12, 3*=0.15 19, 2= _q9=
6. (24)"=5.76 13. (0.125) =128 20, 3° =729
7. 57 =25 14, 2 =256 o S e
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X x+l 3 e I'E x +2 +1
22, 25" +5™' =750 2 2] = a2 32, F-gl=gt =g
4 V81
4e¥ -5
23, 6" —36=0 28, 12772 =1 728 33, ‘;—1 =3
é —
: 1 & 3 6
4. 4 +ix 295 -1 5”2 34" i s
16 9 (T ] ?( ] el_z ex +2 221_4
25, 703" -5 = FH -5 30, 242" =2 35. 42/ =1-e
=1 2 e+e” 3
26. log, (9 +7)=log, (3 +1) 31, £ ——-= 36. —=
gz( ] g!{ ] 2_38}' ?- Ex_g—r 2

:) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

* PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucién de problemas propios de las ciencias, a continuacitn

= ejemplifica su uso:
= Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez de las soluciones.
pi =-log[ 1']
Donde:

pH = a;:idcz de una solucién,
[ H* ] = concentracién de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro.
1 Determina el pH de una solucién, que tiene una concentracitn de iones de hidrégeno de 10~* iones-g/lt.
Solucién
La concentracidn de iones de hidrogeno enla solucidn es de:
[ H']=10"iones-g/lt
Se sustituye este valor en la férmula y se obtiene:
pHi=log] & |
pH =—log[ 10 ] scaplica la propicdad 3
pH =~(~8)log 10] =(8)(1)
pH=8
2 Encuentra la concentracién de iones de hidrdgeno de una solucidn, si su pH es de 7.
Solucién
Se sustituye pH =7 enla férmula y se despeja [ H"]
pit =—log[ 1]
7= —lug[ H*]
~T7 =lug[ H*]
antilog(~7) =[ H']
Por consiguiente, la concentracién de iones de hidrégeno de una solucidn es;
[ B ]=107 iones-g/it
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© Sismologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo
matemdtico;
A
I, =log ?
Donde:
1, =intensidad del sismo (escala Richter)
A = amplitud (micrémetros)
1 = periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacién)

3 ¢ Cuél es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0,09

segundos?
Solucién
Se sustituye A =8 000 micrémetros y P = 0,09 segundos en la férmula;
A 8000
Iy=log= I,=log——
x=log f x =log 0.09
= log (88 888.89)
= 495

Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter.
4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37

micrometros, jcudl es su periodo?
Solucion
Se despeja la amplitud de la férmula:
I,=log— — antilogl, =
A
2 antilog I',

Se sustituye en esta ltima férmula 7, =57 y A =9 021,37 micrémetros;
_ 902137

antilog 5.7
_ 902137

=——"°— __=0,01
501187.23 &

Por consiguiente, el periodo de una oscilacitn es de 0.0179 segundos,

© Decaimiento radiactivo
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo, E1 decaimiento radiactivo de un

material estd dado por la férmula:
C=C(2)~
Donde:
C =cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigiiedad del material
C,=cantidad presente cuando f=0
n = vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, Jcufinto de dicho material queda después de haber transcurrido
15 afios?

Solucién
Se sustituye en la férmula n = 25 y 1= 15 afios:

£ ie
€=C(2)* > ©€=C(2) =
C=C, {2]{5
C =C,(0.659)=0.659C,
Por consiguiente, queda 0.659C; o 65.9% del material inicial.

¢ Cudl es la antigiiedad de una figura de madera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 afios?

Solucién
Con las propiedades de los logaritmos se despeja r:

et o S-@F o o S)-ostat

lug[%]=—ilug{2] - _@q

1
Se sustituye C=Ec" y n=25900 en la ltima férmula:

1

=1
(5900)1o0g 4[.‘ -

__(5900)10g(0.25)  (-3552.15)
log2 - log2 ~0.3010

e =11801.16 afios

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801,16 aiios,
La desintegracitn de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matemdtico:

P = Pot

Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y fes el tiempo en afios, ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?

Solucién

1
Hl tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p=3pu,
entonces, se despeja r de la férmula:

P=Pﬂe-o,m; £=e-uum; ]ni—]ne'"'m’
Py Pa
P
In
P Py
In=—=-0.0072¢Ine ——t_ =t
P 0.0072
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Se sustituye p = %pﬂ y se realizan las operaciones:
=
in2- nZ . n0.5
P t=——Lo =222 _9627

; 0.0072 0.0072 0.0072

Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96,27 afios,
= Poblacién
Hl crecimiento de poblacién estd determinado por la férmula;

N=N, "

Donde:
N = miimero de habitantes de una poblacitn en determinado tiempo
N, = niimero de habitantes en una poblacitn inicial, cuando 1 =10
K = constante
1 =tiempo

8 El modelo matemdtico que rige el crecimiento de una poblaci6n es:

N =3500¢""%
Calcula el mimero de habitantes que habrd en 20 afios.
Solucién
Se sustituye el valor de # = 20 en la férmula:
N =3500¢"™)

=3500¢"" =5770.52
Por tanto, en 20 afios habrd aproximadamente 5 770 habitantes.
Q El siguiente modelo muesira el crecimiento de una poblacién de insectos;
N =850(3)"""

Donde Nes el mimero de insectos y ¢ el tiempo en dias. ;En qué tiempo la poblacién serd de 10 200 insectos?

Solucién
Se despeja rde la formula:
N
amat N (3 04t In N 0.094¢1n(3 hﬁ
N: E_'sﬂ 3 — e == ]| P
) 350~ ) 850 m3)  Gosam() "

Se sustituye N = 10 200 en la tltima férmula;

]nlﬂﬂﬂﬂ
o 850 Inl12 = 2.4849

= = - =240
f=0.094In(3)  0.094In(3) 01032 07 9

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacién de insectos a 10 200.
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10 En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacidn inicial de 480 a 1 200 en cinco horas,
{Cufinto tardard la poblacidn en aumentar a 8 0007

Solucién
Se determina el valor de & para la poblaci6n inicial, donde NV, = 480, N= 1200, ¢ =5,
N-Noe® o 1mo-dgo® - 2_x s _og
480
Se aplica logaritmo natural para despejar &
In(e*)=In25 —  Skln(e)=l25 — k=%=¥=u.m
Entonces, ¢l modelo matemdtico se expresa como; N =N, "'
Se sustituye enla formula N=8 000 y N = 480
8 000 = 480¢21)
Para despejar rse aplican logaritmos naturales:
]nS[II]
8000 e 8000 n15r 8000 480
— = - In——=In - In =0,1 - ¢=—2a80 _ 1573
480 e 480 ¢ 480 fk ! 0.183 [

Por tanto, en 15,37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentarin de 480 a 8§ 000

© Ley del enfriamiento de Newton

Con esta ley se obtiene la temperatura T de un cuerpo en funcién del tiempo r; donde T es latemperatura ambiente,
el modelo matemético que la rige es:

T=T"+Ce"

T’ = temperatura del ambiente
T = temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademds T <T”
C'y k = constantes
11 Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C, Si la temperatura del ambiente es de 32°C
y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, ;cudl es su temperatura después de 30 minutos?
Solucién
La temperatura del ambiente es T'=32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T'=1250°C y 1 =0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.
T=T +Ce" 250 =32 + e 250=32+C
250-32=C
218=C
Se sustituye el valor de C=218°Cenla ley:

T =32 42186
Se sustituye = 10 minutos y T = 90°C enla ley y se despeja "

0-32_ )
218

90 = 32+ 218" 0.2660=¢'™*
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En la tltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k:

In0.2660
10
—0,1324=¢

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la bamra es:

In0.2660 =Ine"* In0,2660 =10kIn e k

T =32 +218¢ 1™

Finalmente, se sustituye =30 minutos en la férmula anterior:
T =32 +218¢ ¥4 T =32+218¢ 7
=32 +218(0.01883)

=32+4.1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

11,

12,
13,

2.

WP =1 B La

10

Resuelve los siguientes problemas:
I:

Obtén el pH de una soluci6n, cuya concentracion es de 1,90 107 iones de hidrégeno/lt.
La concentracitn de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 6107, Determina su pH.

. {Cuél es la concentracion de iones de hidrigeno de una sustancia, cuyo pH es de 97
. Un sismo se presenta con 6 000 micrémetros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del

movimiento sismico en la escala Richter,

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richier.
. Un sismo tiene un periodo 0.35 segundos de duracién y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cudl es su amplitud?
. El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ; Cuénto de dicho material queda después de 30 afios?

La vida media del tritio es de 12.5 afios. ;Cudnto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

. La desintegracion de una sustancia radiactiva estd dada por el siguiente modelo:

V=V
Donde V, es la cantidad inicial de material y res el tiempo. ;Cudl es el tiempo de vida media de dicho material?
El modelo que rige el crecimiento poblacional de una cindad es:
N =15 000"
Donde Nes el nimero de habitantes y r el tiempo en afios, ; Cudntos habitantes habra dentro de 10 afios?

En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacidn inicial de 150 a 830 en 2 horas. ; Cudnto
tardardn en llegar a 3 000?

La poblacidn actual de ratas en una cindad es de 40 000; si se duplican cada B afios, ;cudndo habrd 500 000 roedores?

Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. Si la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;jcudl es su temperatura después de 15 minutos?
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14, La temperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de B0°C, ;cudl es su temperatura después de 20 minutos?

15, Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después

de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, jcudntos minutos deben transcurrir para que su temperatura
sza de 120°C?

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluclones correspondiente
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CAPTUIO 15

PROGRESIONES
. ﬂlsu‘.imc».
s
&
i“‘:h N eonardo de Pisa nacié en ltalia y fue
B educ.ﬂd? en i\.;icu del ngrrre, Su ok;r:!
S principal es liber Apaci (libro acerco
o h_)\_ dbaco, donde expone la importancia del sis-

tema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 sélo se conserva una versién de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesién de Fibonacci.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propiedades, ademds de que Kepler la relaciond con la
seccién durea y el crecimiento de las plantas,

La sucesién de Fibonacci se define por:
hi=h=1
f,=f_,+f _,paranz3
cuyos primeros ferminos son:
ol 2,58,9,8,.13, 21, 34,55, 8%:...

Leonardo de Pisa “Fibonacci
(1170-1250)

E-—-""'
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Sucesién infinita
Una sucesion es de la forma:
M0 o I PP O
donde a_es el término general y se denota por:
a,=fn} o {a}

Siendo # un nimero natural, asi: a, representa el primer término, @, el segundo término, a, el tercer término, a,
el vigésimo sexto término y a_ el n-¢simo término de la sucesidn.

EJEMPLOS @
1
]H ®+La sucesitn con p-¢simo término a, = 4_n .con ne N, seescribe como;

J
1

Ejemplos

2 @+ Escribe la sucesién con p-ésimo término (3"},
Solucién
Ya que n es natural entonces toma los valores 1, 2,3, 4,...,
a,=% a=3 &= a,=% a,=3
Por consiguiente, la sucesidn es;
AN, 3.9, 0 392781,

3 ®#-Encuenira los términos que conforman la sucesién con término general a, = Inn— 1.
Solucién
El término general es:
S 2n-1
n

Para determinar los elementos de la sucesion, se sustituyen los nimeros naturales:
2(1)-1 2-1 1

Sin=1,a,= - =1
e 1 1 1
2(2)-1 4-1 3
S. =2, L] B e B
SR T 2 T2
2(3)-1 6-1 5
S. =3, = oee—— e— e
T 3 3 3

3 5 2n-1

Por tanto, los términos de la sucesitn son: 1, E’ 3 i nﬂ
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A ®e-Determina los 4 primeros términos de {(— 1)"*" —2n}.
Solucién
Se sustituyen los valores de n =1, 2, 3, 4 en el término general:
Sin=1a,=(-1)"-2(1) = (-1)'-2 =1-2=-1
Sin=2a,=(-1)"=2(2) = (-1)’-4 == 1-4=-5
Sin=3,a,=(-1)""-2(3) = (-1)' -6 =1-6=-5
Sin=4,a,=(-1)""-2(4) = (-1)°'-8 =—1-8=-9
Se concluye que los cuatro primeros términos son;
-1,-5-5-9

5 ®e-Determina los 5 primeros términos de la sucesion, sia, =2y a,,,=3a,
Solucién
De acuerdo con la regla general se tiene que:
a=2
a,=3a,=3(2)=6
a,=3a,=3(6)=18
ay=3a,=3(18) =54
a,=3a,=3(54) = 162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesion son:
2,6, 18, 54, 162

Progresiones

EJERCICIO 146

Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:
1
. a=— 7. (= 1n-2)
o - —IZHL
2. a,=10-(0.1) B. {{ ) n+l}
1 n!
3 a"=1+F 9, {m}
2"_’ m-H 2"
, O, = , =1 —
O o, {-iy 2]
_ 2n-1
3 a,= nl 1. ,=2,4,,,=22,+1
1 3
6 1(-1)"n’ 12, a=—, =i
[(]n} alzaﬂ+l 2“"

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

13,

14

15,

16.

17.

18

2
a|=§=au+:=a-_1

a=-1la, =na
a=-2a,,=(a)

. '2|:31 aﬂ+|:(_ap)rl
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Suma

Dada una sucesitn infinita a,, a,, as,..., @,..., la suma de los primeros m términos se expresa como:
]
Ya,=a+a+a,+..+a,
J=l

donde 1y m son los valores minimo y médximo de la variable de la suma j,

Evaluacién de una suma. Es el resultado de la suma de los primeros m términos de uma sucesidn.

EJEMPLOS .

e 5
-é_ 1. ®# Determina la suma: Y j°.

=1
o Solucién

Se sustituyen los valores 1, 2, 3, 4, 5 en el término general y s¢ realiza la suma;

&

5
E;‘z =1 +2°+3 44+ 5 =1+4+9+16+25=55
i=1

Por tanto, la suma es: 55

-]
2 ®e-Encuentra el resultado de la suma; ¥ (j+2).
=3
Solucién
Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final;

i{j+2] =(3+2)+(4+2)+(5+2)+(6+2) =5+6+T+8=26

=2

T
3 ®e-Determina la suma: ES.
=1
Solucién !

Debido a que no existe jen la formula de sustifucion, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

T
¥ 3=3+3+34343+3+3=21
i=l

A ®¢;Cusles el resultado de i(j+2]{j—3]‘i'
Solucién "
Se sustituyen los enteros del 1 al 5:
g{fﬂ]{f-?’] = (1+2)(1-3) + (2+2)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)
Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por tltimo, se efectia la suma para obtener:

= (3)(=2) + (4)(-1) + (5)(0) +(6)(1) + (7)(2)
==6=4+0+6+14
=10

Por tanto: 3 (j+2)(j-3) =10

i=1
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Solucién
Se desarrolla la suma:

Progresiones

4
5 ®+-Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: E{cj— 1)* =214,
i=l

(e=1)" +(2¢=1) +(3c=1)" +(4c-1)" =214

Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacitn resultante;

E-2Ze+1+4c—de+ 149" —6c+ 14166 —8Be+1=214
30c% - 20c -210=0

3¢ -2¢-21=0
Por consiguiente: c=3 y —%
EJERCICIO 147
Determina las siguientes sumas:
§ 3 6 "
j+l1 . . . 2
L ¥(2j-3) 3. %ﬁ 5. Y(Ji*1-Vj) A e 9. Yn
= = j=0

J

10 3]
2 3(-4) 4 32 6. 32
j=a i=1 7=l
Determina el valor de c que cumpla con las siguientes igualdades:
< oc T ey
2¢=120 S== ¢j—=2)=105
11, ,E_.' ¢ 12, J22'3 3 13, E,‘(*’ )

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

14,

i=l

10

33 10, Z }

=4 =1

i[ff-l]z_ﬁ
3 ) 9

=

Progresién aritmética o sucesién aritmética

La sucesitn a,, @,, @5, 4,, €5 UNa progresion aritmética si existe un niimero real r, tal que para todo ndmero natural

mse cumple que:

a=a ,+r
Donde la diferencia comiin o razénes r=g, - a,, _,
Ejemplos
Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
al 2,6,10,14,,..,4n-2
by -3,-5-7,-9....,~2n-1

2
g 2.4,7.11.... w
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Soluciéon
a) De lasucesifn: 2, 6, 10, 14,.. ., 4n = 2, determina la diferencia comiin:

r=a,-a,_ = [4(m)-2]-[4(m-1)-2] = [4m-2]-[4m-4-2]
=dm=-2-dm+4d+2
=4
Esto significa que los términos de la sucesidn se encuentran sumando 4 al t€rmino anterior, por tanto, la
sucesidn es aritmética.

b) Se determina la diferencia commin de la sucesién:

r=a,-a,_ = [-2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [2m-1]-[2m +2-1]
=—2m-1+2m-2+1
=-2
Por consiguiente, la sucesitn es aritmética.
¢} Se determina la razén o diferencia comin;

r=a,-a, = l("‘]z"{m]”]_l{m-l]’ +§m—1]+2] _ [m’ +m+2]_[m”—m+z:|

2 2 2

La diferencia no es constante, entonces la sucesitn no es aritmética.

Formula para determinar el nésimo término en una progresion aritmética

Sea la progresidn aritmética + a,, d,, @y...., @, CON rAZON r, entonces el n-ésimo término de la sucesion estd dado

por:
a,=a,+(n-1r
Para todo n > 1
Donde:
a,= n-€simo término de la progresitn
a, = primer término de la progresitn
n = niimero de términos en la progresion
r=razdn o diferencia comin — FEa, =, = ==& =dy— 4,
EJEMPLOS -
1 @2 Determina el & término de la progresién + 1, 4, 7, 10....
i_ | Solucién

i
| Se identifica el primer término, el niimero de términos y la razén para sustituir en la formula del #-€simo término:

a=1, n=8y r=4-1=3
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Progresiones
Por consiguiente;
a=a,+n-1)r — a, =1+(8-1)(3)
g, =1+(7)(3)
a, =1+21=22
Entonces, el 8 término de la progresién es 22
1:5
2 ®e-;Cuél es el 7° término en la progresién E,E,%m?
Solucién
Se determinan los valores de los elementos
-
“=3 RREXTS gty =y
Al sustituir en la férmula, se obtiene:
1 1 1 1
a,=aHn=1)r - a=+(1 ](3] 5+ (3)
1
==+2
y ) +
_1+4 5
4= T3
Finalmente, el 7° término es %
3 ®+-5i en una progresién aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término.
Solucién
De acuerdo al problema:
G=a+@3-1r ag=a,+(9-1)r
G=a +2r d;=a, + 8r
=g +2r 35=a, +8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incognitas a, y r:

a,+2r=11
a, +8r=35

Del cual, al resolverlo, se obtiene que:
a,=3yr=4
Luego, el séptimo término es:
a,=a, +(T=1r=3+(6)4)=3+24=27

L ]

Férmulas para determinar el primer término, nimero de términos y la razén
Todas estas férmulas se deducen de la férmulaa, =a, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos,
= Para encontrar el primer término se despeja a,:
a=a+(n-1)r — a,-(n—Dr=ag,

Por tanto:
a,=a, —(n-1y
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© Para encontrar la razén se despeja r:

a,=a+@n-1r — a,—a,=n-1r = ;=“:=';‘=
Por consiguiente:

r= a, —aq

n-1
& Para obtener el nimero de términos se despeja m:
a=a+@nm-1r - . N P =y P il |
r r

En consecuencia:

a, —a+r

EJEMPLOS

%_ 1. ®# Encuentra el primer término de una progresién aritmética, si se sabe que el 13° término es — 28 y la razén es — 6
& Solucién
L

Se determinan los valores de los elementos:

a|3=_23,n=13 }I‘ r=—6
Al sustituir en la férmula se obtiene a;:

a=d;=(n=1F — a=—28-(13-1)-6)
a,=—-28-(12)-6)
a,==28+72

a, =¢

Por tanto, el primer término es 44

El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la formula:
a=a+n-1)r

2 ®e-Determina la mzén de la progresién aritmética cuyo primer término es 6 y el 16%es 9.
Solucién

Se determinan los elementos que se tienen como datos:

a,=a;=9 a,=6yn=16
Al sustituir en la férmula y despejar r:

a,=a,+(n-1)r =3 9=6+(16—1)r
9-6=(15)r
9-6 3 1
r=— = — = —
15 15 35

1
Finalmente, la razdn de la progresion aritmética es —
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3 ®+-;Cuil es el nimero de términos que tiene la progresién aritmética + 4.5, 6.6,..., 25.57
Solucién
Se obtienen los datos:
=45 a,=255 y r=66-45=21
Se sustituyen los valores y se despeja n:
a=a+(n=1) = 255=45+(n- 121}
_255-45+21
2.1
2.1
=— =11
" 21
Entonces, la progresion tiene 11 términos,
EJERCICIO 148
Determina cuales de las siguientes sucesicnes son aritméticas:
1' 4!9! 14-!“1;5'"_ 1 4r 12: 21: 32:1-”1 h‘-z
1 214! 3’“”2! 5» 21456““12“
2 75 1 1
3- N R R R | —h+— 6> CERE ] =
3’63 (2 6] k+1,2%+3,3k+5,..., nk+2n-1
Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:
7. El & términoen: + 2, 5, B.... 12, El 7°término en: + 120, 108, 96,...
8. El 11° término en: + 1, %,%,... 13, El 12° término en; = 0.5, 0, - 0.5,...
'glEl15"1:-.‘,rn:|inu:nn.:nr*—E—ilE 14, EI 18" térmi 1+ =522, 49
; e T T A e : rmino en; + =5, 22, 49,..,
10. El 10 término en: + 1, 7, 13,... 15, El 13" término en; + 15, 11.5, 8....
11, El 16” término en; + 3, ?,% b 16, El 17 término en; = 3,0.8‘}'5, 1,...

Dados algunos elementos de una progresion aritmética, determina el elemento que se pide:
17. El 1" término si el 13° término es 67 yla razén es 5

18. Larazénsiel 1% términoes 7y el 10%es — 11

19. El niimero de elementos de la progresién: + 120, 519,..., 3 312

20. Laraz6nsi el ler término es % yel & —:—2

21, El 11° término si el Fes ~4 yel T es - 16

22, El 1" término si el 20F es — 62.5 y larazén es — 2.5
23, Elm:imerudetérmimsdclaprugresiénﬁ%,gw.,%
24, El 1" término si el 5"es —9 y el 9 es - 25

1 2
25, El 17 término si el 11° es _E'; y larazdn 5

26, Silarazdn es % del mimero de términos y el 17 y dltimo término son: 0,15 y 3,75, respectivamente, determina el

nimero de términos.
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1
27. Larazénsi el cuarto término es 2 yel11%es 2

28, El 5°términosi el 2° es —% y el octavo es —%
29, El 7°términosi el 3 esdn—-1yel 10Pes 11n -8
30, El 4°términosi el 8 es 44"6_19 5 @

yell

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Suma de los n primeros términos en una progresidn aritmética
Sea la progresion aritmética:
a5 Ay Qyes 4,
Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:
8 = Ea; =aq+a,ta,+..+a,
Demostracidn: a
S=g+ad+...cc00nnn +a.,+a,
S=a,+(@#n+...... +[a, + (n = 2)r] + [a, + (n =1)r]
Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:
S=ag+(@+r)+.......... +[a, + (n = 2)r] + [a, + (n =1)r]
+ S=[a+(n=-Drl+la+n=Drl+......... +[¢+7]+a

25=[2a;Hn-Drl+ 2aHn=-Drl+........ +[2aHn - D)r] + [2a,;+(n - 1)]
[ n veces |

Por tanto:
28 =n[2a,+({m-1)7] = §= g[ia,+(n—1]r]
Ademds sabemos que @ = a, + (rn —1)r, entonces:
n
S= E[a, +a, +(n—1)r]

Luego, la férmula para hallar la suma de los primeros n términos estd determinada por:

- (a, +a,)
2
EJEMPLOS .
. ®@# Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresin aritmética:
i§' | +2 712
Solucién
Enesta progresion los datos son;

a=2, n=12y r=7-2=5
Por consiguiente, el 12” término es:

ap=a,+n-r — a,=2+(12-1}5)

a,, =2+ (11)(5)
Az =2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la férmula los siguientes valores:
a=2 a,=5T y n=12
Finalmente,

12 (2+57 12(5
5= Hata) . .- 20+ 108 .

54
2 2 2

Entonces, la suma de los 12 términos es: 354

2 ®e-Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresién:

+ E Ll E! 5'!"“
3 3
Solucién
De esta progresion los datos son;
19 17 19 2
=3 m=Byr=9-3-=73
Se encuentra el 15° término:
19 2 19 2
as=a,+@p-=1)r — = ?"'(15—1][_3) - 4= ?"'(14][_3]
19 28
15~ E__j'”=_3‘
Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la férmula:
19
ai:--i- n:ls a55=_3
r (o) s (3+09) _(5)
=11 5 = = =125
T2 g 5 2 2

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJERCICIO 149

Resuelve los siguientes problemas:

1. ;Cudl es la suma de los primeros 8 términos de: < 1, 7, 13,...7

2, Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresitn: + —35.....7
Encuentra la suma de los primeros B términos de: <=3, —,— ...
¢ Cuil es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7
Encuentra la suma de los 13 términos de: + 15, 11.5, 8....
Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresitn: + 21, 24, 27...
Determina la suma de los 11 primeros términos de: + =15, =12, =9,...
¢Cudl es Ia suma de los términos de la progresion: + 1 000, 988,..., —1887

L - AT B

Determina la suma de los términos en la progresion: + 1,2, 3,...n
10. Encuentra la suma de los términos de la progresion: + 2, 4, 6,....2n

361



15 CapiULO

Aicesra,

11
12,

13,

14,
15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

{Cuiil es la suma de los términos de la progresion: + 1,3, §,.... 2n - 17
¢Cuil es el niimero de términos de una progresitn aritmética, cuya suma es 42. Si el ltimo término es 31 y la razdn es 57

Determina el niimero de términos de una progresidn aritmética, cuya suma es % . 8i el primer término es %
1
razdn E‘ .

La suma de 32 elementos en una progresion aritmética es 1 200. Si la razdén es 3, determina el primer término,

yla

La suma de 50 términos de una progresion aritmética es 2 550, Si la razén es 2, ; cudl es el primer y Gltimo término
de la progresitn?

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto nimero de blogques de granito de la siguiente manera; 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior, Si en la dltima fila superior colocé 1, encuentra el total de bloques que apild.

Solucién
El problema indica que el primer término de la progresidn aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta;

+ 15, 13, 11....

Los datos conocidos son: @, =15, r=—2y a = 1, entonces se debe de calcular el nimero de filas que se pueden
apilar.

g g g it2 o o
r -—
Luego, Ia suma estd determinada por:
_n(a+a,) _ B (15+1) 128
8 = 5 Jme— =64

Entonces, el constructor apild 64 blogues de granito,

EJERCICIO 150

I.

O Verifica tus resultadeos en la seccién de soluciones correspondiente

El estacionamiento de un centro comercial tiene la siguiente disposicin de lugares: la primera fila tiene 50, la segunda
47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la dltima fila tiene 23 lugares, ; de cudntos lugares dispone
d estacionamiento?

Un albaiiil apilard ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la tercera 46, y asf sucesivamente
hasta que la capa superior tenga 24, ; cudntos ladrillos en total apilari el albafiil?

. Una empresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada

uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibid el trabajador méds puntual,

Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendrd el doble de rollos que la tltima, y la diferencia de rollos
enire cada una de las capas serd de 1, ;Cudntos rollos debe tener la ltima capa?

Se van a colocar en filas los asientos para un anditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, 1a tercera
26 y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cuédntas filas se formaron?
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Interpolacion de medios aritméticos
Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el dltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razén.
La interpolacién de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresitn a partir de conocer

el primer y Gltimo término.

&

EJEMPLOS
1 @+ Interpola 4 medios aritméticos entre 5 y 32.5,

i_ | Solucién

3 En esta progresion los elementos dados son:

E:

a=5ya =325

Para encontrar el nimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos més 2 (primer y dltimo término),

entonces:
n=~6
Con los datos anteriores se encuentra la razdn:
F= u — F= 32'5_5
21.5
= —
5
r=55

Por tanto, Ia progresion estd determinada por:

+5,(5+5.5), (10.5 +5.5), (16 + 5.5), (21.5 + 5.5), 32.5
+5, 105, 16, 21.5, 27, 325

Y los 4 medios aritméticos son:
10.5, 16, 21.5, 27

2 ®e Interpola 5 medios aritméticos entre 11 y — 13,

Solucién
Los términos dados son,
a=11, a=-13 y n=7
Se obtiene la razdn,
_a,=a 5 L Lk T T
n—1 7-1 6

Por consiguiente, los medios aritméticos son:
7.3,-1,-5-9

L ]
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Media aritmética o promedio aritmético
© Sean los niimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:

ntx
2
© Sea el conjunto de nimeros x,, X,, Xy.....X,, €N consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se
determina asi:
x+x+x+. X
n
EJEMPLOS .
1 @+ Enel grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11. Determina la edad
i_ / promedio del grupo.
e Solucién

Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el mimero de éstas, entonces:

12+13+13+14 +15+12+14+15 +11
Edad promedio = 3 =132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 afios.
2 ®e-Unalumno tiene en sus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6, 9, 8.4 y 7.8, ;Qué calificacién necesita
tener en la quinta evaluacitn para exentar la materia con 87
Solucién
Sea x la quinta evaluacion y el promedio 8, entonces:

Broralle suma de las evaluaciones 8= TH+9+84+78+x

total de evaluaciones 5
Al despejar x de la expresion se obtiene:

5B) - (76+9+84+78)=x
40-328=x
T2=x

Por consiguiente, la calificacién minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151
Resuelve los siguientes problemas:

1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresitn, cuyo primer y (ltimo término son: 21 y 60,
2. Interpola 7 medios aritméticos en la progresidn, cuyos extremos son: 5y 17,

3. Interpola 6 medios aritméticos entre % y3.

4. Interpola 7 medios aritméticas entre 0.5 y s%.

5. Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5.
6. Interpola 3 medios aritméticos entre % y :—1
7. ¢Cudl es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 107

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
La compaiiia de dulces La Pasita comprd una méquina registradora a un precio de $12 000. Al cabo de 6 afios la
vendi6 en $5 520. La depreciacion anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio.
Solucién
Esta es una progresitn aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
s deben interpolar 5 periodos (afios).

En consecuencia;

a,=12000, ¢, =5520 y n=7

Se encuenira la depreciacion anual (razdn):
a, —a, 5520-12000 —6480
—— e F= ==

n—1 T—1 6
El signo negativo indica que el costo de la miquina va a disminuir $1 080 por afio.
Por tanto, el valor de la méquina al final de cada afio es:

=-1080

=

1" afio; $10920 4" afio; 57680
2% afio: $9 840 5 afio: $ 6600
3" afio; $8760 6" afio: $ 5520

EJERCICIO 152

1. En unsaldn de clases de 15 alumnos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen B afios; la edad de otros 3 es 7. ; Cudl
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

2, ;Cuil es la calificacién que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8,5 la materia de biologia,
si en los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7, 7.9 y 7.67

3. Determina el promedio de una progresi6n aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el
tltimo 16.

4. Obtén la media aritmética de la progresidn aritmética a,, 4,, &s.....4,.

5. El lado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
tiltima 56. Determina el nimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera.

6. Si el lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el niimero de tejas que tiene la primera hilera. Si
Ias hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el mimero
de hileras y mediante una interpolacion precisa el nimero de tejas de cada hilera,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién geométrica o sucesién geométrica

Ala sucesitn a, a,, dy..., @, sele llama sucesitn o progresidn geométrica, si para todo g, que pertenezca a la sucesitn
existe una constante r diferente de cero, tal que:
Cus1 =Gy T
Donde la razén comiin es r = 2L yse denota conel simbolo +=
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica.

a) 3,6, 32"

1
1 i 3n+l

In-2

b)

=1
w[,_.

s
] 2?. 1
i.'-'} 1: 45 Tsnu

Solucién
a) Se obtiene la razdn comiin:

B ﬂ,,“.. B 3L2{ﬂ+!}—l B 3_2n _2
- a - 3‘2-_! - 3‘2-_’ -

r

Se observa que los elementos de la progresidn: 3, 6, 12,..., 3-2"" se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresitn es geométrica,

b) Se determing la razdén comiin para la comprobacion:
1 1
m _ §|||+I}+I _ 3|l|+2 3III+I l
a, - 1 - 1 - 3n+z - 3
3|||_-H 3l|+l

r=

Significa que los términos subsecuentes de la progresion: % se obtienen al multiplicar por

1
3 entonces se deduce que es progresion geométrica.

¢} Al obtener la mzdn de la progresion:

]

e Gun _ I(m+1)=2  3m+3-2  3m+l

a, m)-2  3m-2  3m-2

La progresidn no es geométrica, ya que los términos signientes no se pueden obtener al multiplicar por la
mzdn resultante,
Formula para obtener el nésimo término en una progresién geométrica
Sea la progresitn geométrica ++ a, d, @u..., @, Y TAZON comiin 7, entonces el p-€simo término se define como;
a,= a-r"’

a_ = n-¢simo término r=razon de la progresion
a, = primer término n =niimero de términos de la progresion

EJEMPLOS =
] ®# -Determina el 9 término de la progresion ++10, 20, 40....

{ | Solucién

L

Se obtiene la razdn al dividir uno de los elementos entre su antecesor:
40 20

r=—=— = 2

20 10
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Entonces, los elementos dados son;
a,=10,r=2 y n=9
Al sustituir, se obtiene el 9" término;
a=a e’ - a;= 1002y 7' = 10(2)*
a, = 10(256)
a, =2 560
Finalmente, el 9° término es 2 560
2 ®e-Determina el 7° término de++200, 100, 50,...
Solucién
De la progresién se tienen como datos:

100 1
4=20r=o5-7 Y7
Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la férmula:
1 74
a,=a-r"" = @ =(ﬂ1]{5]
1 ]
=(200)-| =
a; =( ](2]

1y 200 25

=(200):] — |=———=—

@ =( ](64J 64 8
) 25
Entumes,el?“témnmcs?

3 ®e-5ien una progresién geométrica el 3% y 7° términos son 18 y 1458, ;cudl es el 5° término?

Solucién
De acuerdo con el problema
ay=an’ ay=ay
18=g,r’ 1458 = q,r°
Se obtienen las ecuaciones:

ar’=18 y a,r®=1458

Pero ar°=a," r'= 18" entonces

18r* =1 458 - r=4 - r=3

Al sustituir este valor, se obtiene a,:

a(3) =18 = a,=%=2

En consecuencia, el 5° término es:

as=ar'= () = ()(81) = 162

[ ]
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Férmulas para obtener el 1% término, nimero de términos y la razén
Todas las formulas subsecuentes se obtienende a, = a, -~

2 Para encontrar el 1% término;
a, =a-r" 3 6 = &
< Para encontrar la razén:

2 a
an=a,-i"ll - rl—IEEL ey “n

< Para determinar el mimero de términos que contiene la progresién geométrica:
a, =a.r g n=1°Eﬂ..‘1°Eﬂ|+1°E"
logr

Estas férmulas se aplican, segin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-
tinuacitn:

EJEMPLOS .
1. ®# En una progresién geométrica la razén es % y el 8° término es é— .Calcula el 1% término,
{ Solucién

Los datos en este problema son:

Ejemplos

1
= = n:s r=
=%

Entonces, al sustituir los valores en nuestra formula, se obtiene:;

1 =

8 _ 8
A1 1 8

] 128

Por tanto, el 1% término de la progresidn es 16

1
2 ®+¢-;Cudlesla razén de la progresién geométrica, cuyo 1%y 7° término es = ¥3 125 respectivamente?
Solucién
Los elementos que se tienen como datos son:

a,== a,=3125 n=7

5

r o= H—J% —3 r= ng = 515625 =5

Finalmente, la razon de la progresion es 5
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3 ®+-;De cudntos términos estd formada la siguiente progresién geométrica?
++1,2 ,,,,512
Solucién
De la progresion se tiene:
a|=1 a-=512 f=%=2
Se sustituyen los valores para obtener el nimero de términos,
s log (512)-log (1)+log (2) 2.7092-0+.3010 __
log(2) 3010
El mimero de términos de la progresion geométrica es 10
EJERCICIO 153
De las siguientes sucesiones determina cuél es geométrica:
1. 1’2’-4,,”,2“_! 4r _4-!_21(]1“”2”_6
1.3 & 2 @
. 31 2: 4:»»5 zn_g 5, lgf,?’qnqn
3 L26,..,n! 6. 3,6,12,...,32"
Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:
; 1 5 729 243 Bl
. Bl & =1, 3, .. 13, E11Z° T e i e i
7 término de 3 término de T T
B.El'?“térmimdcﬁg,l,g,... 14, E1¥ términode <+ 1, —m’, m", ...
9. El 5°término de ++ =5, 10, =20, ... 15. El 10° término de ++ n™, n7%, 1....
5 5 5 4
10, Bl T'términode ++ 25. 2. 2. 16,E1?“térmjm¢ic++{"_+.1.]_,£"_+_1]_w
n’ n’
11. El 10° término de ++ -9, =3, =1, ... 17. El 13° término de ++27 7, 275, 2%7°,
12, El 8 término de += 8, 4, 2,... 18, El ¥ término de ++ a,, a,r’ a,r',...
Dados algunos elementos de una progresion geométrica, halla el elemento que se pide:
19. El 17 término, si la razdn es % y el 6° término es %
20. El 2°término, si surazénes —2yel 7es— 128

3 1
21 iel 1¥ i — yelFes —
La razdm, si el 17 término es 3 yel5 es 135

729
22, Larazén,siel 17 términoes —8 y el 7°es ~s12

23. ElnﬁDEmdﬁtéfﬂﬁDDSdﬂﬁ _21 _61 ey _162

2 1
24, El mime rminos si =,el 1¥ término es — y el dltimo
niimero de té s1larazﬁncss e e eszyc ilt 78125

25. El nimero de términos de <+ 5°, 5*,..., 5™
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2
26. El 1" término siel 4°es — yel 7° ——
27,

28,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

16
27 729

- 1
El 4° términosi el 2°es 1 y el Pes ik

T 19
El 11° término si el 3°es 25 yel9%es 2°

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ;Cudntas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o —i de la cantidad inicial; luego, el mimero de elementos que conforman la sucesion es el término inicial
més los 6 términos siguientes.
De acuerdo con los datos:
a,=20000,r= % yn=17

Al sustituir en la formula para obtener el p-€simo término;

5y
a,=ars"" a,= 20000 [E] =76293.9 =76 294

Por tanto, al cabo de 6 horas habrd aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

1

0 Verifica tus resultados en la seccén de soluciones correspondiente

. Determina la sucesién de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros

niimeros formen una progresién geométrica y los dltimos 3, una progresitn aritmeética.

. Una generacidn celular es la division de una célula en 2, Si se tienen 8 células iniciales, ;cufintas células se han

generado tras 10 generaciones celulares?

Tres niimeros forman una progresién aritmética con una razén de 2. Si el segundo niimero se incrementa en 1 y el
tercero en 5, los nimeros resultantes forman una progresion geométrica, Determina los nimeros de la progresion
aritmética

Determina el mimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares.

. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cudl seri la poblacitn de bacterias al transcurrir una

hora 20 minutos?
Del problema anterior establece la férmula general que determina el mimero de bacterias en f horas.
Se invierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual, ;Cudnto se tendrd al final de 8 afios?

En cierta ciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 2005, si el ndmero de nacimientos se incrementa 20 % anual, ;cudntos
bebés se estima que nazcan en el afio 20097

Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm’ y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los
puntos medios del primero; después se inscribe ofro cuadrado en el segundo con la misma disposicion. Sise conoce
que el drea de un cuadrado inscrito es la mitad del drea del cuadrado en el que se inscribe, ; cudl es el drea del noveno
cuadrado inscrito?
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Suma de los n primeros términos de una progresién geoméirica

Deduccitn de la formula,
Sca la progresién geométrica <+ a,, a,, @;».., d,, lamemos Sa la suma de los primeros n términos, entonces:

S=Ya,=a+a+a+ . +a, o~ a0
j=1
Al multiplicar por la mzén Ia igualdad:
S-r=gp-r+ayr+dyt oo a-r — @)

Al restar a la ecuacidn 2 la ecuacidn 1, tenemos:

Sr = (/RS G O P A A B . R I

=85 = =@ — @ F = @ Tavineneinnnn =Gy F

S-r=8 =a_ -r—q

Entonces:
S(r-1)= a,-r-a, pero a = ar"
S(r=1)=ar~" .r—gq,
S(r=1})=ar"—q
Finalmente:
a (-1 =1 1-#
) O O ol
r=1 r=1 l=r

.._..i_ AR B
3
Solucién
En esta progresidn los datos son:
4 3
= o — — B
a 3 "=3 °®

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los 8 términos:

ol EEENOCRE (2)() - e

1 3/ 256 96

2

r=1 34

Se concluye que la suma de los primeros 8 términos de la progresion es g
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2 ®e-Encuentra el 17 término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341y la razén es — 2,
Solucién
De acuerdo al problema los datos son:
n=10,r==2 y §=341
Al sustituir en la férmula y despejar a, se obtiene:

_alrm) o alem]
-1 S =2-1
Se simplifica la expresitn y se despeja a,:
a[(-2)" 1] a[1024-1] (-3)(341)  -1023
M= —>= M= a= = =-1
-3 -3 1023 1023

Por tanto, el 17 término de la progresion es — 1

3 ®s-Determina el niimero de elementos de una progresion geométrica, cuya suma es 1093, su 17 término es 1 y larazon es 3.
Solucién
De acuerdo con el problema:
a,=Lr=3 y5=1093

Al sustituir en la férmula de la suma de términos;

a,(r"-1) (3" -1)
r—1 o 3-1
Al simplificar y despejar n se obtiene:
1093= 21 2186=3"-1 2187=3" (3) =¥

Por consiguiente, se realizd la suma de los primeros 7 términos de la progresién,

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términos que se indican en las siguientes progresiones geométricas:

1. Seis términos de ++ -9, =3, -1, ..

3 2
2, Eiﬂtetérmimsdcﬁ-z-, 1 3

3. Nueve términos de <+ =5, 10, =20, ..,

4, Diez términos de ++ 9, 12, 16,..,
¥ A

5. Quince términos de —, —, — ...
Quince términos de £ 7 5

6. Dieciocho términos de == 2, 4, 8,...
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Doce términos de ++ V3,3, v27 ...
Diez términos de ++ 1, —/2,2....
Veinte términos de <= i, 1, 1 »...
Nueve términos de ++ 27, 2,2,
ntérminos de <+ a,, a1, a7 .

1 1 1
ntérminos de += i

Resuelve los siguientes problemas:

13,

14,
15.

16,
17.

18.

19,

O Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente

Encuentra el niimero de términos de una progresién geométrica; si la suma es 255, el 1% término es =3 y la razén - 2,
Determina la razén comiin de una progresién geométrica si el 1 término es =8 y el 6° término —%.

& 6305
Cudlesel 1 t&mmdemmprugrmﬁngeumémmmyasumdelospnmmst&mmses?yhmm ‘i'

;Cudl es el dltimo término de una progresion geométrica cuya suma es %,su 17 término es % ¥y la razdon %‘i‘

Determina el 17 término de una progresién geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razén es —3.

,g_Cuﬁleslaraz(mdcumprugrcsidngconfn'ica,silasumacs%,cl l"térmimcsgyelﬂﬁmutérmjmcs %7?

1 'J'
Encuentra el nimero de términos de una progresion geomeétrica, sﬂasmmes 5,n.tll término es X' y la razén

1
€ —,
x

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
Una compaiiia de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afio anterior. Determina cudnios automéviles pretende vender la compafiia en ese
periodo.

Solucién

De acuerdo con el problema los datos son:

= 5000, r =100% + 5% = 105% = 1.05

-7
S =
1o
s,ﬂ=5mu[1 S ]

1-1.05

= 5000 (12.5778)
=62 889.46 = 62890 autos

Por consiguiente la compafifa pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios.
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2 Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacién en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cufntos habitantes
habrdn padecido la enfermedad pam el afio 20107

Solucién
De acuerdo al problema, los datos son los signientes:
a,=2500,r=105% =105y n=5

Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

¢ _a-r)

o 1—-r

= 5
. _2500(1-1.05°)

" 1-1.05
_2500(1-1.2762) | 2500(=02762) _ 1yop . oo
-005 -0.05

Por tanto, para el afio 2010 habrén padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente.

EJERCICIO 156

1. Un tridngulo equilitero se divide en 4 triingulos equildteros méds pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 triingulos cada uno; este procedimiento se repite para cada triingulo resultante. ;Cudntos tridngulos se

tendrin en total después de realizar 6 veces esta operacitn?

2. Carolina tiene papd y mamd, a su vez €stos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente. ; Cudntas per-

sonas en el drbol genealGgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atrds, incluyéndola a ella?

3. En cierta poblacidn la produccién de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esa cantidad

ha tenido una disminucién de 25% anual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 20067

4, Durante el afio 2005 cierto hospital atendié 5 110 partos; sin embargo, este nimero se increment6 10% anual, ;Cuéntos

partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 20107

5. La poblacitén en México en el afio 2000 est4d cuantificada en 100 millones de personas, Si para el afio 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ;a qué ritmo esti creciendo la poblacion en nuestro pais? Si se

mantiene este crecimiento, para el afio 2010 ; cudntos habitantes tendrd el territorio mexicano?

0 Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente

Progresién geométrica infinita
Sea una progresion geométrica, cuyo 1* valor es a,= 100 y la razén r = % » ¢ qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion;
a, —a;r’
1=r

§ =

1
Parag =100y r= 3 se obtiene;

S, =2a, —2a, (%)
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s;zm-zm(%] sin=3
5. =200 2(1](—1] sin==8
4 256 -
s, =200-200| — L sin=20
n 1048 576

De manera que, conforme n crece, el término [%) se hace mds pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresién geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

S, =21 ¥ |q<1

1-r
%EMPLOS o
-E_ 1. ®+ Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9, 3, 1,...
£ ' Solucién

Los datos proporcionados por la progresidnsona, =9, r= %
Como la razén |r| < 1 entonces se utiliza:

21
2

Ll ko

En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: %

2 ®+-0Obién la razén de una progresion geométrica infinita si el 1% término es 4 y la suma es 8.
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:
a,=4,8 =8
Al sustituir en la férmula de la suma de una progresidn infinita:

v L
1—-r 1-r
Al despejar r de la ecuacidn se obtiene:
8(1-r=4 8—8r=4 —8r=-4 r=%
EJERCICIO 157

¢ Realiza lo siguiente:
- =3
. 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresifn ++ =6, 3, 5
: 4 i T i i i |
* 2. Determina la suma de términos de la progresién infinita ++ 1°3'3"
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2
3. ¢{Cudl es el valor de la suma infinita de términos de la progresién += 6, 2, g,...i'
4, ;Cuil es el valor de la suma de términos de la progresion infinita ++ %, g,l,m'!

1
5. Lasuma de términos de una progresidn infinita es 3 y la mz6n es vy . Determina el 17 término de la progresidn,

6. El 1* término de una progresién infinita es 2 /3 y la suma de los términos es 5 3 . Encuentra la razén.

7. El 17 término de una progresidn infinita es E conb>aya beNylasumaes % .4 Cudl es la razdn de la progre-
sidn?

8. Untringulo equildtero de drea 1 cm’ se divide en 4 tringulos cqmlﬁtcrmmﬁpcqucﬂmdcﬁrea — cm’,a su vez, uno
de los 4 trifingulos se divide nuevamente en otros 4 trifingulos de —cm . ¥ se repite el pruced:mentu sucesivamente
con 1 de los 4 trifingulos resultantes, ,;,Cuﬁlcsclrcsulmdudclasunmdelaséreasdelosmﬁnguluﬂ

9. Se tiene un cuadrado de drea 1024 cm’ y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asi sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determina la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interpolacién de medios geométricos
La interpolacién de medios geométricos consiste en encontrar un cierto niimero de términos, entre el 1° y dltimo, para

formar una progresién geomeétrica.
EJEMPLOS .
'§ 1 ®# Interpola 4 medios geométricos en la progresi6n +< - 3,..., 96.
E Solucién
L

Al interpolar 4 medios geométricos, la progresién estard formada por 6 términos, entonces:
a=-3n=6ya,=9
Se procede a calcular la mz6n, a partir de:

r=-—\!]£ — r=‘5"E=@—2=—2
a, =3
Por tanto, la progresion queda como a continugcion se muestra:

=3, = 2(_ 3}! = 2(6}: = 2(_ 12}! = 2(2‘4}5 = 2(_ 48)
-3, 6, -12, 24, - 48, 96
Los medios geométricos son:

6, =12, 24,- 48

2 ®e:Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresién; += 16....,
Solucién

Los datos de la progresitn son: ¢, = 16, g, = ﬁ yn=17

256°
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_r'=|u—|ﬂ—'I e F=T_Vﬁ=ﬁ;=l
a, 16 409 4

La progresitn que resulta es:
1

M e e
4 16 64 256
Por consiguiente, los 5 medios geométricos son:

1

do, = e =
4 16 64

L]

Media geométrica
© Sean los mimeros x, ¥ x,, entonces su media geométrica se define por;
\fﬁ si x; ¥ x, son positivos
—,/Xx; six, yx, son negativos

© Sean los nlimeros x,, X, Xs.....%,, entonces, su media geométrica se define como;

(A
EJEMPLOS .
1. @+ Determina la media geométrica de 12 y 48,
i§' ; Solucién

Se busca un término que forme una progresidn geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la férmula:
Media geométrica = ,/(12)(48) = V576 =24

Esto indica que la progresi6n geométrica formada es:

12, 24, 48
Y se comprueba con la razon:
24 48
e

Por tanto, la media geométrica es 24

2 ®+-Encuentra la media geométrica de los mimeros 3, 9, 27 y 81.

Solucién
Se aplica la férmula;
Media geométrica= 4(3)(9)(27)(81)
Al simplificar la raiz se obtiene:

V" =F 7 =47 =23=9.3

Finalmente, la media geométrica es: 9 /3

[ ]
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EJERCICIO 158
Realiza la interpolacion de los medios geométricos que se indican:

1. Cinco medias geométricas entre % y 32,

2. Tres medias geométricas entre 12y %

3. Cuatro medias geométricas entre — 3 y —96.

4, Cinco medias geométricas entre 1% y 6 144,

5. Tres medias gcumétricascntrczl.-'ﬁ y 18 V3.
26

1
6. C i i - y2I—,
uatro medias geométricas entre 2 Y%,

7. Seis medias geométricas entre — 128 y — 1

&
8. Tres medias geométricas entre (x —= 1)y {xsll} .
2
9. Tres medias geométricas entre % ¥ iz
a

10. Cuatro medias geométricas entre % y4

Determina la media geométrica de los siguientes nimeros:
11. 6y9

12, —4y-8

13, 5y25

14. 9y 16

15. 2,3y6

16, 4,8y32

17, 1,3,9y27

1.4 4.3
y —

8 -, ~, -
2°4787 16

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interés compuesto

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
uso en la economia y la administracion,
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interfs anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M,=100(1+0.1)=110 primer aiio
M, =110(1+0,1)= 121 segundo afio
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M,=121(1+0.1)=133.1 tercer afio
M,=133.1(1 + 0.1) = 146.41 cuarto afio
M, =146.41(1 + 0.1) = 161.051 quinto afio

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés

fija, se utiliza:
l- Lo
M=C (1+—)
n
Donde:

M = monto generado

C = capital inicial

i =tasa de interés porcentual anual

n = mimero de capitalizaciones al afio

t =tiempo que se invierte el capital

EJEMPLOS .

] ®# Unama de casa ahorra en unbanco $5 000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que

i . obtendrd en 12 afios,
i Solucién

Los datos de este problema son los siguientes:

C=4%5000 i =6% anual n =1 periodo r= 12 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
e (112)
M:C(H‘-) - M =5 000 (1+“'—?6)
n
M =5000 (1.06)"
M =10 06098

Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10 060.98

2 ®+-Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
{Cuil serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:

C =353 000 i = 10% anual n =2 periodos 1=>5 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
Ly {2)5)
M:C(H‘—] - M=3m0[1+%]
n

M =3000 (1.05)"
M = 4 886,68
Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 B86.68
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3 ®+-Calcula el tiempo para duplicar una inversién de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente,

Solucién
Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversitn es capitalizable trimestralmente (n = 4),
por tanto:
.y EE &
M=C(1+i] s 2c=c(1+w]
n 4
2= (1.025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar f:
log 2 = log (1.025)" - log 2 = 4¢(log 1.025)
t= _log2
4log1.025
t="T afios

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversién es de 7 afios.

EJERCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:
1. $10 000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.

2, $32 000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios,
3. $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual.

2

4, $24 000 que vencen en 6 3

aiios, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
5. $9 500 que vencen en 8% afios, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

3
6. $15 400 que vencen en 3 afios, a GE % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.,

1 1 i T .
7. $950 que vencen en 25 aiios, a 12 3 % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

2 1
8. 36 000 que vencen en 33 afios, a IUE % de inferés compuesto anual, capitalizable mensualmenie,

2 1
9. $6 000 que vencen en 35 afios, a IUE % de interés compuesto anual capitalizable coatrimestralmente.

i 3 ; T,
10, $154 000 que vencen en 3 afios, a 6 1 % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11, Una compaiifa de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40000 cuando tenga 22 afios. Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.

12, Una deuda de $9 000 dentro de 5 afios, deberi liquidarse con un pago de $14 747.55, ; a qué tasa de interés trimestral
estd comprometido el préstamo?

13, ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversion en 5 afios?
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14, ;Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de la inversitn en 10 afios?

15. ;Qué tiempo se necesita para triplicar una inversién con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

16, Elindice de crecimiento que se plantea para una poblacién de 6 700 habitantes es de 2% anual, ; Cufinto habri crecido
Ia poblacién en 20 afios?

17. ;Qué tiempo habri transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en 35 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18. Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de magquinaria. 5i dicho crédito estd sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, ;cudl serd el
monto que se pagard?

19, Emilia invierte $85 000 durante 3 aiios y recibe un monto de $92 881. ;Cudl fue la tasa de interés compuesto anual
ala que fue sometida dicha inversitn?

20. ;Cuél fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capita-
lizable mensualmente durante 4 afios?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Depreciacion

Se define como la pérdida de valor de unactivo fisico (automdviles y casas, entre ofros), como consecuencia del uso
o del transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida itil durante un periodo finito.
Eneste capitulo sélo se abordari el método de porcentaje fijo, que se define como:

s=c(1-d)’
Donde:
§: valor de salvamento o valor de desecho
C: costo original del activo
d:tasa de depreciacidn anual
1; vida 1til calculada en afios
EJEMPLOS .

; por una unidad, ;cudl serd el valor de desecho del automdévil al final de su vida {itil, si se calcula que es de 5 afios?
I Solucién

De acuerdo con los datos:

'g_ 1 ®#Latasa de depreciacién de un automévil del afio estd calculada en 8% anual. Si un cliente paga en una agencia $120 000
2

0

C=120000,d=8%=008 y r=5
Al sustituir los valores en la férmula y desarrollar las operaciones se obtiene:

§=120000 (1-0.08)" =120 000(0.92)" = 120 000(0.6590) =79 080
Por tanto, el valor del automévil a los cinco afios es de $79 080

2 ®¢-Una pizzeria compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancfa. Se calcula que su vida (til serd
de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta.
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3 ee

Solucién
De acuerdo con los datos:
C=42000,5=15000yr=4
Al sustituir los valores en la formula y despejando d, se obtiene:

15 000

15 000 =42 000(1-d)* 1-d= 000

1-d=07730

d=0227
d=22T7%

Por consiguiente, la tasa de depreciacion es de 22.7%
Se adquiri6 una médquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600, Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa
de depreciacitn es de 20% anual, calcula la vida iitil de la bordadora.
Solucién
De acuerdo con los datos:

C=78600, §=2060450 y 4=20%=0.20
Al sustituir en la formula:
§=c(1-d)' 20 604.5 = 78 600(1 — 0,20)'
Se aplican logaritmos para despejar r:

- log(20 604.5) - log(78 600) "
- log (0.80) -

Por tanto, la vida itil de Ia méquina de bordado es de 6 afios.

L ]

EJERCICIO 160

O Verifica tus resultadeos en la seccén de soluciones correspondiente

Realiza los siguientes problemas:
I,

La tasa de depreciacitn de una miquina estd calculada en 12% anual. Sisu costo es de $200 000, ;cudl serd su valor
de desecho, si tiene una vida 1itil de 10 afios?

El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida itil es de 3 afios. Si la tasa de depreciacién es de
23%, determina su valor de desecho.

Un agricultor compré un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida itil de 7 afios, al cabo de los
cuales su valor de desecho es de $40 045, ; Cudl es la tasa de depreciacion del tractor?

. Un edificio tiene un costo de $1200000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida

iitil de 20 afios. Determina su tasa de depreciacién anual.

. Una escuela adquirié una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacién anual es

de 12%, ;cudl serd su valor al cabo de 3 afios?

Un automdvil tiene un costo de $96 000, una vida (til de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457, Determina la
tasa de depreciacion anual.

Se adquirié una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si
Ia tasa de depreciacion es de 18% anual, ;cudl es su vida 0til?
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rhur Cayley, matematico britdnico. En
A 1838 ingreso en el Trinity College de

Cambridge, donde estudié matemdti-
cas y fue nombrct?o profesor de esta discipling;
permanecié en Cambridge durante el resto de
sus dias. Uno de los matematicos més prolificos
de la historia, publicd a lo largo de su vida més de novecientos arficulos
cientificos. Es considerado como uno de los padres del élgebra linedl,
infrodujo el concepto de matriz y estudié sus diversas propiedades. Con
posterioridad empled estos resuliados para estudiar la geometria analitica
de dimensién n,

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién

Una matriz es un arreglo rectangular de niimeros de la forma:

Ay yp i .. Oy
Gy dm Qn .. Oy
Gy dyp Gy e Oy
a, 4. a,_s PR < .

Los niimeros a,;, @y, @142 Teciben el nombre de elementos de la matriz, Para simplificar la notaci6n, la matriz se
expresa; A =(a,). El primer subindice de cada elemenio indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

S T ) C

a“ alz ai3 - al- Rl
aﬂ! a!! aﬂ 144 a!n RZ
a, —» Columna — By Gy e gy | By
Rﬂng]'ﬁn aﬂ’ aﬂl! aﬂ3 o anl 'Rul

Donde: R,, R;, ..., R, son renglones y C,, Cs, ..., C, son columnas,

Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
Aol B3 4
1: & =iF
0 1

Determina: a,;, @5, @5 ¥ dys
Solucién
ay: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, ay; == 3
a,: €s el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, =4
a5, €s el valor que se encuentra en el renglén 3, columna 3, es decir, a,; ==7
a4 es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, a, =1

Orden de una matriz

El tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos
[q & ] 2" ay 4y )y a7 s
bl iy ay dn Qy Qx Oy
dy
Orden=1x3 Orden=3x1 Orden=2x2 Orden=2x3
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Nimero de elementos de una matriz

En una matriz de m renglones y # columnas, el nimero de elementos es m X n, m veces n elementos,

Ejemplos
ay
al! alz a!l a:z aIS
a a a
[ n tha :3] [ z:] [azl ﬂu] [am a, azs]
dyy
mxn=1x3=3 m¥xn=3x%x1=3 mxnp=2x2=4 m¥xn=2%x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo nimero de renglones es igual al nimero de columnas; es decir, una matriz de n
renglones con n columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n,

all a!z a!S el a!n

ay a2 ay thy Gy ty Gy dm .
[azl al!:l az’ aﬂ aB a‘!i a32 ag; wee ah
h Gy dy : H H H ]
a, G, da . d,
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Ejemplos
[2 7] el
v 1 (£ KR
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglén. Es aquella de orden 1 xn
[ﬂ" dyp Qg Gy e aﬂn]
Ejemplos
A=[12 -15] B=[_37%_13]
Orden=1x4 Orden=1%5
Matriz columna, Es aquella de orden m x 1
al!
ay
s
Gy
Ejemplos
-1
3 2
P [_2] 5| 2
-5
Orden=2x1 Orden=4x1
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Matriz cero (matriz nula), Es aquella en la cual todos los elementos son cero,

Ejemplos
g 000 00
0=[000] 0=, o=|000 o=|00
000 00
0
Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de Matriz nula de
orden 1 X 3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de orden n que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
una matriz cuadrada H=(mg], donde m; = 0 siempre que i#f

m, 0 0 0 ..0
0 mg O 0wl
0 Om, 0 ..0
M=|\9 0 0 m.0
000 0 ..m|
Ejemplos
§ g o -4 0 0 0
2 0 0 -1 0 0
A= B=|0 -6 0 C=
0 3 0 0 -6 0
0 0 -1
0 0 01

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,

se denota por I
(10000 ..0 ]
01000..0
_|oo0100..0
L=100010..0
[00000..1 |
Ejemplos

100
10
g:[ ] =010
ol 001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a, =0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.
all ai! aIS L aln
0 ap ay .4,
A=10 0 a5 .4,

0 0 0 .a
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Ejemplos
2-13
0 01
Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a,, =0, para i <}, es decir, todos los elementos
por arriba de la diagonal principal son cero.

@ 0 ..
ay 0 ..
A=|a, 2

g e

0
0
0

& F o

G Gy Gy Gy

Ejemplos
2000
[4 0 |5700
I‘[—s 3] =19 410
1361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a;=ay
Ejemplos
a. a b, b, by 56 -3
A:[a“ GZ] B=|b, by, by, c=| 61 4
" b, b, by -3 4 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
s simétrica si: es simétrica si: s simétrica porque:
by, =by, €y =€, =6
{aiz =dy by =b,, Cp=Cy=—3
by=by Cn=Cy=4
Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales.
EJEMPLOS *
Jie 1 5] [4 () s
a 1 @+ -Determinassi las matrices | =1 2 =3y [-1 4 =3 soniguales.
10 3 1 0 327
Solucién

Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:
Js 1 5] |4 (<) s
-1 2 3Bl=|-1 V4 =3
10 3 1 o0 ¥
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2 ®e-Determina el valor de x, y, w y z, para que:
x+y 6z -1 2
2w -3y [ | 6 -7
Solucién
Las matrices tienen la misma dimensidn, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:
x+y=-1
Gz=2

2w=6
2x=3y==7

Al resolver el sistema resulta quex=—2,y=1, w=3yz= %

EJERCICIO 161

Determina los valores de las incignitas, para que las matrices sean iguales.
+[e 3]_[2 3
4 b 4 =1
5 (1 0] [x+3 =z
oyl -1 |5 -1

3, [t+4 6-r 2g+1]=[6-t 5 T-gq]

7T 3=x x =4
-1 2- -1
4, 4 = Y
8 2 8 2
0 z+12_ 0 10

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién por un escalar
Sea A = (a,) una matriz de orden m X 1 y A un niimero real, entonces AA = (Aa,) es decir, si:

all al! al3 HE aln ‘j“all Mlz M!S ot Mln
Qi b O we G Aa, Aa, Aa, .. Aa,
A= |ay @y au . @, |cntonces AA= |Aa; Aay Adn .. Aa,
Ay Oz Gz e Oy Mul Aa, Aa . Mn

Esta nueva matriz también recibe el nombre de matriz escalar.
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EEJEMPI.OS =
| 2 -1
ﬁ_ @e0-5i A= = 0 determina 34,
i 0 =2
Solucién
Hl escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz,
(2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
|t 6|34 ) |_[12 18
|0 =2 [3(0) 3(-2)| | 0 -6
13 3(1)  3(3) 3 9
6 =3
Por consiguiente, 3A = 13 _1:
3 9|
Be-cin- |5 24 ra ~ B
iB=|. _, q|cncuenm 7 B.
Solucién
El escalar % multiplica a cada uno de los términos de la matriz.
1 1 1 3
I 1 _[6 -3 4] 76 2(-3) 7(4) 332
T2 |5 -2 1] |1 1 1 - 1
e A s o =
20 32 20| |5 7 3
1 | —:—; 2
Por tanto, EE= E B l
2 2
Suma

Sean A = (a,) y B = (b,) dos matrices de orden m X n,la suma de A y B estd determinada por:
A+B=(a)+(b)
Donde A + Bes la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.

EJEMPLOS -

‘§ ] @+ Determina A + B para las matrices:

E | 3 6 2 -1

T A=|2 4|yB=|6 -7
-1 0 4 0

Determina A + B
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Solucién

Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 x 2, entonces la suma se puede realizar; la definicién indica que
cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman
aut by +bg @y + by g + by,

3 6 2 -1 3+2  6+(-1) 5 N

A+B=|2 4|+|6 -T|=|246 4+(-7)|=|8 3

-1 0 4 0 -1+4 0+0 3 0
5 5
Por tanto, A+ B= |8 -3
30

Z ®e-Sean las matrices:

a[5-2 & ] . [-1 -48 -8
“l-2 8 -7 8|76 21 -7

Determina 3C + 2D
Solucién
Se determina cada matriz escalar:
_|3(5) 3(-2) 3(6) 3(-3)| _[15 -6 18 -9
3“‘[3{_2] 3(8) 3(-7) 3(8) ]_[-6 = el 14]
2(-1) 2(-4) 2(8) 2(-5 -2 -8 16 -10
= e 2({2]]2{51]2{(-7)]]:[12 3 ol

Las matrices tienen el mismo orden, 2 X 4, al sumar se obtiene:

[15 -6 18 -9]_[-2 -8 16 -10] _[13 -14 34 -19
SC+?D_[—6 24 -21 24]*’[12 4 2 —14]_[6 28 -19 1(]]

: 13 -14 34 -19
Fumlmcntc,BC+2D_[6 28 —19 1(]]

Inverso aditivo

El inverso aditivo de una matriz A de ordenm X nes = A,
Sid= (a,), entonces -A=(- ay), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento
por el escalar - 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, tal que A + (- A ) =0, donde

0 es la matriz cero o nula.
Ejemplo
3 5 2 -110
SiA=[ 7 _2] yB=|-4 5 7| determina—A, - By verifica que A +(—A) =0.
=10 1 3
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Solucién
Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B,

a=[3 ] omam a3 ]oean[ 6D A2 ]

2 =10 2 =10 -2 1 0]
B=|-4 5 7|-5-B=(-1)|-4 5 7|—>-B=| 4 -5 -7
-10 1 3 -0 1 3 0 -1 -3

Se realiza la operacidn A + (= A)

A+{A_-3—5+ 3 5] [-3+3 -5+5] [0 0
=7 -7 2| | 7-7 -2+42] |0 0

a2 4. W
35
Portantu,—A=[ 3 2],-3: 4 -5 -T|yA+A)=0
0 =1 =3

Resta
La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)
Donde — Bes el inverso aditivo de B.
EJEMPLOS .
<+ | ®+EncueniraA -Bsi
| a-[i $ome i3]
Solucién
Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva matriz se suma con la
primera y queda como resultado:

241 [2 -5] [2-4 2 -5
A'B=A+('m[l 5]'[4 2]=[1 5]“‘”[4 2]

<[5 S

Ejemplos

0 1
Por consiguiente, A — B = ]

-3 1] 2 -4
2 IrSeanlasmatriccsM=’4 5 }rN=’—1 u],dctem:im:m—zw.
01

0 3
Solucién
La operacién 3M - 2N se puede expresar como en 3M + (= 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se
suman,

~9: 3 -4 8
aM=|12 15| y —oN=[ 2 0
0 3 0 -6 (contimia)
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(confinuacidn)
Entonces,
-9 3 -4 8 =9-4 348 =13 11
SM-2N=3M+(-2N)=|12 15|+ | 2 0l=}{12+2 1540 =] 14 15
g 3 g -6 0+0 3-6 0 -3

=13 11
Finalmente, 3M — 2N es | 14 15
0 -3

3 ®+-Dadala siguiente igualdad:

m+2 n m=-2 -n 10 8
3 - = . determina el valor de las incdgnitas.

1 4 y 5 G
Solucién
Se realizan las operaciones indicadas.
g [m+2 m]_[m-2 -n]_ Hm+2)=(m=2) 3n-(-n) _[2m+8 4n]
1 4 y 5| 3(1)- 34)-5 L 3=y 7

. 2m+8 4n] [10 8
B | 3y 7 |7 |3 7
Los términos resultantes se igualan con los términos correspondientes de la matriz del segundo miembro, y se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Zm +8=10
dn =8
3y =3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn=2

EJERCICIO 162

Para las siguientes matrices, efectia A+ 8, A— B, A- A 4A-3By2A-0B
=8 | 1 Fg =3 =1 1 -6 4
1. A= 0 2 JB= 0 2] 4..4:-4 g 1]13:[_3 2 '}']
2.A=[2 0 1],B=[-6 7 3] 5 ; g I
| i 5 8
2 =7 -4 5 ~ lE
3. A=|1 0 |B=| 2 -6 5.A=|0 3 2|B-= : 5 g
Z -3 ] % . . l ” E i _E
- A 5 1

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incégnitas.
[a—:' 5 w] [3 b-1 -4] [6 7 —w]

6. +2 =
-4 l1-¢ d -+ =3 0 -1 =T 5
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O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

x+1 1 2
1. 21 5 0 |-3|y-1
3 1-w 2

Multiplicacién

n
=2
4

2 B-n
-5 6
0 —W

B.

Matrices

1 -w 3 x -4 2 4 -2 5

11 9 12|+|-1 =z
y -7 2v -1

-1 1|=(10 10 13
3 -4 6 -4 v

Sea A = () una matriz de orden m X n, y B = (b,) una matriz de orden n X p, la multiplicacién AB da como resultado
la matriz C = (¢,) de orden m X p, tal que

cy=aubytaghyt..tab,
Para;
i=1,2,3,4,..m; =123 4,..n
El niimero de columnas de la matriz A, es igual al niimero de renglones de la matriz B,
Matriz A Matriz B
XA nxp
Lt = il
Tamafio de ABes mx p
Ejemplos
Matriz A Matriz B Matriz AB
2x3 Ix4d 2x4
1x2 2x3 1x3
S5x4d 4x2 5x2
3x1 3Ix1 Mo definida
EJEMPLOS =
-g_ 1 ®#-Realiza la multiplicacién de las siguientes matrices:
[T f

Solucién

A

RIS

|5 4

A es una matriz de 2 X 2 y B de 2 x 3, por tanto, la multiplicacién se puede realizar. Al aplicar la definici6n se procede
de la siguiente manera: se multiplica el primer rengldn por cada una de las columnas de la segunda matriz.

.
-5 4--

AB =

Se realiza la misma operacion con el segu
[2 0 3]

_:2 3_
AB=

-5 4--

-1

=1

1

1

2 0 3]
5

5
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{continuacidn)
Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,

ip 1 3 21
16 4 35

Suordenesde 2x 3

31 -1
2 ®eDeterminaR’siR=( 0 4 2|
=21 0
Solucién
Se transforma R® en R” = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones
indicadas en el ejemplo anterior.
(3 1 -1][3
R=|0 4 2 0
B P =2

[ 3(3)+1(0)-1(-=2)  3(1)+1(4)-1(1)  3(-1)+1(2)-1(0)
=| 0(3)+4(0)+2(=2) o0(1)+4(4)+2(1) of-1)+4(2)+2(0)
| =2(3)+1(0)+0(-=2) -2(1)+1(4)+0(1) -2(-~1)+1(2)+0(0)

1 -1
4 2
1 0

11 6 -1 11 6 -1
=|—4 18 B |ecntoncesR'=|—4 18 8§
|6 2 4 -6 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, , R de orden m X n, Ola matriz nula de m X n, I la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Conmutativa de la suma PrQ=0+P
Asociativa de la suma P+{Q+R)=(P+Q)+R
Identidad de la suma P+O=0+P=P
Distributiva izquierda riP+Q)=rP+rQ
Distributiva derecha r+s)P=rP+sP
Inverso aditive P+(-P)=0
Asociativa de la multiplicacién de escalares (r-s)P=r(sP)
Asociativa de la multiplicacién P(QR)=(PQ)R
Identidad de la multiplicacién IP=Pi=P
Distributiva por la 2quierda P(Q+R)=PQ+PR
Distributiva por la derecha (Q+R)P=QP+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B - 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
17 ) -1 0
1, A=[5 B= 5 A= B=
(s 71ym=| | M R
2 -1 -
2. A=[3 0 -1]yB=|0 2 T O T il
sileE T R I T e i P
1 2 -
(4 -1 0 -1 =2 % a4 0 2 i 3
3A=|1 0|yB=|-2 0 -1 7. A= ],B: -1 3 yC:[ ]
210 3 4
|3 2 -1 =2 0 : 1 1
= 0 -1 =2 (3 1
1 2 3 31 1 0
4, A= ]yE: =2 0 -1 8. A=[2 -1 ,B:[ ]yc:[ ]
321 20 2 -1
- -1 =2 0 0 1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determinantes

El determinante de una matriz A de orden n, es un nimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operaci6n. Denotada por detd = |A|

Sea la matriz de orden 2
Y o [au s ]
Qy dn

El determinante de A estd dado por:

(=)
= dy @ —adp dy
21
{+
Por tanto, *
an G| _ —_
ot = | g | P Py
Ejemplo
Evaliia el determinante de la matriz:
41
4= 3]
Solucion

Cada elemento de la matriz se sustituye en la formula y se realizan las operaciones,

dad= | 55| = (a)5)-(-2)(1) ma2-22

=25

Finalmente, el detd =22
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Sea la matriz de orden 3
ayy dyy s
A=|ay an ay
dy dzn dxn

Se escribe el determinante de 3 x 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

dy Ay 3
det(A)=| a, a, an [=|2
a3! aﬂ a:s

Por tanto, el determinante es:

detd = {ﬂ“ Ay Aty 0y @34y 4 "ans]_{azi R T R ‘als]
detd = dy iy Ayt Oy Ty Gy O =0y Gy Oy =0y Oy Oy = Oy "y * Gy

Ejemplo
2-10
B=|-2 34
-5 16

Solucién

El determinante de la matriz B, es:
Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
procede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la férmula,

k)

-1 L)

(-}

det(B)= o
3 (+)

(+)

Por consiguiente, el determinante es:

det B = (2)(3)(6)+ (=2)(1)(0)+(-5)(=1)(4)-(-2)(-1)(6)-(2)(1)(4)-(-5)(3)(0)

= 36+0+20-12-8-0 =36

En consecuencia, el detB = 36

Propiedades

1. Si se intercambian dos renglones de una matriz A de orden n, el determinante de la matriz resultante es:
detA = — detd

2. Sison cero todos los elementos de un renglén o columna de una matriz A de orden n, entonces

detA =0
3. 5iZ2renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
4. 5i se tiene una matriz A de orden i, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detA = producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Si un renglén de una matriz se multiplica por un escalar A, entonces
detA = 4 detd
6. SiA y B son matrices de orden n, entonces
detAB = detA detB

EJEMPLOS .

£

.
Ll

| 1 -
1 l--Vﬂ'iﬁcalaprupicdadisiA=[u U]'

Solucién
Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de

la matriz A &5
detA =J}<E (1)(0)-(0)(-3)=0-0=0

(+)
Finalmente, el detd =0, y se verifica la propiedad 2

31
2 ®+-Verificala propiedad 4 si A = [ﬂ ]
Solucién
Se observa que la matriz es friangular superior, entonces el producto de 1a diagonal principal es:

(5)(4)=20
Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

(=)
detd =}%E(s]{4]—{u]{1] =20-0=20

(+)
Por tanto, detd = (5)(4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

132
3 .--VcliﬁcaquceldcbizﬂsiA:[i 34].

132
Solucién
=)
3 (=)
B
detd =
(+)
3 (+)
(+)
det A = (1)(3)(2)+(2)(3)(2)+(1)(3)(4)-(2)(3)(2)-(1)(I(4)-M(3)(2)
=6+12+12-12-12-6=0
Por consiguiente,
detd =0

[ ]

397



16 CAPITULO

Aicesra,

EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:
2 =3 -2 6 0 5
a2 3] aa{78] sefl] E’

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

= Lh

=25 =1
6 3. D=| =4 =1 =3
4 =3 1 0 =6

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz () tal que:
Po=0P=1,
Entonces, se dice que la matriz @ es la matriz inversa de Py se denota P, de tal forma que:
PP'=P'P=1,
Donde:
I : Matriz identidad de orden n
Para que exista la inversa de la matriz F es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP#0

Método de Gaussjordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I, ;
ung vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz,

Pu P - P;.El 0 .. 0 1.0 0 ﬂiﬂll Ga - Gy
Py Pn Pz-iu 1 .. 0 01 0 0lgy gn - 4

—

I

]
" "

I

I

I

i

0' 0 e T| [0 0w g s e g

-p!ll pn! o4 -plln

Si en el proceso algiin elemento de la diagonal principal es cero, entonces la matriz no tiene inversa.

EJEMPLOS .

V- -4 _: 2 1
1 ®+-ObténR ", si R= :
s 1=
h -

Solucién

Se aumenta la matriz y se efectiian las operaciones indicadas:

2 1:10] __[1 30 11 [ 3101
1 30 1) . |2 1i10f . |0 -7 2

7 R, —3R, =R,
. E 13 1]
7 03 1 {613t -
“lo 7t 2 - 7 - 1 2
- Bon |0 701 2fk 0 O 1)- -2
7 I 17 7
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| T |
-
|
] e
| I
— = .
e |
Sl SRR
e =l = oo
Il
:___ o
ES k2]
£ 3
: :
°
@
o™

Solucién

o
T
) = -
T + T
T = ¥
e O o o 2
—5 — T
oo — -2 S oamn T oo
U_.ﬂ
=
e T a il a8
— ey 0O I T
.o 1o N e
IIIIIIII 121 - 0 oh 363
S T I R et i
__ -ﬂ.ul ||||||||
s B~ oo o™
R R N - o - o
| N———
— = =t ! - o o - o o
| W ———
! < !
< - o g
T ! T 1
= = = =
P 5 =" i
_|£un-ﬂ. = BT = I | =
oo - oo e
s =
o - o e T e Sen T =R
TTF
DER 2BE M
|||||||| o o o
Tew wqf 00 52
1 =2 — oo e
e
o B AT ~on 2 =] - o
— N T S~ o0 —~O0 O @ —OOo

EJERCICIO 165

Determina la matriz inversa de las siguientes matrices:

T T A T
e oen oo
e AETE
| T |
— ery
Fel m a7 o -
= e
e 1
s 11_.10254
T =7 CMNO o P~ o
Il 1l I
G| = -~
- 0d o
T L]
Ta7T oo 9
L a—— |
1_31
i el T B
— e e ST =~ wnaT
L | 1 i J
I I Il
(=] k) R,
sl wi g
| r— |
f 1 f 1 Ll o |
- o oo 1
~ ™
o €] T wn |
L J L ] L J
1 ] ]
- = L&
— o ]

Q Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondiente
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones
Sea el sistema:

a0y g, teta X, =0
a’J.I.‘rI Fagk; t..4a, X =6

a X, +a .x,+..+ta x =c_

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

Gu G Gy - Gy | |X <
ty fy Ay o gy xi (5
Ay thy Gy e g Xl =6
Qi Oy Gz e oy | L% Cn
Sea
Gy B 9y ay, X C,
dy fp fyy e X, Cy
A=|a, a, a, .. & |.X=|x|yC=|g
aull amz aulS am x" c'“
Entonces:
AX=C

Si existe A, se multiplican por A™' ¢ ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: ATAX = A™'C, pero AA™" =T entonces, IX=A7C. 5 X =A"'C.

Esta iltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.

E*EMPLOS +
P ; Jzx -3y =7
-E_ ] @+ Resuelve el siguiente sistema: [ M S
i Solucién
2 3 x 7
Se definen las matrices A, X y C, entonces: A = [1 4] X= [}r] C= [_2]

Luego, se obtiene la matriz inversa A ™

2 311 0 1 4,0 1
1 == |
1 40 1], 2 3!1 0]




CAFTUIO 16

Matrices
4 3
Por consiguiente, A~ = “1 121
T
Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion: X=A"'C
Entonces:
4 3 4 3
22 21)+3(-2)
x 7 { 2 x 2
o i H S o i e B
O e e B G PTer) B <y
11 11 11 11
Por tanto, las soluciones del sistema son;
x=2 y=-=1
x+y=2z=—4
2 ®e-Resuelve el siguiente sistema: {2x—y—z=1
3x-2y +z=7
Solucién
1 3 =3 x -4
Se definen las matrices A, Xy C,entonces: A= |2 -1 -1 | X=|y|yC=
3 =2 1 z 7
Se obtiene la matriz A™
(1 1 -2|1 0 0 1 -2/ 1 0 0
2 -1 1|10 1 0 ~ 10 -3 3|-2 1 0O
3 =2 1(0 0 1 G 0 -5 7|-3 0
- D3R Rk, - SRk
2 o i
= =
T 0o -1/3 3
""ﬂl—l%—%ﬂ ”Ul—l%—%ﬂ
0 =5 7 o0 2
3 0 1|, 1 s
SR, + Ry E —3 1
L
1 1, 1 11
10 -12 3 1 0o0l2 22
~01-1§—én ~nlu§-g%
R FUE ©0t s 1
6 ] 2E+R,-m 6 6 2
R, +Ry— -
(11 1]
2 2 2
" 5 7 1
Portanto, A'= |= —-— =
© 6 6 2
1 531
4] 6 2
5 d (continia)
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AlGEBRA
{continuacidn)
Finalmente, para hallar los valores de las incGgnitas se aplica la expresitn:
X=AC
Entonces:
1. L 1] -1—4+(—l\1+17_
- (3 il R
I T | 5 f 1
X= == == = 1]|=|=(-4)+|-=|1)+=(7)| = |-1
s|=12 -1 3 A il
Bl 4 s 1L 7 PR AL
= = Y —(—4)+| -= [(1)+=
6 6 2] gt g Je5l)

Por tanto, las soluciones del sistema son: x=1,y=—1yz=2

EJERCICIO 166

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.

a—2b+c=12

[;x:g ::;2 4, {2a+b-c=3
i 4 a=b+3c=13
_ 2x—y+3z=5

- briciory R
3x=5y=-2z=7

_ x+2y—z=1
3, [6i;;ti;1_4 6. {3x+y+2z==2
s X—y+dz=—6

g Verifica tus resultados en la seccdén de seluciones correspondiente
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CAPTULO 17

RAICES DE UN POUNOMIO

Niccolo Fontana-Tartaglia (1500-1557)

aci6 en Brescia y murid en Venecia. Su
N verdadero nombre era Fonfana, pero

fue apodado Tartoglia por su tartamu-
dez, causada por una cuchillada asestada por
un soldado francés, que le derivé secuelas en el
habla. Fue el primero en idear un procedimiento general de resolucién de
ecuaciones de fercer grado, manteniendo en secrefo sus métodos. Cardano
le engafid bajo la promesa de mantener en secrefo estos métodos pero,
fallando @ su honor, los publicd. En 1537 publicd su primer libro sobre
teoria balistica.

MNiccola Fontana-Tartaglia
(1500-1557)

|
=
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Aicesra,

Teorema del factor y del residuo
Sea el polinomio f(x)= ax" + @, X" +...+a, y bx + ¢ un binomio, entonces:

a) bx+cesfactordcf(x}sif[—-§] =0

&) bx+cnoes factor de fx) sif( ) =k, con k # 0, donde £ es el residuo del cociente de f(x) con bx +c, asimismo,

.
b
—E resulta de resolver la ecuacion bx+¢=0

EJEMPLOS .
1 @+ -Demuesira que 3x - 1es factor del polinomio f(x) =3x" + 2¢" — 19x +6.
,i_ | Solucién
Lt
El binomio 3x - 1, se iguala con cero y se despeja x
1
—1=0 =—
Ix = x=3

Este resultado de la ecunacidn se evalda en f(x):
1 1Y (1Y 1
=3[ +2| 2| -19]|= |+6
1(5)-43) +3) -5}
3) -9z )s)(z)+s o
3 27 9 3
Como el resultado de fe] =0, entonces se concluye que 3x = 1, si es factor del polinomio.
7 ®9-Obién el residuo de dividir 4x* — 11x* —x + 14 entre x - 3,

Solucién

Al aplicar el teorema del residuo, se iguala con cerox — 3 y el resultado del despeje se sustituye en el polinomio f(x) =
4 - 11 - x+ 14

F3) =43 - 11(3)" =(3)+ 14 =20
Por tanto el residuo de la divisiénes 20

3 ®e-Identifica cudl de las siguientes expresiones Sx+ 1, x —4y x+4, son factores del polinomio f{x) = 10x” + 57 + Tlx + 12,
Solucién

Las expresiones 5x + 1, x — 4 y x +4, se igualan con cero y se despeja a x, para luego evaluar los valores obtenidos
en flx):
1 LY iy 1 ;
=5 |=10{ -5 | #57| =5 | #71| =5 |*+12=0 por tanto Sx+1,si cs factor

f(4)=10(4)* +57(4)" +71(4)+12=1848, por tanto x —4, 1o s factor

f(=4)=10(-4)" +57(—4)" +71(—4)+12 =0, por tanto x +4, si es factor
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Cauo 17

Ralces de un polinomio

A ®+-Determina el valor de k, tal que f(x) = 3kx* + (4k + 5)¢ — 19x — 12, sea divisible por: x + 3.
Solucién
Para que f(x)sea divisible por x + 3, se debe de cumplir que f(-3) =0, entonces:
=3y =3k(-3)" + (dk + 5X(-3)" - 19(-3) - 12=0
Se resuelve la ecuacion para k;
—45k+90=0 o k=2
Por tanto, el valor de k=2 y el polinomio queda expresado como:
) =6x" + 13x" = 19x = 12
5 ®e-Determina los valores de . tales que f(x) = kx’ — (K = 2" — (k + 3)’x — 20, sea divisible por: 3x + 2.
Solucién
Para que el polinomio sea divisible por 3x + 2, se debe cumplir que f(—%] =0, entonces:

() e

Al desarrollar la expresitn se obtiene la ecuacitn de segundo grado:
3K + 50k - 177=0

Cuyas soluciones para k, son los valores, 3 y —%, entonces los polinomios son:

fE)=3 -7 -36x-20 y f(x)= —%[lﬂx’+m3x2+2mx+18(]]

Raices

Dado el polinomio f(x) = a,x" + a,_x"" +...+ a,x' + a, el niimero de raices o ceros corresponde al grado n del
polinomio y son aquellos valores que cumplen la condicidn f(x,)=0, éstos pueden ser reales, complejos o ambos, de
acuerdo a las caracteristicas propias del polinomio,

EJEMPLOS
] @+ Demuestra que -2, 1 y 3 son mices del polinomio f(x) =x* — 2x" — 5x + 6.

i§' { Solucién

Se sustituyen los valores — 2, 1 y 3 en el polinomio:
fl=2)=(=2Y -2(-2)' - 5(-2) +6=-8 -8+ 10 +6=0
=1 -21y-5(1)+6=1-2-5+6=0
f3) =37 -23Y -5(3) +6=27-18-15+6=0

Todos los residuos son iguales a 0, por consiguiente, se demuestra que estos valores son raices o ceros del poli-
nomio.
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Aicesra,

1
2 ®e-Prucbaque—i,iy 7 son las rafces del polinomio f(x) = 3¢’ — ¥ + 3x - 1.

Solucién
Los valores —i,i y % son sustituidos en el polinomio
f=iy =30 =i + 3(=D) = 1 =3(= )= () =3i-1==3i" =i -3i -1
==3-i)-{-1})-3i-1
=3i+1-3i-1
=0

F =30~ +3D-1=3(N) - (O+3i-1=3"-F+3i -1
=3-D-(-1+3i-1
==3i+1+3i-1
=0

3 2
f(l] - 3(1) [1) +3(l]_1 = 3[L]-1+1-1 = dadig ey
3 3 3 3 27) 9 9 9
1
Purtanta,scprucbaque—i,i}rgsunlasraicesdelpulimmiu.

3 ®e-Determina cudles de los siguientes nimeros 4, 1, 1 + i y =1 — 2i son ceros del polinomio f(x) =x* + 5x* + Tx* + Tx
=20,

Solucién
Se sustituye uno a uno los mimeros en el polinomio, esto con el fin de saber cudles son raices del mismo,
F@)= @)+ 5(4)° +7(4" + 7(4) - 20 = 696
A=+ 517 + 71 + (1) -20=10
FA+D) =1+ +5(1 +i) + 7(1 +i)" + 7(1 +1) = 20 = =27 + 31i
f(=1=2i)= (=1 = 2i)* + 5(=1 = 2i)* + 7(-1 = 2i)* + 7(-1 = 2{) = 20=0
Por consiguiente, los valores 1 y —1 —2i son los (inicos que son raices del polinomio,

5i las raices de un polinomio son x,, X,, Xs..... X, entonces el polinomio se puede expresar de la siguiente forma:
Jxy=(x = x)x - x,)x —x)...(x - x)

EJEMPLOS .
‘§_ ] @+ Determina el polinomio cuyas rafces son los nimeros —3, 0y 4.
2 f Solucion

Dado que existen tres raices, el polinomio a obtener es:
J(x) =0 = (3))x = 0)x = (4))
Jx) = (& +3)(x)x - 4),
Se desarrolla el producto de los binomios y finalmente el polinomio es:
flx)y=x'=x'=12
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Ralces de un polinomio

1 a5
2 ®+-Determina el polinomio de tercer grado con ceros en — 1, ) }ff(—i}=—?.
Solucién
Dado que el polinomio es de tercer grado, se representa como;
JOx) = (x = 2 )(x = 26)x = x3)

7= (x=(0) 33 Jor=5) = (oo )(x-3 Jix-x)
Y'se sabe que f(-2) = —3?5 entonces:

o= ae(2-g)2-x) o -F--3)2-5)
Al resolver para x;, se obtiene que:

Xy=——

4
Por tanto, el polinomio que cumple las condiciones establecidas es:

1 1 a 3 1
ﬂ;x]— {x+1][x—5](x+z) =x+ Exz = Ex ord E
3 ®+-Obién el polinomio de tercer grado si se sabe que sus raices son: = 1 —i,— 1 +iy5.
Solucién
Hl polinomio se representa de la forma:
fo) = (x=(=1=i))(x=(=1+i))(x=5) = (x+1+i)(x+1=i)(x=5)
Al desarrollar el producto se obtiene:
fxy=x"-34"-8-10

4 ®e-Encuentra el polinomio de cuarto grado si se sabe que sus raices son: 2i, — 3, y ademés f(— 1) = =50 y f(0)=—48.
Solucién
Al tratarse de un polinomio de cuarto grado se representa como:
SO = (e =x)0x = xHx = xa)(x = x0)
[ = (x=2)(x +3)(x-x,)(x-x,)
Pero se sabe que f(= 1) = =50, entonces:
f=1)= (-1=-2i)(=143)(-1-x;)(-1-x,) — =50 = (-1-2i)(2)(-1 =x;)(-1-x,)
También se cumple que f(0) = — 48, por tanto;
fO) = (0-2i)(043)(0-x,)(0-x,) =  —d48=(=2)(3)(-x.)(-x)
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Ralces de un polinomio
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AiGEsra,

Donde se genera el siguiente sistema:
8
XXy = !_
24-2i
1+2i

Xytx, +x0nx =

El cual tiene como soluciones x, = 4 y x, ==2i, por lo que el polinomio queda definido como:
Fx)y= (x=2i)(x+3)(x—4)(x +2i) - JOx)=x'-x-Bx' - dx-48

Célculo de las raices por divisién sintética

Para encontrar las raices de un polinomio se emplea la divisi6n sintética, asi como los diversos métodos de factori-
zacién y resolucin de ecuaciones, ademds de hacer uso de la regla de los signos de Descartes.

Regla de los signos de Descartes
Esta regla nos permite determinar el tipo de rafz posible para un polinomio (positiva, negativa o compleja)
Sea el polinomio f(x) = a,x" + a, , x"' +...+ @, x' + a,, entonces sucede que:
2 El nimero de raices positivas es igual o menor en dos al niimero de cambios de signo del polinomio.
© El nimero de raices negaivas es igual o menor en dos al nimero de cambios de signo de la evaluacidn f{=x),

© El nimero de raices complejas depende del mimero de raices positivas o negativas que tenga el polinomio, Si
el polinomio con coeficientes reales tiene una raiz compleja entonces también tiene como raiz su conjugado.

EJEMPLOS *
-3 1 @+ -Dado el polinomio f(x) =x* — 2x*— 11x + 12, determina sus rafces.
i.;E i Solucién

Si se aplica la regla de Descartes se observa que:
1. Existen dos cambios de signos en f(x), en consecuencia el polinomio tiene dos posibles o ninguna raiz positiva
f&)=+x =27 = 11x+ 12
LU S B
2, Se evalia f(—x), para determinar las posibles rafces negativas

flx)==x"-2¢ +11x+ 12
L I

Se observa que sélo hay un cambio de signo, por tanto existe una posible raiz negativa.
De acuerdo con la regla de los signos de Descartes las posibles combinaciones de raices son:

Raices positivas 2|0
Raices negativas 111
Raices complejas | 0 | 2
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Ralces de un polinomio

Se factoriza el polinomio mediante el uso de la divisidn sintética, como a continuacion se ilustra.
Ya que el coeficiente de x° es 1, se toman tinicamente los divisores de 12

Divisores de 12 = {£1,+2,+3, +4, £6, + 12}

Estos son los posibles valores para los cuales el valor del residuo de la divisién sintética puede ser cero.
Se ordenan los coeficientes del polinomio y, con los valores anteriores, se efectian las operaciones siguientes:

1 =2 =11 12 1
1 =1 =12 ——
1 =1 =12 0 4
12 -
1 3 0 -3
. | -
1 0

Finalmente, las raices del polinomio son; x, =1, x, =4 y x, ==3
2 ®+-Dado el polinomio f(x) = x* + 3x* - 2x* - 10x” — 12x, determina sus raices.
Solucién
Este polinomio carece de término independiente, entonces una de las raices es cero y mediante una factorizacién el
polinomio se expresa como:
fX=xplx)=x (¥ + 3 - 2¢ - 10x - 12)
Se aplica la regla de Descartes al polinomio p(x) para determinar el nimero de posibles raices:
1. Existe un cambio de signo en p(x), en consecuencia ¢l polinomio tiene una o ninguna posible raiz positiva

P =x'+3x -2 - 10x - 12
\_/

2, Seevalia el polinomio p(- x), para determinar las posibles raices negativas
p=x)=+ x' =3¢ =20 + 10x - 12
LS WL
Se observa que hay tres cambios de signo, por tanto existen tres, una o ninguna posibles raices negativas.
De acuerdo con la regla de Descartes las combinaciones posibles de raices son:

Raiz cero 1
Raices positivas |1
Raices negativas |3
Raices complejas |0

Con el método de division sini€tica se factoriza el polinomio p(x)

(% T
O o =

1 3 25 -10 <13 i
2 10 16 12
1 5 8 6 0 -
-3 -6 -6 T
1 ) 3 0

Se observa que no existe ningiin divisor de 2 que dé como residuo cero en la division sintética, por tanto las dos
mices restantes son complejas y conjugadas. Hasta este momento la factorizacion del polinomio f(x)es:

flx)=x(x=20x+3x" +2x+ 2)

(continda)

409



17 CAPITULO

AiGesra
{continuacidn)
Se iguala a cero el polinomio »* + 2x +2 y se obtienen las raices restantes:

_ _zijfz_]i__‘;ﬁ]_'(_ﬂ _ 244-8  2+Ja 2+
= 2(1) R R

==1zi

Por tanto, las raices del polinomio f(x) son;

x=0x=2x==-3 5 ==14+ix==1=i

3 @+ Determina las raices del polinomio f(x) = 36x" + 24x° + 138 + 6x + 1.,
Solucién
El polinomio se expresa de la siguiente manera:
Fx)=36x"+24x" + 4’ + 9% + 6x + 1
Se agrupan los términos
fx)=(36x" + 245" + 4x%) + (97 + 6x +1)
El factor comiin da:
Fx) =4 (9 + 6x+ D+ 1( 9% + 6x + 1) = (A" + 1) (9 + 6x + 1)
Para hallar las raices de f{x), se iguala a cero el polinomio, entonces

@+ 1) (9 +6x+1)=0
47 +1=0 ;9% +6x+1=0

¥= —% : (x+1)" =0

x=1

[#

: x=-

z
2

se dice que existe multiplicidad cuando una raiz se repite dos o méds veces, como en este caso, por tanto las raices del
polinomio son;

i 1
] ’&:——,xz:xq:——

3 | =
b3 | =
[#3

EJERCICIO 167
*  Indica cudles de los siguientes binomios son factores del polinomic propuesto:
. L fx)=x’ -4 =7x+10; x-2,x-1,x -5
E 2 g =2+ -Tx—6; 2x+3,x+2, x+1

3 p) =3 -8B - B+ 32 - 16;3x =2, x+ 2, x =2

4 fR)=x'-xX+T" =% - 18;x+1,x+3i,x -2, x+2i

: 5 hx)=x*+20C+64; x+i, x—i,x +2i,x-2i

:. 6, mx)=x +6x'+ 20" + M+ 260 x+6, x, x+ 1 —i,x—1+i,x+2+3i
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Determina el residuo que se obtiene al dividir el polinomio por los binomios dados:

7. (€ + 132% + 14x - 88) + (x + 2)

B. (2 +58 - x—6)+(x+1)

9, (" +3Tx" +32%x = 15) +(2x - 3)

10, (¥ + 20— Tx"—8x+ 12) + (x+ 1)
11, (5x* =26x" + 15x" + 38 - B) + (x+ 2)

12, (¥ =3* =57+ 15 + dx = 12) + (x + 3)

Determina los valores de k para que el polinomio:

13. f(x) =2 - k" = (Sk+ 1)x + 12, sea divisible porx — 4

14, f(x)=2¢ + (2 + 107 — (" + 1)x — 24, sea divisible por 2x + 3

15, f(x) = kx* = (K* = 1)x* + (7Tk + 5)x — 12, sea divisible por 3x - 1

16, f(x) =(2k* = 2)x* = (5k — 1" — (3k" — 4k + 3)x — 6, sea divisible por 5x + 1
17. f(x) = kx* = 2k’ — (4K = 3" + (k — 2)x + 15, sea divisible por x + 3
Indica si los valores propuestos son raices de los polinomios:

18, f(x}=x" - 12"+ 47x - 60; x=3,x=4,x=5

19. f(x) =2 + 34 + 18x + 2T; x=3i, x=-3i, x= _%

20, f()=x"+ 10+ 27x+ 18; x=1,x=-2,x=-9

Determina cudles de los valores propuestos son raices de los polinomios:

21 ) =2 - 13" +Tx + 22 x= % x==2,x=-1

22, f)=5¢-1T+13x+15; x=2+i,x=-2~i,x= -g

23, flx) =6+ 5x - 19x- 10; x=-1,x= ; x= —%

24, f@)=x"-4"+T¢ - 16x+12; x=-3,x=-1,x=2,x=-2
25, f(x)=25x"- 100x" - 19x" + B2x - 24; x=4,x=1,x % x=—§
Encuentra el polinomio cuyas raices son:

28, x=-5;%=0,x=1

27. x=3,x=-3,x=-4

28, x= % x=4i, x=—di

29, x= g x=-2x=
30, x=4,x=-5,x=3-2i,x=3+2

3N x=ix=-iLx= = x= -

Encuentra el polinomio que cumpla con las siguientes caracteristicas:
32, Polinomio de tercer grado, con raiz en %,f(l}:lﬂ, fi-H=-4
33, Polinomio de tercer grado con rafz en 1, f(1) =0, f{(0)=1

34, Polinomio que sea de cuarto grado, con rafces, ~1, i y —i, ademds f(3) = 40

B3 | La

35, Polinomio de cuarto grado con raices en —3, multiplicidad 2 en raiz 1 y f{0)=-3

36. Polinomio que sea de cuarto grado, multiplicidad 3 enla raiz 2 y fi-1)=-27
37. Polinomio de quinto grado con rafees 1, -1 y f(-2) =0, f(0)=- 2, f{2) =60
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Aicesra,

Determina las raices de los siguientes polinomios:
38, flx)=x-5c-x+5

39. fix)=x"— 12¢" + 47x - 60

40, f(x)=15x"-53" -30x+ 8

41, flx)=2x"+ 132 +30x+ 25

42, flx)=x"—6x"= 13"+ 42x

83, fix)=x'=x"+ 105 - 16x-96

44, fix)=6x"+x"— 20x" - 42x - 20

45, f@) =25+ 132"+ 196" + "+ 17x - 12

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Solucion a los ejercicios



AIGEBRA

I

LAUB={-3,-2,-1,0,1,2,4,6}

EJERCICIO 1
l.g 4.¢ T.e
2.¢ S.e 8.e
ie = 9.c
EJERCICIO 2

1.R={xeN| xesdivisor de 10 }
2.4=12134756,78,9}

3 B={4}

4.C= [ xe N| xes divisor de 20 }

5 ¥V={=-2,-1,0,1,2}
6.0={¢go0,u}

7.7={23,4,5}

8.5=1{237}

9. U= {xe N| xes unmiltiplo ded }
10, M= {2,10,50}

EJERCICIO 3
1.n(4)=8 6.n(T)=1
7.n(M)=0
8.n(L)=4
9.n(J)=e

10.n(0)=12

2.n(B)=1
3,#{»5‘]-4
4. n(R)=0
5,#{9}'“

EJErcicio 4

1. Iguales

2, Equivalentes y disjuntos
3. Digjuntos

4, Disjuntos

5. Equivalentes

6. Equivalentes y disjuntos
7. Equivalentes y disjuntos
8. Disjuntos

9. Disjuntos

10. Iguales

EJERCICIO 5§

1. 8 subconjuntos
2. 31 subconjuntos
3. 16 subconjuntos

«{{}{a}{s}{e}{ap}{ae} {pe}{n0}}]
{{Hal{cM e {rt{ach{ael{ar}.
5. {ael{as} asf{acel{acsr}aer]),

{eer}acer} )

{{ M2} {sh{e} {12} {rs}{16].
6. {23}{26}.{36}.{12.3}.{1.26}. {136},

{23.6}{1236}}

2{{ Mk} o} {13} 1o} {30} {139}}
s{{}{sH e} {7} {56}{57} {e7}{5.67}}

10. ¢
1, ¢
12, g

2.AnB= {1}

3.4'={3,4,56,7}

6.8-A= (4,6}
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Esercicio 7 Esercicio B
1. Au Bm= { 0,1,1,3,4,5,3,11}
2. Buc={01,2,345612}
3.cuD={0123456}

4 Du 3-{1,1,3,4.5.&-.11]
5. AnF={246}
6.AnD={46}
7.cnE={012345} 2,
8. BnC={1234}

9. 4={13579101112,13,14,1516,17,18}

10. 5’ ={0,5,7,89,10,11,13,14,15 16,17,18 }

11. ¢ ={67,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18 }

12,0’ ={01,2,7,8,9,10,1112,13,14,15,16,17,18 }
13.4-8={038} 3,
14.c-p={012}

15. E-B={0,57.89}

16, B- A= { 1,3,11]

17.4 nB={1,312}

18. AU B’ ={0,2,4,5,6,7.8,910,111314,1516,17,18 }
19. 5 A E' ={1011,13,14,1516,17,18 }

20. 4 - G={13,57,9,10,1113,1517}

21.(4u BY ={57,9.1011,13,1415,16,17,18 }

22.(4n BY ={0,1,3,57,8,9,10,11,12,13,14,15,16 17,18 }

23.(auFnc={024}

24. BU(F-G)={1,23.4,6121517}

25. (F- Gy nE'={1517}

26.(Fn G)uD={345,61416,18}

27. B n(4uG)={12,14,16,18 }

28 (EUF) N4 v G)={0,2,4,6,814,16,18}

29.(CUE)N(FUG)={ }=¢

30.(BuDyu(Fn G)={12,3,456121416,18}

31.(Bu DY - (Eu GY ={07,8,9,14,16,18}

32.(4 N B)-(E nF)={579141516,17,18}
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Solucion a los ejercicios

AnBnC

AuBnC



AIGEBRA

i A B
C

HuCn(B-0)

v 4 B
C

(Ad=-Byu(dnC)

c

(AnBU(BnC)

11.

“-BuEnC)

c

(A UB)-(uC)

EJERCICIO 9
1.4uB={01,2,3457}

2.4nB={23}
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Solucion a los ejercicios

4. 4nF={689}

9.(4-BY uC' ={01,23567.89]

6.MuBuCY={69} 11, (A-BY n(B-CY={256,89}

7.(-B)nc={5}

Esercicio 10
1.

L D ) a) 101 personas

%B it

49
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AIGEBRA

2,
v N F a) 52 nifios
By 73 nifios
a c) 100 ni fios
A@A d) 32 nifios
Ny
3.
U G a) § personas
E)5 personas
A ¢} 10 personas
v d) 26 personas
AN | s
v 136 personas
26 B
4.
L W T d) 5 personas
B) 15 personas
A £) 55 personas
!I ) 31 personas
5 ‘ V
5
U Ch F a) 50 nifios
B) 13 nifios
A €)20 nifios
AVA d) 16 nifios
& ‘lllll'L

EJERCICIO 12

“Espafia esth en Europa y Japdn esth en Asia™

1
2, “Espafia estd en Europa o Japon estd en Agia”

3. “Espafia no estd en Europa”

4. “Japbn no estd en Asia”

5. “5i Egpafia estd en Europa, entonces Japdn esth en Agia”
6.
7
B
9
10

“Espafia estd en Europa, g y 56l ¢i Japin esth en Agia”

. “Espafia no esth en Europa y Japbn estd en Asia”
. “Espafia estd en Europa o Japin no estd en Asia”
. “No es verdad que Espafia estd en Europa o Japdn estd en Asia®
. “No es verdad que Espafia estd en Europa y Japhn estd en Asia”

Esercicio 13

Lank
2an~b
3~ v b
4 bva
S ~aanb

6.~anB)

BEiErcicio 14

1. ~a= “Espafia no estd en Europa y 6 n0 es nimero par”
2, ~b="Los perros no ladran o 12 no es miltiplo de 37
3. ~c= "5 no es niimero par o es miiltiplo de 15"

4, ~d= "7 es primo y no es divisor de 217

5. ~¢= "6 es nlimero impar o el tucin es un ave”

EERCiCIO 15
1,

Conversa:

*5i 3 no es par, entonces es divisor de 6°
Contrapositiva:

“8i 3 es par, entonces no es divisor de 6°
Inversa.

81 3 no es divisor de 6, entonces es par”

2,
Conversa:

“8i x es divisor de 25, entonces es miltiplo de 57
Contrapositiva;

“8i x no es divisor de 25, entonces no es miltiplo de 5°
Inversa:

“§i x no es miiltiplo de 5, entonces no es divisor de 25"

3
Conversa:

“Si un tridngulo no es un cuadrildtero, entonces es un poligono”
Contrapositiva:

“8i un tridngulo es un cuadrilitero, entonces no es un poligono”
Inversa:

“5i un trifngulo no es un poligono, entonces es un cuadrilitero”

4,
Conversa:

“5ila Luna es un satélite, entonces Marte no es un planeta”™
Contrapositiva:

“Si la Luna no e un satélite, entonces Marte es un planeta”
Inversa:

“5i Marte es un planeta, entonces la Luna no es un satélite”
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Solucion a los ejercicios

5 6.
Conversa:
“8i 17 no es miltiplo de 50, entonces &5 nlimero primo”
Contrapositiva:
#5117 es miltiplo de 50, entonces no es alimero primo”
Inversa:
“8i 17 no es nimero primo, entonces es miltiplo de 50"

EJERCICIO 16
1.{24.68]

T.~g="x4 T xeN

~g="x= T xeN

B~k="snpesparyx 48", xeN

2.{24}

~h="ynoesparyx2 8", xeN

N
xes
par

9. ~i="xtdoxnoespar”; xeN

3.{1,23.45,67.9,12,1518,...}

N

~f="y=doxnoespar”, xe N
4.{2.3,4567.8}

3. 0. ~j="x4 50 xn0es primo”; x e N
Ciudadanos ~j="x>50xn0es primo”; x e N
Mexicanos N
Dyran -
BuENSES
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AIGEBRA

Esercicio 17

5, Verdadero 6. Verdadero

4 Verdadero

2, Falso 3. Falso

1. Falso

EJERCICIO 18

~p=~q

v ga ~(p=2q)

~q

- | v a=-q

' .4

~(p=q)

pap=gi=p

g | pPva | ~pva

4

g | Ppvg | P=T

PY ~q

.

g | p=q | palp=yq)

4

(PA~)=~@V 9

-q

2A=Y

paqgrepy g

~(pv q)

~q
I

g |p=q | qg=p | P=2qVv(g=p)

Ple|prg|pva

r

ple|» |~ |PAg|PVe

11.

~q&n | pvi-g&n

~ | ~q

r

fLFlf

g

£ EE

Fll i

v garipvn

pYe|pve

r

g
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EERCICIO 19
1axBe{(12).14).(22),(24).(32).(34)}

, AxC= {(13) {15).(16).(2.3).

' (25).(2.6).(3.3).(3.5).(3.6)}
3. 5xC={(23),2.5).(26).(43).(43) (46)}
4. Bx 4={(21),(2.2).(2.3).(41).(4.2).(43)}

5.0 B={(32)(.4).(52).(5.).(6.2).(6.4)}
Ax(Bxc)={(1.2,3) (1.2.5) {1.2.6).(1.4.3).(1.45).(L.46)
3 (223)2.25).22.6) (249 (2.43)(249

(3.2,3).(3.2,5).(3.2.6).(3.4.3).(3.4.5).(3.0.6)}
(4x B)x c={(12.3).[1.2.5).(1,2.6).0.4.3).(1.4,5).(1,4.6)
. (223)2.25).22.6) (249 (2.43)(2.49
(32,3).(3.2.5).(3,2.6).(3.4.3).(3.4.5).(3.4.6) }
8.(40 B)x(4n€)={ (13).(3). (3.9, (.9]}
9.(4- B)x c={(13).(1.5) (16).(3.3).(3.5).(3.6)}
10.(4-c)x(4nc)={(1.3)(23)}

EERCICIO 20

. —Sx 10. 2 19. a%F - ab®
2.134°F 11, - % b 20, -2k

3, -10%° 12.0 21,74 =105 + 8
4.0 13.01155-%5 23, B + dewns + 59
5. 10a%8 14, -2ab*c 23, 25774 4 5?2

6. =Ba 15, =3m*? 24 9g"™3 4 T
7. -x 16.-3x+ 3y 5, -—.r’- + 3ab

17 gos AT
8. Bab 17. 5 26, =— 2" - —p"™
[ 20

9. -4 18, =11m = 8n 2?.%:-3;

Exrcicio 21
1 7 5

1.-1 10. — 16. - 1. =

25 36 3 12

3.3 il 17.2

4.1 "l nie

; n 16

514 12,31 18, —

7 i 12 23 _1
'5-i'£ |3.—I 3 _E 156
7.=2 14,24 4 24 432
8. -6
9. 24 15, =208 20, —= g5, 32

8 64 2

Solucidn a los ejercicios

EJERCICIO 22
l.x=3
2.3a+8

JoR

F
4 100=- x
3, x,x5+1

6 2, da+2 2a+vdconaeZ
T,{x-l-;.-:lz
8\.:.-2+y2

1
9 -
x

10. illx—.}r

11. ‘u': + \.'IE

12.5x-10
a+ b

6
4. 2.;+{zx +2]+|:1:+4:|-3{1x]|+ i{z;u)
15. 2y(10)+ y=21y

1
16. IIJW- 4
1?.{.“5]’.49

18, A= x*
19,P.2[3n+a;|.2{4a].3a

10,:1-[::1-3]4-{:1-5]-?

21, x=015x=085x

22, 50 = 2x

23 x80-x

M 2x+L2x+3 Ix+SconxeZ

25, A= x(3x-3)
26, x-10

X
H.F-E

28 x,2x180° = 3x
29.0.30x
30, Ix+4

3, Ena(;n]-i-m
3 x
0.2 =3(x-1)+7

EERCICIO 23

1. Un niimero aumentado en tres unidades,

2, El doble de un niimero disminuido en once unidades,

3. El riple del cuadrado de un niimero.

4. Las cinco sextas partes de un niimero cualquiera.

3. El reciproco de un nimero.

6. El cuadrado de la suma de dos cantidades diferentes.

7. La suma de los cubos de dos niimeros,

8. El cociente de un n{imero entre su consecutivo,

9. El quintuplo de un mimero equivale a treinta unidades.

10. El triple de un mimero disminuido en dos unidades equivale a veinticinco.
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AIGEBRA

11, Las tres cuartas partes de un niimero aumentado en dos unidades equivalen  Ejepcicio 25

a dicho niimero,

12, Una sexta parte de la diferencia de dos cantidades aumentada en tres uni-

dades equivale a la suma de dichos niimeros,

13, El cociente de dos nimmeros equivale a un quinto de su diferencia.

14, La diferencia de los cuadrados de dos cantidades,

15. La diferencia del cuadrado de un niimero con el doble del mismo,

16, El cuadrado de la semisuma de dos cantidades,

17. La raiz cuadrada del cociente dela suma de los mimeros entre la diferencia

de ellos.

18. La suma de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos.

EJercicio 24
1.10x - 5y-=
2 3m-n-21
3 3a-b
4 =Tp+ 2g=Tr

5.5x #10x +2

6. =24 + %" =5

7.2 4 4227 - ¢

B x* -2

9. 5y° =3y =3y-1

10, 22° + 72" = Tz =1

11, -9 + By - 1157

22 st o6’ =302
13, -23°y - 7y - 100
M4t - -4yt

15, —-l,a’ +3¢‘ +6¢" -d +7a

1 1
TR P PO

gy
1712430 T

R A
18,2012, 1 s

a3

1 5 17
1 e oo L

3 2" e”

3 8.0, a3 Saa 3o 29
S R TRl At A AT

1.=3" +2a-5

2. % -5 —10x+11

3. =5a" + 4a* = 7o’ + 20 =%a =1
4,155y -17275% - 5

5. =a’h =4 = 22’0 + 5ab® =1
6. —x™% — 137 _ 47 412477
7.10a™ —6a™ - 52" + "

g0+ 16,3
4 3 3

P.Em"n + Em’ﬂz - Emzn3 - Zmn®
3 5 o

TR 1
10 == 2% 4 =¥y = =gyt =2 yd
SR kRN ey

11 =3x+Ty+5
12, 2a -1

13.185" ~18x” + 5x + 1

M2 =247 -a+5

15, 4"y -6 5 412575

16, dm*™' 4 202 &t = At - At

17. -15a"*Y + 44 — 52" 4+ 3 - 80" + 570

1 7 Cl
18. Em—l—u.ﬂ-ﬁgp

5 5 1 2 5 3
19 S gl
gﬁ"} 4’2”'1”' 12’

20 -V pps B 150 1 2
2 4 4 2

EJERCICIO 26
L8x+y 7.195% & dx =12y
2. -1la+ 3+ 2% 8. —2x-20y
3.-23x+3y 9. 5x-2y+18z
4, 23m - 14n 10, -5x+ 5y—8z
5 =12a+ 2 ll.h-ifl
10

6.-18x+ 7y 11,1—‘;“:_:}-
Eercicio 27
1.-154 7.2y
2,245 2 8. —4a'he
3. =144’ b 9.m'n p

3 7 g3
4-= 10, La8p%

w”ﬂj 6
5. 50m" p* 11,-%:’;?:‘
6. =3c"\m" p? 12, -27m"
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13. 0. 1mPnp’ 22, =56x° 381
14, 0.048abey= 23, 30x=
15, =10a™ 253 24, 482" 5
16, 42+ 2y deed 25, g aptet
17. =36 3 26. -% s
18. 6x™=~2 4703 27, d)gSeripperipnt
19, L Sa-2paet et 28, _la_-mzyinl
4 12
EU.- _hmly 20 Hr‘k-& Jﬁml
21. -304°%¢ 30, P2 543 50
EiErcicio 28
1. 84°6- 144 #

2. =15 +9m? =18nm" + 9m

3.3x%y -7 y- 24"y

4, 605+ 21270 — 248"

5. Mdb - 284" +16a°F

6. =35x7y%2% & 152597 4 2007727

7. d0m'np® = 24nc g + 48m’ g

8. =124'¢" + 210 + 6ac®

9, lsﬂ:ofuh:ol o h:f!ﬂ!n-& ¥ hﬂz#hil
10, -14x™* = 125" + 162" + 185" — 4™
11, Gg3pindl 4 gpgdadlplnd o ) ggtelpied
12, =257 300 4 1yl (Fust o g Sl Busd
13, =125 23 4 124537 — Ba*p 0
10105 L2 2

3 2 5

4
15,y + Bt 52 -ES;_)"‘
16. 2 a5t - B e 0 L b - Lagde
25 5 25 20
17, datripind o 35 jues mre
2
18, =3 4 " - gf"'
19, —1;: gl g %n"a’“’

20. —i—';msﬂ"uh‘ i ?m"n’

Esrcicio 29
L 5 =5x =14
2.mem=-T2
3.5 =5x+6
4,357 +19x + 28
5. 627 =11x=10
6. 25x" =16y

Solucidn a los ejercicios

i -Sn-3s
12 5% =3ty e 3t -8
13 2+ 3 y+ 37 4 °
M. m* 40

ﬁ.m’—f?

16. 52 =22x7y -13" +14y°

17, =27 + 51a°b + 40ab” - 285

18, 4a* = 242* - 6a* #11a-4

19.15%° =20x% = 92* + 122 = 18x + 24
. 1S e P |

193 .5 7.3
L
18 6

23 21 1
2 -y e ot -
St

2 7
N, =4 -2
lsa’ mfb-i-

7. -;u%fﬂ%,,ﬁ _%f

Mom* = e a

25, 5" g

26, 275 g Rt L gyt | gy Al g gt
27, 7% 4?0 Lyt

28.6x° —31¢° + 435% —6x —8

29, -18x* - 254" ~14x-9

0. &'y =62yt =227 5% 1207

3N, mt = 2mp=at + p

32, =20 + Smrt —mp - 3n® —np + 1097

k¢ NP o |

Mt -2 —at - dxe2

35, 35 —11% + 2047 - 7x- 5

36, —am g 2t ety e

37, 2 g el gl g e el
38, & - 240 — 47 + Tab® - 208

3. m™® = 2m® & 8™ = 3m™?

40, 305 4 347 = 31T 2232700 4 3p?
41, m% 4208 = 2t = 3wt 5 2 - -1

1 1 4 &3 17 aa
-ﬂ,g;rj-i-‘i.r n:’ 12:21.48:“.1
03, =B 4 2P 4 2N g ey g

PR DL S P R S . S S

423



AIGEBRA

ElErcicio 30 Eiercicio 32
1. 34 13, =3g™ it La+l 28. 45" - 6y + 9y
1
2. -6x* 14.;”:"'“‘?"‘:’-"" 2. %%1 29, ¥ & 2797 & 4y
3.3
3. 'k 15.1 3 x+3y 0.8 +a" +a
7
4. -4p’q* lﬁ-ﬁw“ 4 x+3 a1, x-4
5. -3 17.3a 5x-6 32. 2% + 2+ 397
; '
65‘555 18 -‘lﬁ}" G x+6 33.3%21'2'-1-
7 -lx”yz 19.1:""5"'2 T.m=dn 34,3::2-:1-1
i :‘ 8 x-10y 35 2t - 3x -1
8. -=a'F 20, - !
3 9 = 9.4 -6 36, 2% - 3x -5
2
9_5111 21, -9'p 10.m* +4 37,45 -6a -7
0. Lops S I.x* +2 38.6x" - 3x-4
4 " oa
11, 257+ B 23, 285 12,5 -7 39.7% +x-4
12 sd‘--ﬁﬂh.r 24 E;""'E"'z 13 3x =7 40. 5I: -9y =3
L M4, 4m -3 41, 4% + 3x =1
EJERCICIO 31 15. 57 42, 54° - %°p - 6ab” - 28°
l.x+12 5 1 3 2
2, 2x+1 16, 2a + 3B 43 4x" —6x" =Tx" =By =3x+2
3 =Sx+12y 17. Tm=3 44.£¢+ lB
4.2 -x+1 i 2
5.4"+3x-4 18. 3a+ 4 414::-%,?
6, =2x! +gxz+:‘a .
19, Tm=3n 46, dm ==n
7.9m'nt =Smint 41 3
1
8. 4% + 6a'b - 20 2.3 -2y 4?.%;»,%
T i
9. &'y -T2y -1 21, 30 = 5o 48, 5™ - 5 4y
1
10 o 2,308 45 49, " — !
1. ld{&’ _Lﬂfﬁ _152 23, 50 =6 50, m® = 2m* & m™t
30 &
a2 +1
1 1.5 54 2 M,Emz-.'h—l 51.m +3_|#’ .
12 —=a'b* + 28°F == 48
& 9 25, 357 4 Tx =6 52 9™ 4 ™
9 5
B e 2. 2a-7 53. =527 4 ™ 4 3
14, __;6..;‘}-‘ * !9915-2 -IES-ZJ-T 7.2y 54, xmd o gmeE o gme? gl
15, _%,ﬁyi.,.%,ﬁy‘_%x#}}.‘.%,f Esercicio 33
L6 =t+6 T.dx+y
16. 24 124" " =160 5% 2
- lf-aylz 22 oo 2, 4" +2x+ 4400 B &'+t st =2
E =
18 !Ih.z&h +3dho'fbh-ﬁ_hﬂ“|bn-l 3 512‘.6"}'1.}’2 9. ‘J’I +36x+8
19, —2gim-Spnei0 | 5 Sm-dpa-d _Edi--dbi-h 4155 +14y+ 3 10.9¢" -1
; 2 .
10,9553 4 2530 17 _ g 303 30 5. 0x? =Tay = 6° 11.154% + dx =3
6. 12w" 8w’ ~13w -3 12. 205" =3x=9
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EierciciO 34

1. &+ 16x+ 64
2. nft = 20m+ 100
I -Gat 9
4.7+ 2p+1

5, 3%+ 10y + 25
6. ff = 12p+ 36
7.1-28+ 5

8 = 10x+ 25
9.4+ dn+ it
10. 16 = Bon + m®
ll,yz-l- 1By + B1
12,57 - 24x + 144
13, 7 + 30p+ 225
14. 46" = da+ 1

16, 9’5" = bax + 1

17, msf + 16amn + 6457

18. 4% - 42ab+ 95
19, 47 + 122y 4+ 9
20. 2+ 0.4+ 0.04

21, 165° + 40+%y + 2557
22, Bla®- 1840+ o'
23, 36m’n® + Sfmaﬂ‘p-l- 'Dmmpz

24 4" - 256 + 5O
3 9
25.1“5 .IJ"‘I'Elzyz

1
i
26 % o+ 4

4 1 1
2, ——
9’ 3o 16y

28. %+ 2407 + 1651
29. 25078 - 3abny” + 95"
30, m'®+ 2dm% + 14458
31, 9= 540+ g1y

3. & -2+ P

33_9 -Il1+ lhﬁ-i.}rk+ I+ 4y4ﬂ+2
3.t 2 Bty 160

3594 + m‘mh‘l—lnﬁ'ﬁ”f
36,28 gm-2_12 gm-1 . 2 2
25 5 1

37.0.36n" - 0.6m™n" + 0.254°
38, 365 S 60 Ty Mt 4 25,80
39, 0,09 = 0,485~ + 0,64 2

- =2 _J1=3a 36 24
40, =554 g g =
9 4 5 4

1,ISv-

4

41,

42

Iy
+ Iayyfer g gy li-de
ﬁ derﬂy:!-tl § bﬂr.’rﬁud

"5 10

43, 72+ M+ 97 + Ay + Gz 122
4497+ P~ 12+ G- dy +
45 & + 366"+ 255 + 12ab- 10ar - 605

Solucidn a los ejercicios

46, a'+ 104 + 334 + 40a+ 16
47 d' + 6+ 5a* - 120 + 4

g Huges

.

5N—=t

el e - T |

P4l P -dx-dy+ 4

, da® = 12ab+ 95 + da-6b+ 1

16 + 256 + (7 + 40mn+ Bmp + 10np
et gt 1+ 12 -6 -t

56, 4 B + &= 24 + 2 - 2
5. a2 4 2

EJERCICIO 35
1.4%8-9

2.a°-1
3F-4
464
5.25-9
6.81-a
Tttt — ot
8.4y -2
994" - 255"
10, 16m” = 812
11, 4% - 92
12, 365 =1
13, 9m® — 64
14, 258" - 162
15, 81a%F° - M
16, 494%F - g 10

13',3m1-~1
25 4

1352 e 2
36 4

la;zlz
s

e

100
mk-ﬂ_ﬁﬁx
ﬂyh-!—lﬁx&
&+ Jab+ BF-2
=B+ 2=
' = ' = 2np~ g
P4 2y+ -9

©

e xzf-l-y‘

2EERSRRREERE B

Ay i-l

5]
|
E
I
|
]
|

1658 - B2 + g = &

nf — = 206 - i
4" + 20ay + 257 - 94



AIGEBRA

35, o + Jab+ B & = 2ol -
5.::2+12+12nyz+2y-1

37. m' = 10m+ 25 - 4w’ + 12np - 9
3B -2+ ¥ -F +82-16
39, 4 + 12xp + 9P = 1627 + 56z 49
40, ¥ Zay+ 7 — 92 — 30z- 25

EJERCICIO 36
1x%-3x-40 21.#-64-T2
2.1 + 3m-28 22 404 52
3, 27- 12x+ 20 23. a5~ 74+ 10
4.5 - 11x+ 30 24 M-ty a1 35
5. 57+ 10x+ 24 25, ' + 3250 + 28F
6.1+ n-12 26, 97 - 94"y - 28
7.4%-0x+ 8 17.::2-_3-%

1 1 1
- Ga=2 o e —m -
8 Ga =27 139 R
9.5 3x-10 TR i | o

16 327 48
10,m2+5m-24 ﬂﬂ.xzyz—lglzy+;—i

9 9 2
11, 4% - 4x-24 1, —3 ===
» w? 10775
12. 9n® + 6m- 24 2.8, Laa Ly

25 10 12
13. 362" - 6x— 12 33, a4 2ab+ B+ Tat To+ 12
14, 164" = 28x+ 10 34, a* - dab+ 4 + 6a- 125+ 5
15.2 - 9+ 95 35,07 = 2y + ¥ = daz 4 dyz= 217
16. 25¥ + S0x+ 24 36,47 + day+ 37 4 2t y-2
17. 4 - 2x— 4247 3T mt + 2+ o 4 A 4 A - 45
18, 25 - 35x— 184* 38, ™= B2+ 38 - dac - e
19. ¥~ 4 - 60 39.¥-6/-4f+ -3+ e
0. o — 120+ 32 40, + & - 258 + Zac
EErcicio 37
La -3 +3x—1

2.0 + 180 + 108m+ 216

3x-67+ 1x-8

4.4+ 304 + 300a+ 1 000

5.0 =21 + 147 - 343

6.5+ 07 + 27+ 27

7.1=-3r+ 37 -4

8. 1 000 = 300m + 307 — m®

9 B’ +1207 +aw + 1

10. 274 - 1084" + 1442 — 64

11, B+ 3627+ 5dx + 27
12,1 — 12m + 48w — 64

13, 275 - 1085+ 1447 - 647

14, 12505+ 150m's" + 60m’n' "+ Bu™
15. 27479 = 5487 + 3627y - BM
16. 642" + 965y + 48"y + Bay?
17.27m" - 108m '+ 144m'" " — 64 1’

BaoePeles Ll
3 27

T Bt . oy
27 a8

1

8 4 1, 1
B la1 1
» FYdRe

27

7 5 B 16 64
AL Z Py 2 - —
Trahard o o
e ML A
8° 16 2" s

1 1
= =B Ayt
Wk 13hatarnd

M-S\lh-g‘mk-‘y‘k-‘-l + 54]!:-1)‘&:+2_2-b)h+3

EERCICIO 38
Lat+ -2

2. m' - 65m + 64

3, 8144~ 1625° = 995 + 180x+ 100
4, 625¥' = 1 8005+ 1 296

5.m— 12m* + 48— 64
6.2 = 72474 1296

7.1 - 36 + Bd®— 49
3_ Ila-z.;la}r‘-l-_}r’

9, 16m" - 4’ = 200" - 148m- 48

10. 6 561 = 1 296"

11, x* - 415 + 400
_Exu._ixsyln_l_Lym
81 225 625
13, 2562% - 3244 + 5°

4. m'—nf = 2m-1
15. 2% 5*

16, " = 12m* + 48w’ - 64
17.2%- 224+

18.x'- 104+ 9

19, m® - 11m* - 80

20. n'? = 484" + 768+4" - 4 096

12

Eiercicio 39
Lafa+1)
2. a*HWE-2)
3.4 +a-1)
4.62%(3x+ 5)
5. 1227 - x= 22%)
6. 5645 + 76 - 9F%)
7. 1a(x= 1lax+ 3a%)

8, 3ai(3d’ - dab" + 5b— 6a’F)

9335+ 2+ 1)

10. 42 - 2x+ 3)

11. Gz = 3= 1)

12, 140y = 2x+ 45%)
13, 172+ + 3ay - &%)

Esrcicio 40

L. (e + m)(m + )
2 (F+ 1(3x-1)

3 x+y)a-B)

4. (= 3a(2y- 1)
5. (@ — 25)m— 3n)
6. (¢ = 35)dx - 53)
7. (- 3n)* +p%)
8. (Sm+ ﬂzj(lwm-l-pz}
9, (3a=2)p'+ 1)
10. (Zm + 3n)x* + 5)

426

14, 55m (i x4 2075 = %)

15, 547(5¢° - 27+ 3x - 1)

16. 3a(3a - 4b + 545" - 8")

17, 120m] + 2mm - 30t + dnt'if)
18. K3 + bab - 54K + B’ + da'h’)
19, B2y - -3 - 5%

20. 50abc(2al’ - 3bc + P - dc)
21. 31 3(Baxy - 2y - 4)

22. 2x(3x= 1¥(x+ 3)

23,3+ D2 -2

24, xlx+ 2(x-1)

25, 44(2x- 5)(2x- 3)

26. (2x- 1)3 -2%)

11 (&= 35+ m)

12, (x+ 3= 5)

13, (&= 3m){( 3z—-3)
14.(a + Da+ 1)
15.(1- 3" 2a+ 1)

16. (3x= T) + 1)

17.(1 - 4a)4-1)

18. (3m + Z)(6m" - 5)

19, (az + my)(xy= msz)

20, (F e+ mtmdpt + mof')



ExErciciO 41

L (k= 1)x+ 1)

2.+ THx-T)
3.(9-E+9)

4. (4x- 3)(dx+ 3)

5. (@ + PYa-Ba+ B
6. (" + B)x*- 8)

7. 4(5 = 2605 + 2x)

8. (6= 1)}(Gx+ 1)

9.(2-5(5x+ 2
10. (24" - 38e)(24" + 3bc)
11, (< + 6)(x*=6)

12, (4B + Y4B )

1 1
wfe-3)+3)
14. ::-I-E I-E

. 9 “ 9
15, I—E] :-I-:!-]
inT

EJERCICIO 42

L. @+ 4y
2. (m-5)
3. =4y
4 x-3
5. (x+6F

6. (3a=5)

7.(11c- 6y

8. (da+ 357

9.(2a- 58"

10, (3a + B

11, (2a- 38

12. #1245 = 17

o o)

19, (a2 - 36 (4™ + 3%

20, (m4 - 5)(m?*4 + 5)

21 (1-#)(1+ )

22, (%3 =502 |2 4 552

23, (4 -7 (4w +75*)

4, (x+y=d)x=y+12)
25, (2x+ y+ 6} -y~ 4)
26, (x=dy=1)}x+ dy=1)
27. (- 1(9x-7)

28, (3x + Jy)3x + &)
29, 4(7x— 9)(13x- 6)

30, 2F(@x- 2)(5x+ 6)

13, (104" - 38) 25, (2m = n+ 37
14, (a* + 6&c)’ 6. (5a- B
15, (94°+ 11) 27. &
16. (75" - Say™)? 8. (3a- B
17. (204" + 1) 29, (b— m)*
x
18. (+* + 9F .'m.[J; + \,"I_y)
i I = o
19. %-z] 31,(Ja:+1]z
5 . E b |
20, Ep”] 32, .:2-5]
“ %
Pl 2 1 4
21. f—i] 33, x*+a]
" 2 ,
P 2 1 a
7. %b’-l] 3, 4:7'-1]
n %
2yt (1 3
23, m’-"?] 35 m:3+2]
b .Y
b
24. [3a+ 3= 2 36.(Vm - 3)

EJERCICIO 43

L(x+ 2)(x+ 1)

2. (m— 6)(m-5)

3. (n—4}n-3)

4.(-8)r-7

5.(x+ 6)(x+ 1)

6. (x+ 4)(x+ 3)

7.(a+ 6)a+ 4)

B.(B-5)b-2)

9. (m— 5)m—4)
10. (v + 3+ 1)
11, (x - 4)(x- 1)

12 (n+ d)n+2)

13, (a= 18)(a +2)

14, (v + 6)y-5)

15, (x - 9)x+ 2)

16, (x = 109)(x = By)
17, (a - 108)a + 55)
18, (m— 10m)(m + 3n)

19. &+ By - Ty)

0. (m 4+ d)m— 1)m+ 1)

2, {y= 2+ D =2)

22, (n+ (n-n-n+2)

23, (o= 6)(a+ 6)(a= )a+ 1)

M. (P10} +9)
25. (ab+ d)ab- 3)
26. (Sy+ THSy+ 6)
27.6°- '+ 2)
28, (m = Tr)}(m + 3n)
29 (5- 51+ B
0.+ 5 -4)

ElErcicio 44

1. (Sm=2)m+ 3)

2. (3a+ Da-2)

303+ 2y+ 1)

4.(2x-1)x+ 2)

5.(4n+ 3n+ 3)

6. (4x+ 1)(5x-1)

7.(Ta+ SHa=T)

B+ D2+ 1)

9. (4x+ 1)(5x+2)
10. (3m + Z)(5m— 6)
11, (2Zz+ 5)10=- 3)
12. (B+ 10)25+ 9)
13, (2% + 33 -2)
4. (2n = TYTnf' + 2)
15. {3ab - S 2ab+ 5)

427

Solucidn a los ejercicios

31,07 + 12007 = 5%
32, (a= b+ B)a=b=13)
336 - 1+ 9
34, (m 4 12) (Pt = 11)
35. (n= 1B){n - 16)
36. (y+ 25)»- 22)

37, (- 44)(c+ 22)

38, (a+ 21)(a+ 12)
39, (x+ 33)(x+ 11)
40, (t- 54)(t- 45)

41, (x+ B(3-2

42 (4-x)Nx+ 3)

43 (x+ B(5-2)

44 (7-x)x+ 6)

45, (8 - 3)(3x+ 2)
46, (2x+9)(1 - 29)
47.(7 - Ba)(Bx+ 11)
48, (13 - 59)(5 + 11)

29, (" -9)(+* -4

50. (5 + )™ -8)

51_{_,,’* +fvl](y"'+1]

52. (% + 2)(1-x)(1+ # )1+ 4)
53.(9-2""2)(x™ +5)

M, (x=T)x-3)

55, 2(x- 9)(2x + 1)
56.(5x+y+ THSx+ y=6)
57. 6a(6a — 5)

5B.(x+ 3+ 11}2 = x=3y)
59, d(dx+ TH1 =)

60. (x + 3 )dy - )

16, (3y + BY5y - 2E)
17. (- 3m)6n + Sm)
18 (3x+5)(6 - )

19. (45 + 5)(3 - 2%
20. (5x- Iy)éx+ Ty)
21.(24'+ 5)54' + 2)
22, (2a- 158)3a + B)
23, (34 - 227 -3)
24, (34— 10)(10x° + 3)
25, (2m = u)3m = dr)
26. (Zax— Ty)Y3ax+ 55)
27. (3a— 28)8a + T8)
28, (3 + 24y = 3)
29. (a'h - 3)(5a°b+ 2)
30, (m+ 10n)2m— 11n)



o

t5ed

10.

11,

12,

13

14.

17.

|
+

,_\,_.\,
L (=N k-1
] +
b | == WO | -
e e
—— ¥ .
—— £-Y
+
ta
& ot
+ et
'h\,!._
——

(v +5)(243+3)
(avr;: = 2] {4u’¥ + 1]

(53 +4)(3x -7)

o)
z,][]

. ‘x%ﬂ][a,% -l]

,{\,"J'T}' —IJ(SJ;IT}'-I-d)

2 1 2 1
It -8y? ] 453 + 5_72]

L | 2 .2
2x3 + 3y || dx® = 5%

.

ol

EJERCICIO 46

L (2x- )4+ 2+ 1)
2, (x4 3 = 3+ 9)

3.

(2x+ )4 - 20+ )

4. (3a= BY9a® + 3ab + 1)

LT

(2a + 37)N47" - 6ab® + 959

6. (4a- (164" + 36a + 81)

7. (8- 3°X64 + 244" + 94

8. (= 20+ 2780+ 4f)

9. (1 - 6m)1 + 6m+ 36m7)
10. (g = 5)a* + 5a + 25)

11, (3m + 4"} %m" = 12mn” + 1607
12, (Tx— By"W494" + 5617+ 64"

13, (& + 55%)(a" - 5a°5" + 259
14. (247 + 9)(4¥" - 185 + 81)
15, (3 + 7o) 9’ = 2nd's’ + 4947)

i 1y2 Lra ‘2
16.] 5% + 5% || 5® =5%,% 458

1 1y 1 1
17. ] a* =204 {la? + 2atht &+ 4B2
s

L3) 13

18.| x% + 5p2 [:-5:2y2+25y’]
19. (x* = 202 4 2 Ly 4 %)
20. (3= AT + 3y + BY)

2, (x+ 3 = day + T

22, (=20(27nf + 18mm + 44%)
23, = (a+ BT + 1%ab+ 135)

M 2—:6(5:1'-}'][?1‘2 +3x+ 19.1;:]

Eiercicio 47

L (x+ 490+ = 4y +1607)

2. (a= 20" + 2 + 4a* 484 + 16a° + 32a+ 64)

3.(3 = Za)(B1 + 54x+364" + 242° + 162%)

4+ D -+ P a1

5, (= n)m® + of'n + wof + m® + 1)

6, (x— ab)® + Fab + P8 + FLF 1P B + o)
T.(l=afl+a+a’+a*+ah)

8 [+ 5 - 54%° 42547 1250y + 625)

9 a-DF+ T+ f+ S+ A P A )

10, (x+ 200 - 27 + 40F — 8% + 162" - 3247 + 6447 — 128x + 256)

ElERCICIO 48

1, (m+ 20+ 1)m=2n4+ 1)
2.(y4z=y-£=-3)

3. (x=y+ 5)x+ y=5)

4. (nf = =3+ 1 + 3)

5. (Trft = Sm+ 3u) T + Sm=3n)

G (m+a=x=3m+a+x+3)
T.(l=a=3m)l+a+ 3n)

B (m=n+ 1}(m+n+ 3)

9 (1=y+B(1+y=8

10, (5p + m+ 1}(5p—m- 1)

1. (m=n+ 2)(m+ n+ 10)

12.(x+ y+ da + 38)x+ y- da=35)
13, (10 = 3y + m—ap)10 - 3y - m + ap)
14, (a+ Sb+ m + In){a+ 5b=m-3n)
15. (2m - Tn—3a— 58)(2m — Tn+ 3a + 5b)

EJERCICIO 49

L (x=2)}x-1)

2 (x=5)x+ 4)

3. (m=5)}m - 2)

4. (x-B)}(x+ 6)

5. (a=10)a+ 4)

6. (n+ Nin-6)

T (3x+ d)x+ 1)
8. (3m+ 2)}(2m+ 1)

428



9. (3a-4)a+ 1)
10. (3 + 4)(2x- 3)

1. (7 + n+ 1) =0+ 1)

12.( - Za- )& + 2a-1)

13, (m* = 20 + AN + 2oc'e + Arr)
14, (# + 5x— 10)(* - 5%~ 10)

15, (8" — 62+ T)(8a"+ 6a+ T)

16, (@8 - ab+ 11)0ZF + ab+ 11)

17. (et = Srwt = Tof War? + Satrt= Tre)
18.(F 4+ + P)F -+ )

19. (¢ - ab - 3™a* + ab - 35%)

20, (2 + Sor'sr = TN 2m'* = S = %)

Eiercicio 50

L, xfx - THx+ 4)

2, Ha-2Ya+ 1)

3, 3m(m— 1)(m + 1)

4,0+ DO-+ D)

5. fm=1¥(m+ 1)

6. a(Zx+ D)3x-2)

7. s+ Dix=1)

8. 2a(Zv+ 1)(2x- 1)

9, a(d®+ 2Wa= 1}a + 1)

10. (2 + #)(2 = m)d = 2o+ w'Xd + 2t + nf)
11, (x= 4)(x = 3 + Az + 3)

12, (a=bXa" - ab+ B)a + BY

13, add* + Ba® + Ba + Ba - B)
14, alx+ 1)

15, (& + 2} + 3a+ a-3)

16, (a+ 1a—1Nd —a+ 1)

17, 4nf(y- P + 3+ 1)

18. 3mar(p— 2}p + 3)

19, (4 + a)4 - a(16 + &)

20, (a=EXa' + B9t + PYa + B
20, (Zx+ (2= 17 + 1)

22, Smxy+ 2)y - Ly + 1)

23, (a+ 3)a= 37 + Ja+ N = Ja+ 9)
24, x- y)or+ N+ xy+ YW =3+ 57
25 {a= 1y (a=E)a+ B)

26, ddd = a+ I +a+ 1)

27. (m= 1)+ Z)m = 2)

28, Wy + 2)(y+ 6)y=2)y-6)
29, mip + 1)(m— L)m + 1)

30, -m(3m - 3

EJERCICIO 51

L @-17@E+1)

2. (= D{w+ 1w+ 2)

3 (= 3Yx-2ix+ 1)

4, (x= 4x+ 2x + 3)

3. fr=1)2r= 1)(2x + 3)

6. (m+ 2nt + 1)

7. v+ D3y + 22y - 3)

8. (@=3)a- Ia+ L)a+ 3)
9. (x- D+ 5Bx+ 1)

10, (m+ 5}m+ 4)m’ = 3m+ T)
1. (n-2F (n+ 17

12, (x= 2P (x+ 1)xr=1)

13, (x- I (x+ 2)x-3)

Solucidn a los ejercicios

4, (x= 3= Dix= 1)x+ 17

15. (a— 6)a + 2Ha+ SHd —a+ 3)

16, (x = 3)x = Dx+ 1)(x+ I)(2x= 1)

17, (x = 3)x - - L + 2x+ 4)

18, (x= Z)(r = 1)ix+ INZx= 1)(3x+ 5)

19, (n—3)(n+ 3 (n—-2Nn+ 2)}n- Din+ 1)
M, (x- S)Hr- D+ 1)2x+ DEE+ 1)

ElErcicio 52
MCD mcm
1. 72 2104574
2, 24m’y’ 1 440m’'y"
3 2xy 405744
4, 13abe 156 45
5. 15mn* 2 100s' s+ 2
ﬂ ll;l‘f lalxg+2yb+2
7. 6a°(x - 1Y 360 a'(x - 1)}
8 Ha-Bix+3) 135(a - B (x + 3)°
9.6 360(2x + 1)x— e + 8)°
10. 19a(l + 5) 228 a'(1+ &)
11, x+ 1 x+ 1)
12, m=1 (m= 1)(m+ 1){m*+ m+ 1)
13, m+n Mzdﬂr-l-n}
4 x=y (= 3 x+ 3)
15, x=2 Jagilx = 2)x+ Dx + 1)
16. 3a-1 al3a— 1% + 3a+1)
17, m=4 m{m = 4)m + 3)(m+ Z)}m=5)
18. ala-1) 124'@a-1)
19 25+ 1 (2b+ 1)(65+ 1)(b- 3)
20. y-3 (= 3+ - 12y + L2y +3)
Esercicio 53
2y - =
pass 11.I{ y-1) 21, 2=2
dab Sx+y a+2
a =25 =3y W=
5 843 13, 2 =n) 23,22
2a o y=x
4,2’“2-‘&“-3 14__1'21-1::1-4 24 B*1
J=dm x+ 4 2-p
2 r F
! i 1 .4 25 -1
RS ] X=3
o 16, 24204887 o x4l
x4+ 1 y+Ix x+3
x+2y x=1 x=1
: 17. 27,
7 x&y 7 x=1 7 x=4
g X+13 18 K= g8 2=2
x+6 x+ly y+l
g ok Hies 29, =¥
nel Ty J,-{J,-q-l]
2x+ 3y 20 a=-d 20 {Z-d]l:.t+4]
Jx+y T : a-3

429



AIGEBRA

EErciclO 54
4x-3 3n—-1 4 P+l
I,T J,T 5.; Ix 9.1
a* =6 19m =9 Iy=5
2.— ‘= 6. ¥ 8.5
EJERCICIO 55
i L i 557 — 12
20 2
3(e-2p
- ?1:9 ls'?x’ +12Ix’
[12 -l-l]E
3_3121;?-3 16— 1?1 |
{3:’ +2]5 {x’ -4]5
- 4x +17;-1a - 1:52-24.:: |
1 2 1
35-# (o 42
T R 13__Ei__
’ {:l.'-l-k-l-l]{;r-l-l] '{lﬁx"-'}zzﬁ
_ 2k i x? = 3x-40
e (e
_ 4xh+ 2K 20 25" +2x —5x+34
(4 -3)" -9 o))
: z’j"'kz -4
[;n-k] +1 {:’1-1] #+d
gt 4
x-3 2x+3
3x 3m
10, —— 23.
;'2 =1 m -mm-l-:ltz
e : 2+ 27y =557
x=2 (x4 59)(x = 29)(x - )
Sx+1 Sa
Wit 25,
(;t’z-l](:-l]l 13(&+B}|
Tx% =20x+3 1
13— 26,
{:2 '9]{"3] o
EJERCICIO 56
8 b p
1 o 5, 5 9, =
3 m+1 T
2,; T lU.E
it 3e-3) 1n =
8bx b=6 2x
P 8.1 jg ke
3 x=5

X+6
T
dx+3
"3x+d
3+
‘¥ -9x+18

EErCICIO BT
1_ﬂ
47
4
,

xd

b
P {2:+ 3]

14

4, 6x* {lx" + l]i

4[:1-.)']
S,T

6 X1

“dx 1

e

" o2x#l
x=3
"a=1




Solucidn a los ejercicios

11. ab- B 7.9==5 14, x=-1
9
12, a=2& 4
By=1 15, x=—
x+2 3
H-ﬁ .v=1 16.x==1
+1]2 (2x + 3)2
2{1’ ]{ ] 10, w= 19 l?.:-%
i f-lﬂz 1, x=l 18.x=10
N L x=— LX=
[x’-s]z 5
1 2
- 12 s m=— 19 x= =
15.+ e * 3
(3x-1)5 (3x-1)3 13 xm=2 20, ym 22
3 8
i 1-5x
- 4 ElERCICIO 62
353 (527 +1 I
1.x=18 9.x=8 17 s m=— 25.2=1
23
2._1.'-E ll],.'l.'-E 13_1.'-E 1.6,1.':35
T 3 ?
J-I--E 11. x==8§ 19, x--% 1—?.1-%
4 x=-6 12.1-31 20.1'-—1 1’3.:-——%
g0 p=ol2 11 11 3
' 21
1 5.:-—% l.'i-.:.'-E El.x-% 1’9.:-1
301:13 13 9
6_).'-?- 14.;!.'-l H.r-—!% 30_1’.-%
L) E— 8 3 3
32 xm3d T,r-—g 15,z-§ 23_:-—% 31,:-?
L EX==1
3.x B.x=6 lﬂ.:r-;—? M_yzz 32-.)':ﬁ‘
M.x-—g
EJERCICIO 63
5. wm=] 1-1'=T..1'="9 Bm=1 15_;:-5'1-:1
3 11
7 4
36.2-2—0 2-.}"5‘—1,J"=4 g_,,-z_?_,_-zu 16,1’5%
37. No tiene solucion 3.m=§,m=-4 10.7=7, x=1 17_x=4,x=%
38. Todos los reales 4_x=3,x=—E ll.a:'=—£,,n.'=—I 13,1':1,1':1
5 3 3 4 2
2
39, Todos los reales Jy=0,y=4 12, x=18,x==1 19,x=§..r=2
40, No tiene solucién 6.m=-3m=-2 13x=-lx=2  39,=3 ,-3
3 7 8 8
'.i'1'=E ;7:=—E 14 x=-4,x=35 21, x=-9,x=3
. 3 3 . N . v
EJERCICIO 64
l.x=a 6.x=m+n
l.y-d—;l T.x=b=a
4 xm— P TLL 8.9
5 xm— -l._j--ﬂ 9.z=12m
32 a+l
6. wm== 3 x= 10.z=0
i+
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AIGEBRA

EJERCICIO 65

1. 103,104,105 18. 15y 8
2,234y217 19.14y6
3,9092,94 20,32y24
4.13,1517 21,35
5.68y32 22 64
6.28y 70 23.15
7.18y12 24, 45

8. 12y8 25,72
9.80 26. 38
10. 12 27.54
11.7y3 28 24
12.6y5 29.97
13. 8 0. 96

14 My12 31,124
15. 30 ¥ 10 32, 264
16, 20,15y 10 33.436
17.55y 35

EERCICIO 66

1. Andrés: 35 afios, Carlos: 31 afios, Rodolfo: 24 afios

2, 24 aftlos

3, Luz: 11 afios, Maria: 14 afios, Tanda: 17 afios
4, Dentro de 6 afios

5, Carlos: 30 afios, Mauricio: 10 afios

6. Birbara: § afios, Patricia 16 afios

7. 7 afios

8. Omar: 16 afios, Alejandra: 36 afios

9. 8 afios

10. 20 afios

11. Guillermo: 48 afios, Patricia: 36 afios

12, Joaquin: 10 afios, Julidn: 20 afios, Camilo: 30 afios
13, Antonio: 25 afios, Ivan: 15 afios

14, 18 afios

15. Juan Carlos: 15 afios, Dandel 20 afios

EXERCICIO 6T

1. 48 litros

2. 40 litros

3. 40 gramos

4. 180 litros

5. 10 litros

6. 0.6 litros

7. 6 onzas

8. 10 litros

9. 25 ml al 4%, 50 ml al 1%

10. 50 m1 al 5%, 50 ml al 2%

11, 10 litros al 30%, 20 litros al 3%
12. 60 onzas al 30%, 90 onzas al B0%
13. 1 000 litros al 56%, 1 400 Litros al B0%
14, 92% ¥ 62%

Eiercicio 68

1. 180 monedas
2.7 de $500, 5 de $1000, 4 de £200
3,20 de $5, 10 de 510

4. 100 de 50¢, 300 de $1

5. 6 monedas

6. 8 de $200, 7 de $100, 6 de $50
7. 12 de $10, 36 de §5, 46 de §2
8. 30 monedas

9.6de$s5, 12de 52

10, 60 monedas

11. B billetes

EJERCICIO 69

1. $600

2, chamarra: $800
pantalén; $400
blusa: $120

3. 53600

4. 185000, 80000, 167000

5. $200

6. escritorio: $2500
computadora: $12600

7. 10 problemas correctos

855200

9. $360

10. 20 horas extras

11, 20 kg de $9.30
10 kg de §12

12, 4 de adulto y 2 de nifio

13. 8000 de $60 y 4000 de $80

14, 4 kg de $100
Bkg de $70
8kg de $105

EErCiciO 70
1. 1 hora 12 mimuos
2, 2 horas 24 mimetos
3. 16 horas
4. 2 horas 40 mimstos
11
5.1— horas
13

6. 3 horas
7.4 horas

S,ﬁgmﬂm
P.TEhoras

12
10. 16 horas 30 mintos

432



Esercicio 71

1. 36 segundos
2,25 segundos
3, 10 mimitos
4, 12:18 pm

5. 108 metros
6. 16 segundos
7. 1.5 km

8. 143 pm

9. 837 am
10. 20:36 pm

EiErcicio 72

1.62°

2 45"

3. ancho: 12 cm, largo: 36 cm

4, ancho: 24 metros, largo: 58 metros
5. ancho: 4 metros, largo: 36 metros
6.6, 7y 10 metros

7.8cm

B.10y4dem

9. Ma:g,largo:n.z,‘im
T

10. & metros

11, ancho: 9 metros, largo: 18 metros
12, ancho: 6 metros, largo: 23 metros
13, radio: 15 metros

14. ancho: 3 unidades, largo: 8 unidades
15. base: 6 unidades, altura: 4 unidades

16, k= TA=37

17. 12 unidades
18. ancho: 60 cm, largo: 160 ¢m

Ercicio 73
o T 1. dmi=8
ri n=1
=
PRI el 12, rmn-i|X
2 a
3_m.£:£ lﬂ.%-%
x
d—5 2
4'r-f-s 14, Vn-'.,IIV_,r = 2ad
2
5 F-gcuz 15 e T
. .
PR 15.5-.;.'%-1
n
—tgex
T bm—-§ 17_MI.H
l+m,tge
- 2 _
8. x, By = T my IB_x--‘bt“'lb + daly —¢)
] 2a
9 h=xt -,Illjl'z—{_y—.i:}2 19, LrJ"'-.Ir_L
2 3 2 I
w_F_B*q-c - 44%r w:_-vt\.mnu’
44 a

Solucidn a los ejercicios

Elercicio T4
1

433




AIGEBRA

5 4,
¥ Y
A = i
E I 2
- -I _____ D
gl ] |
] 1 |
e
C
EJercicio 75 3.
¥i
1lL.m=1 ./
2. m==12
3.M=§ xl
23 ]
4'm=_2_‘.i' y=2Ix+ 5 ]
S.M—i
14
X
EJERCICIO T6 / 1
1.
Fa &
2 Y
L J'-J:I
*x
y=-2 5
" 1
by
1 7.
y=r1 i
1
. o-—x
F= 3
L — - . : |
X
3.
Fa
1 x=4 8
;X

434



Solucidn a los ejercicios

9, 4,
X
10, b=2 b=_2
¥ a,
b=3_F
J'z-%x".j \ -
b=—3
=x x
b=1
Esercicio 77 b=-1
1 6.
. yp b=0
e oy b=3 b=-3
=7 m=-2
- EJErCIiCIO 78
2, 11
vt =2 1.5=40¢ 4_a}G-z—D.=+lsm
m=—1 z.a}P=I:+3_5 b}u=i.'_13m
3 20
b)P=245kg €) R = $4000
¢} t= 10 afios 6 meses 5a)C=F==4F
3. caldy, 1081 ) C=160°y F = 32
30 3
3,
ElErRCICIO T9

1. {2,- 3] ,[?,ﬂ:l son solucidn

2, %,-%]ﬂi solucidn

, (-3,~12) son solucion

%

3.(3-

[y

4. es soluciin

S——

12
.53

] &5 solucidn

Bl

1
& —5r

435



AIGEBRA

Elercicio 80

8.
I-y+6=4
//f )
9,
dy+ Iy—-12=40
\X
10,
¥

Ix=dy=0

436

x+7y=0

_h+jy—jy

¥
Bc=2y—4
X
»
X
/
Y.
ol
s 107
X




Solucidn a los ejercicios

EJERCICIO B1 6. Conjunto infinito de soluciones (rectas coincidentes)
1.(4-2) ¥
¥y
1 Sc+p=12 I
1 x-y=6
x+y=2 b I
—t s 3 ,
10x + 6y =4
2, Conjunto infinito de soluciones 7. Conjunto vacio (rectas paralelas)
(rectas coincidentes)
fx—Yp=1I8 ﬁ'+5y——9\ A+y=5%
x_sy-s/
3. Conjunto vacio (rectas paralelas) 8.(-23)
¥ %
___,,..-----"""J_'-| — I
_ = —— —
1 x-Sy=10 \\\ X
4-{_1'2] Sx+dy=2
¥
/ Eiercicio B2
-3y=—11
3y ] . 7 m==1
x+2y-v " =1 BELT!
\""‘-\ X x-l xm=1
2.4
.1 S{M
¥uT3
H-g
5.(01) L i 94 3
¥ ¥y=3 y-l
4
&tyml Ix—2pm—2 4 ;:; 10. Conjunto infinito de soluciones
=i ;
— 5.4% 4 11. No hay solucidn
J'-
6. 1 :-,j 12, No hay solucién
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AIGEBRA

EJErcicIiO B3
1.{"'4
y==1

1{”"3

A==

ElErcicio 85

1.23
2,62

3.0

4,39

EJERCICIO B6

7.2ab-a*

8.1 —3mn

Eiercicio 87
9. Conjunto infinito i i 9.{’"6
de soluciones y=2 y=3
. ==3 rm=]
10. No hay solucién 2.4% 10.
hay h=d 0 {y-l
11, Conjunto infinito
de soluciones 3.4 =2 11,{"4
pm=2 ym=1
12. No hay solucitn
Pl it 11{?'5
5 y=2 gu=1
NE—
94 ©
2 m=3 xml
¥ —— 5.1 13.
3 n=5 {y--.’!
10, Conjunto infinito 6.1 x=13 1g 1 ¥=3
de soluciones : Jr-u'rﬂ. ; J"--?
, 5 |x=-5 15 ] =1
11. No hay solucion ] ymd Vpm=2
2 1
A== "m=—
12. No hay solucién 8.1 f 16.‘ 1*"
3 ans
EErcicio 88
7 180
ey 1.4
? 45
lﬂ,ﬂ g | 140¢
= 2
40P
i 3™
x+3 50
1
418
1
7 aml [
=0 5. | $80por adulto
g £50por nifio
mes -
8. 51 6. 5 monedas de $10
o ——
Ladosiguales=19 cm
9. Conjunto infinito de soluciones - {
Bases10cm
. 8. Agenda =$750
10. No hay solucidn

Traductor =$550
Hermano=15 aflos

(o
{mrsin
te
{

=l

11, No hay solucién

10.

12. Conjunto infinito de soluciones
Carlos tenia $300

Gabriel tenia $200

11.

438

Alejandra tiene =$120
Beatriz tiene=$50

12.5 ltdelade 30%
37 5ltdelade 6%



ExErcicio B9

xmT
L4 y=3

zm]

d=6
2. {fem=12

=3

x=]
3, { y==3
1

Zm—

2

Xm—

1
4« ym—
s

rm=]

Mm=—3
S inm=31
rm=]1

Eiercicio 90

Paleta=%2
1. + Helado=%4
Dulce=%1

Camisa=$300
2, 4 Pantalén=5500
Playera=$400

10.

12.

|
]
{

x=B
y=6
=4
=3
hm=2
cm=3

m=7
n=3

r=]

X d
y=3

F1 ¥

x=3
y=d

z=5

Paresde calcetas=$50
Pantalén =$550
Playera=$120

Centenas=§

Unidades=2
Nitmero=B862

11,

14,

17,

19,

2 __2
d=x x+3
1 + 5
Ix+7 x=12
1 3
3x=-2 {.’!;r 1]2
2__1 .3
£ x+2 x=3
i S S
=2 x+1 x+4
1 2 3

5 4 1
—_ . —
x Ix-1 x-3
2,3, 4%
x x=1 x4+

1 1 3
43 -2 x
8 b 2
x+1 x+3 x=1
il B L X
x+1 2x+1 x-2

- R

EsERrCICIO 92

1

11,

439

E+ x+1
R
1,52
x+1 3 41
1 x=-1
';:E+12+1
2 1
"P+5 P7
1 2x43
"x=1 Paxsl
x4l 0
£4+5 243
1_ :r+3+x+1
£ £-1 £+
EE R
=3 2 _2x-1
26 =T &' +5§
¥=2 8
'1-11-51:-3_;'
Jx=1 1

o dee5 -4

Solucidn a los ejercicios



=+l 1 Exercicio 94
G L2y 10.1 19, 16)®
¥
3 x N 2x+1 _:: 1
2 ax=-1 (2 +x-1) 2. 44 11.(x +3y)6 20,7 +
11 2
Xt L o 8 3 54yt 12.yl—xs 21 (x- 297
(a1 (o] 24 *
F 1 't B -at
4. — 13. 2.
Ei_'_ 1 __1 44 e at b
"xel 3 z -2 2
(+*-2) 5 2 14% 23,1
J" x J.'-I
16. x+l _ 1 +£
£ +3red (121-3::1-4)2 * - - i; s 2
x ¥yl
2 1 1 1 4 4
| i R S 4 - Py
2 2 pe. =
£ X {x’+l] | 7. 647y 16',{;,-* 25 o
X
18, L_;z 8. 1648 T “’: 26. x5+ y
X
(<+2) ﬁ’ i Posysy
A 18. 27 — =
[ i S 4510 Gl Xy
xz 2] =2 £+l
3{‘;'“1 g{‘z “'] 9{“1 = 1,27 - 54xr+ 367 -84

2.1 +4x+ ﬁl;-l--la}-i-x*
3.5 -6y + 12 - 8°

I, it
2 4 g

5. 8- 68 + 1548 - 204° + 1557 - 6x+ 1

EJERCICIO 93
1274 13. 4 25 @ 6.16-32x + 247 - 8" + &
' ' P 7. 8%+ 557 + 1044+ 10445F + 5555+ 410
9 1 ¥ 5x' 5 5¢* 5y
pis=£) 1 A s st s sk
2. 164%7 14.”'& o Y-t T T s
2 3 4
16 44 X’ 1 gk B A Yt
3-511. IE'T 2‘[; _Bl 2? 6 ﬂ 16
" " lﬂx+l5xy;+751;y+]25:,r
4.- 21625 16 5 x+ ) Ciaaaa,
3 T T T R
5.- 324 T2 29. 1084 s 3 s s
9 4 5 B 162 16 322 1287
"6 %S = 1 10 20 35
o 4 12x¢ 13, — b — b — = —
324° 2 dox g
fi— 19, = — m? L} |
E'j xg 14.{ r:]iq. 1 2_ 1 5+ 5 lu
4 4 4 3 3
2_ IT;_,: ijl] lf: :i 1252 3(3x)% 93 31{31] 243{3;-}
- ~ £
1
10 2.2 34, 724" i ok
v 15 x3+£+iz- 315 wa
11, x 23 %- ot 53 s
X
. 1.3 7 _ 77 155
12, —smn 24, -— 16, +— b _E -

440



EJERCICIO 96
1. 1275754 5.=253125000+"
2.8 4 6. 122
X
3. - 439040 7L
%
i 8.2
729(8x)% 512x°
EJERCICIO 97

1 162% + 322° 4 2447 + Bx+ 1

2. 2187 - 10206y + 2041257 - 22680y + 15120y° - 6048y + 1344y° — 128y

3.+ By + 285+ 56¢° + T + 5607 + 2827 + Bx+ 1

4, 567 + 1542040 + 1548 - 6x + 1

5, 31250 = 6250 + 5000nr's" = 20000t + 400mn* = 324"

6. + 16a’h+ 1120°F + 448°F + 11204 + 17924 + 17924 + 102400’
+2568°

7. f" + 302" + 375%7% + 2500 + 9375¢Y" + 1875047 + 15625)°

?x’ zlx3 /B A 7 1

113&4 R wsx-h’zr‘x’

9. 5+ az"_y 62 + 3’ = 12y + le-l-y 6y +12y-8

10. -u---5—~u+lﬂx y=10m* -|--£-- i—
¥

11,52 11.:"+66xm 220;%495:’ ?91;-'"+92,-n‘ 7925 + 4952 - 22047
+ 665 = 125+ 1
32 40 20

12, — % —+ — 4

25l
# P P B

Ejercicio 98
:
1.m? 11 x‘y‘)
2.57 12.(x°+ )
4
3.5 13.( -»7)
2
4.4° 14.(# +y2]3
u i
5.52 15.(x+2y) 3
1 8 -
6.(5x)2 6. a* -
: L L)a
7.(24) 6 [2 yz}
3
8. {ay’] ‘ 18, m“n5
2 1 3
9{2)&)’] 2 19. m? {n+ p:]2
2 2 B 7
10,{1‘2}-;]9 20, a*m3 nt

EJERCICIO 99
.32

EJERCICIO 100

1.27
22

3.3
4 14

5.4

9
ﬁ.;

7.6
§.-8

ExErcicio 101
1. .r\.";
2.39° |3y
3. Bmz? m
£ e Yt
5. p2 ity
6.507 Vx
7.154% 2

8.157% g
‘ I
9. 6y v =

10,10k 4528

441

10,
1. Y
12.3
13.
14,

15.

16.

Solucidn a los ejercicios

A5 5a
. =4z" )
1 L

3y s
WIS =3n

7
Ve + Nb

e T
VE=AY

Uaws '

TR
§u||{¢3 + 5 Jz

11, 3
12, 24*
13.2.133.-5
14. 20'n
153
16. 5ot ~*u¥ ¥
17.2(1 + 2
18. |x- 5|
19 2
2! 2
x4 2
! |»1yI
11, G 3o n 24,
2"
[o 2
2ab 4(2a
12, 242 32> 307 |
A 1542 V of
13, <60’ ame? ) 21"'5
PR
14 a? 424 24, 24|
3“::’
15, 5a ap* 25, 3o — 21
4
16, 5 ror’ 320mp 26.|ax + 55|\
17.93y 27. JabYa* - 2ab
18. E 'f.l'x 28, |m--n| e
3x s|f 3 *
19, =/x 29, 3+ - ? ] 3[x? - 5*
: I -5 s - )
- B T
w,ﬁﬁlﬁ 30— g ! -
" ki 3
Wz-m)  Y(2-m)



AIGEBRA

Esercicio 102
1, 45

2, \l"l'f_ﬁ

8, Ymt?

9. Yy
10, 50455

EJERCICIO 103
1.5J5
2. 633
3.0
4, 3\'{]_’ 5 \'E

5 =33 =72
N TPEN T
6.2310+ 413
7206
8

B. -!:';'rm
9.3Jx

10. g‘@r
11, 4.7
2. 272
13. -1743

14,845 +742
15. =243
16. 42 =105

17, 4745 - 50411
18. 22+ g J5

19. 9474

16, V4’ + 465 + b’

7. 2

18. IIﬁ
Vee-1y

19. 3lliw

1'if-4.r+4

20, y24%

20, 8a\b

21, 11x%3x

22.-142 V2

23, 3aplx

24, E ﬂﬁw‘lE + E nﬁqﬁ
6 4

25, :—g.ﬁw'rc

26, - %.ﬁ aas

27.10x,y - 75 2y

28. -7 [xy - P yl3x

29, x\/2y + 4y3x

30, ~2ab+/2c +16ac\/3%

31,-2¢ 3y -3y Yax

32.10ab \50%* - 6278 \3ab*

1 1
33, Emﬁ = Ewﬁ

38, 10ay/x - 3y

Eiercicio 104
1. 32
2.5\6
3.2%0
4, 171.'1_0
5. :yz
6. 33 0?
2
2
gy
8.18a%/26
9.2 3y
10. d* Ja
1. 22 Y
12, -8 Y6b
13. 6ava
14,854
15, 606> 2
Esercicio 105
|
1.%18 6. 4 4ap®
2, ;n"; 7. z‘in'la
3. 8.2
N _
4. 31085y 9.a"Va
i Ty
&, .'.‘rrzy Vit 10, 5 Vs"
Esercicio 106
1. mi/m B. 9m’ s
— 3®
2, g'2 |a’ gt
' 4m®
3356 10. ﬁ
X
4.4y 1. %
— 32
5.3y 13t 12, 2";
6. 6ab 13, %
7.2 102
st Zy‘

442

3 [2a
AR
2x
mz

18. 6- 446
19.5-325

16

17. 45

EU,E:‘ZME -x

3
21.19-83
22,95

23, 2m—3n/2m — 4n?

24.x-y
25.|x+ | \x- y
2.3 -y
27.)1-4
28.33(x - »)
29.|x+ 5] Jx-y
30.1

11, ¢4y

12,

¥
1
¥
13. 2 s
2
14, %r‘ Qe

15. ¥ 2

s

15.

[

16,

f s,
i
5

.

...
=
Mt b
=

"




Eiercicio 107

1

1, —
e T
]

A
0

10—

10, —
L

11.

12,

13, ———

14, 4/

11.

12.

13,

14,

15.

16,

17.

18,

19.

s
11_sl4_:"
\y

wan
H wx

12

wenl o

13,7 Wx+l

14. e -1

155 o]

15, %(4 - \l"l;)
16. '\..'Iﬂ_ﬂ * \I'E

17.(1+ x](l- w";)

18.

Zv[i'? -3+ %‘?)

Esercicio 110
1.4i
2.6i

525
6.2,%

3.7 7,52

4114 8. 36

ExErcicio 111
1.9

2.3+4
3 =9
4 11¢

5. 660
6.0

7. =42 & 3¥

EjErciCiO 112

X+ y

19, -[1+ Ve dls? )

20, You? - 33ap + p?

7
7= 27
1
S+ \.'E.
1
5426
e L
(:+3]{v'l: + \'r.';l)
=Y
x+ 3+ 2y
P
o
x=23
Vx5
1
E..'? + 33\..";1- )

1.-1 6.f
2=1 T.=1
A.-M
4.-1 9.4
4.1 10.1

ExErciciO 113
1.-9

2 -11\;'3!'

[
3, =4/
4 -2

L o

2 4
EsErcicio 114
1.(23) 5.(

2-1+5f 6.

3.{0,7)

EiErciclio 115
1.(10, 1) 4.(5,-6)
3
2.(1 J===
(1,0) 5 [zu' 5
3.(-2,-5 6.(0.1)

443

B 3i-2

Solucidn a los ejercicios

9. 557 13,3+ 6
10,92 14, 2-4%
n 2Ju 15 24405

7 3 2
5 - 4
12,243 16, = =242
2\13: 6 5 v
L 5y
Al : K, 2:
8 zv':'nzv
9.11-;
10.7
11,0
12.0
13.5%
14, = )i
11.3i-2
12.0
13.-1
14. Sinespar: 0
Simesimpar: - §
15.0
2
 E 16.0
5
12.2-4 17, L
4
9
1327 18, ="
3 w: B
14,8 19, %
5
15.0 20,-§
9.3
10, [5,- 3]
11
5
115 -8
~-8
12.(1, -1)

] 8.(v2,-5)

9. (\E. \E]



AIGEBRA

10.7 =14

11.

6

2.0

13

=1+ 11

14, 3

EErcicIO 116
1.-17 + 6i

2.53+1

3,

G+ 4

4.1-3

5.

3+ 4

6. 14261

15,11~ 14
2

16. 4= 104
17.1

1 19,

I
8 21-61

19, 4= 3f

13
Tz
L]

i

W2

B =24+—i
2

9.6+ 18/
10, -2 + 10¢

14
11, -—+ &
3

12. 1

19. {d+ H}{a - .h'] =g =pi=a+p
= Re(z)z -I-I.'I:Il{z]2

. (1+4f -{1-;]"={1-f’]' =(1+1)"

=[Re(z)+Re(z)[

2w =[l+f:|z'=[{1+f]z]. =(2¢) simes par,
entonces n= 2k con k e Z, sustitiyendo:
(3] =@ =(+") = (4 =14
=(1)" (e
=(4)"
=(1) ¥eof
2.w*=(144)" = [{11-:')2]. =(zf =(02)"

Elrcicio 117

1.

i=2
5

=12
3 3

13

=3 =i

-1-2.J6i

=1 +Bf
5

=2+ %
2

10.
5

=2+1k

11.
25

12.
10

=
4-/2 = 4

13.
3

14, -4

=139

20 16-4f

1.2+ 3
22 4+ 5§

=129 -107%

EERCICIO 118

*Reales
L]
r 5
w
Ir
EJERCICIO 119
1413 16. - 5i 3.3+ %
2441 17.- %:‘ 32.2-4
3.4 18.(2,-1) 331+ 8
4.3 19, (0, 3) 34.2-9
- 2
5.5 EU,—$+E£ 35.4
6. /85 2.-2-6 36.11
7,% 2.(-1,1) 3. -4+ 6
8.5 23,-2-%1‘ 38.7-6i
9.42 14_[-1,-1] 39,1424
23 3
-
10. u'P_i} 2530, 40.%:‘
Mo se incluye :
11_3\."1_3 la solucién g U=
3 13
12. 411 u.%
13,5 - di 43,1
5
M- 44 =
s 12
i
3 e =3
15 i 45 7
EXERCICIO 120
lLxy==—dx,==1 6.z =15z, ==1
2. rl-—g,xz-,'ﬂ 7. x|-l5,x2-4
3. % ==6,x,==5 B.x==-20,x, =12
4 =3+, yy=mI-i Sx=-l+dx,=m-1-%
5. wy =5, w, =8 10. 5, -1,;2--5

444



1
11. x; --E,z’z--z

4 1
12w == W, m—-—
1 2 X

3
2
13_1" -3'5‘2 -_E

11 1.1
14,:|-i—-5!,xz-i+w:

15.:,--5.:,--&5

Eercicio 121

Lx=3,%=5

=3 m=-1

= -
Ex=3- T, m=3++7
'?.:|=-l—u"E,:rz=-l+w'E

10.5,=2=i%=2+1i

EsERCICIO 122

1. Reales y diferentes
2. Complejas

3. Complejas

4, Reales e iguales

5. Reales y diferentes
6. Complejas

7. Reales y diferentes
8. Complejas

9. Reales y diferentes
10. Reales e iguales
11, Complejas
12. Reales e iguales

Exrcicio 123

lﬁ.wl--ga,wz-.id

17. x; == 5b,x, =25
6

5
18. x, -—E,z'z-&—
b

b
19. - R b o

10 d
20, ym—a,y,=—
X 7 ¥z 3

x =1

1.{""1 4.{""9 7. 2

% =6

1,{"-_3 5,{“'-1
%y =3

3-{y'--4 I it

=3

x,=10

’z"E
»==4

J'z'i

x ===

%, =3

1
10, { %y
’2'5
$imet
n{" s
1
3'2-1
12.{a%5
52-2
1
II‘II—E
13, 4
[
Il'z-g
?"i"E
14. 1 2
o2
2=
% ==3
15, 4 3
G )
Esercicio 124
, ]a=0
% =-6
2 {%5=0
% =2
3| x=0
x, =5
x=0
4 4 ._E
2573
s. %0
x,=1
EErcicio 125
1] rl-—?.
x =2
g%
1'2-1
=l wln-ll]
wznll:l
P e
x =8
il ¥ =—3
Y=

445

Solucidn a los ejercicios

5
;rl-__b -2."_
16. & 2, {5 =7
.I'z'%-ﬁ o =37
1
ab o o——
17.4%% 7 R ";
xym 2ab AT
1 2
;'I-—; -E
18. 1 24,
x-g -—l
P "
X E—-— Wy E——
19, # : 3
b H 2
X = Wy, B —
S b
a0 zI-Z\.'E
) :,--\JE
21 r.--ﬂxfli
: 12-5-0'5
J:'I-l]
6, x-E
Ty
J:'I-l]
7. :-1
L |
8 x =0
2 £,m-4
9 x =0
’ x,==§
TR G B
x,=2
a 2
II--I II--E
X 11.
- .
1%y =3
zl-__ﬁ' m=]
7.4 3 12,{ﬁ
L a8 %=1
5
R R 13,{”'-?
W=6 Iy =
4 wl--\ﬁ i {wl--&
’ wz-v'":' ] wz-SJ'
10, I.'-\'IJ- 15 {;rl--l
7 o :
x, =43 =i




AIGEBRA

Ejercicio 126
1.27y 15

2.30y12

33,5y7

412,14y 16
1
S.=-y3
5 ¥
6.5y20
largo =200 m
" |base=125m
larpo=2350m
base =100 m
altura =10 m
" |base=30m
9.3,4y5
10. 96 m*

1 atra=18m
" |base=54 m

B

EJERCicio 127

1.7(2-2) x=Lx=3
1 25

Z,V[E.;] x=-2x,=3
1 Bl

3. P’[ E"I] % =—4,2,=5

i JAlejandro =8 afios
" | Alfredo = 4 afios

13.7

lirboles=15

filas=13

15, r=4¢m

16 largo=17 cm

" Jancho=16 cm

17, 39 afios

14,

18. 5 segundos

19. 7.5 segundos
primera lave=8h
" |segunda llave=24 h

21, 520
22,8, 6y 10 unidades

47(-2-7) x=—T-22=7-2
5.7(-14) xm-142x=-1-2

5,?{1,0] %y =l x, =1

7.7(29) x=2+3%x=2-3

8.¥(50) x =5x,=5
9.7(0-9) x=dx=-3

mv[%.--z] £y mx, =3
EJERCICIO 128
1. 50y 50 6.19cmy 19cm
2.-10y10 7. 500 gjemplares
3. 20y 20 8. 20 pelotas
4 55y 53 9. 35 cajas
" 56.5 cm
5.72 10.
e £ 5cm
EJERCICIO 129
. ‘I""z'ug 3 x +x, =l i X, + %, =5
’ ’l""z"] % e =0 x xy =6
B
zr'”"" frrmms J"”’”
;I.;z--zj ii‘:l'z-u zl-:z--a'

{:.ﬂz-l 0 ¥ ay=3
. F 14
;'I-xz-—u 'tl‘xl-?
1'+:‘1 1
1 e +x m=Ta
8. 2 w,{" 2 e
X Xy m— 3% =1
EErcicio 130
1. ¥ -9=0 6 4 +4x+29=0
2 2 +7x=0 7.2x% =5x+2=0
3 +16=0 8. 20x" #19x +3=0
4 2 =5r+d=l 9 x5+ 2 -3 =0
5 51+ Bxr+15=0 10, #* =Tax +10a% =0
ExERCICIO 131
1
1. x=49 7.x=3 13 x=—
x x x 256
2 x=m=§ B.xm7 14, x=]1
3.:-% 9. xm-1 15, xm3
4 x=5 10, x=1 16, x==2,-7
3. xm5 11.x=4 17, x==11
6 x=2 12, x=1 18, x=9
BEErcicio 132
1.(0,0), (4, 4)
2.(0,3),(3,0)
3323
4.(2,4.(-2,-4
S (-3-3EGD
6.3, 2,(-3,-1

T.(4,3),4,-3),(-4,3),(-4-3)

(s
9. (1, 4&],{1, -4\.'5] ,(-z, -w'i] ,[-z, -4».&]
0.7 -D(-T.T, (zﬁ.ﬁ].(-zﬁ. - ﬁ]
n.(4,2),(-4,-2)(51)(-5,-1)

2. (5.0),(-5, -1),(~3, 245),(\3, - 243)

B =1, = 1).(=2,00,(2,0)
M.(3,2),(=-3,-2), (4 1), (= 4, = 1)

o[ D222 20}y

16.(3,6), (- 3,-6)

17. (21),(-2-1) .[-%. Ji].[%. - «E]

B.(-2,1)2,-1)
) l'_ T
19.(1.0)(-1 0) [ﬁ“_”][_@ = ﬂ]
17 17 17 17

A (-1,-4,(2,-7) (1, 4,(-2,7)

446



Exkrcicio 133
1.(3,)

2.(=e3)
3. { - = 4]

4.(=w-1]

5.(-w,~7)

15.( 2, )

16.( 6,2

17.[ =21, )
18.[ 6,0 )

19.( -=,-6]

o[£

Exrcicio 134
1.{-3,3)
2[-44]

3.(=e-5Ju[5=)

4.(-w-6)u(6=)

]

6.( = 0,0 Ju(5, )

4 (e 2)0(2)
5.(~,3)
6.[-32)

7. (=mm Jo(3)
EJERCICIO 136
1[-2-1)0[24]
2 [a=)v{-2}

3.( =e= -2 )u(-1,1)

Esrcicio 137
1.{ —o0,~7 Ju[ 70 ]

2.(-77)

3. (w1 )u(91e)

4]

5.(=e=3)u(5=)
6.4

7.[-9.10]
8.{-H,-4]u{1ﬂ.tﬂ}|
9.[ 28]

ElercICIO 138

I
¥

y=6

447

Solucidn a los ejercicios

li[-u,glu[luj

8.(-13)u(1L,e)
9.[-9,-%]\,'{4,"]

10.(-es,=2 }u(2,4]

1L -4,-2)u (1)

12_(-u,-2]u[%,4]

13, (~es,- 6} uf1,4]

4.(-w=-1)
5.(-30)u(3,=)
6.( =o =2 Ju( 4,

m{;ﬂ
16

o[t

12.(~=-2Jo[ o)
13.4

[~

15.[-34.0 ]u{u,4)

o[~

17, =e0,0 ) 4,00

b | =




AIGERRA

y=4

EserciciO 139

448

y=2

x=3

-2 x<2
y=1
X
fe<x<3
I
—Tzycd
X

|
|
|
|
*

Ty pmic-10
/
/
/
/
X
L
H-3p=9 -
-
f'/ P
¥
Z+y=1] Vi
X

y=l-x




Ercicio 140
1.§=2%
2.16=x*
3.81=23¢
4 it
36

—d
5.9-(~."3]
6.343=7"

1

7.6 =(af?
8x-1=¥
9. 625 = w'
10. 128 = (x- 1)’

11,243 = (&)
12, 256 = (2 = 1)

EERCICIO 141
l.x=5

6. a= 343

7. x=81

EsERCICIO 142

1. 4log, 7
3

2_ Fodack
2lcngﬁ:!

i |
3 =+=log x
3 3 &

4, log5+log x+ 2log y

14, x=12

5.3log, x +2log, ¥+ log, =

6.8+2n3+4lnx

7. 3log(x + y) + log(x - 2)

8. log, 7-2log, x

F 2

9. lnx+2lny-3-4dlnr
10, logs 3 + 3 loggx + 6 logs (1-2x) - log; 2 -
»)

ylogs x - logs(x*

13. log,, a=2
14, log, 625 =4

1
15.].03“4-5
16. log l.z

T
l'f.log,[i]-z
5 9

18. log, (x +3)=4
19. log, 256 =x

2. log;,  8=3
2. log, z=w

1
2, — -
o8 &1
3, log 125==3x
M, ]ogl:kﬂ] d41=2
15.x=13
2
16, a=--
3
17. x= =6
1
1B. y= ==
8.y r

19, x=-3

11_121M‘3+11Jg‘x+2103‘y
S
12,2 + y|+=lo
Log{:r _)r:] o gz

13. Jlogx - Zlog y

3

3 1 2 1
14, Zloga+ —logh - =loge - -logd

2103 2]03 31‘78- 3 E

15. 5108, x+ 5) ~ 4108, (x - 5)

Solucidn a los ejercicios

16. 2log x - %103{:-3:]-2103(:1-‘3]

17. %m{nah %log{y-.‘i)-llogl::+6:] -‘1—1103(3--2:]

19. In25+°

27. log, =

3=
EErCICIO 143
1.x=1
2, x==-20

3 x= 9_x= _H
L
4 x=17
Sx=6x=-6
6. x=13
T.x=40

B.x=125

449

28.log,

m? =1
1

&
29. logﬁ
o

4
P
il {: + y;|3

(x-5)

. 3
!x-23!1+1
32 log

4
{I-I- 2]3
[7.04
13.108, [

[Fa

1 1
el (517
10x%
107454 (x4+1)°
&

36.1n [szf]z
Tay

9 x=17 x=7

30. In

il.In

35.log

9
10.x==
LF=5

11. x= S,x'-E
9

12 x==1
13, x=0,x=-35
14 x=6
15, x=3

16, x=12, x= -?-
11



AIGEBRA

19.x=7

2. x=4

EJErcicio 144

9 x==1

10.x=3

2log2+ 3log5s
2logs

11, x=

g

=
t

1]

1
e | =g

14.

0
]

G
t3
1]

Rt w@itn ik L tal

16.

w
|

17.

"
1]

&
"
1]

EJrcicio 145

1. pH=4.7212
2. pH=32218
31x10"
4,4,3010

5. 0.9 segundos

6, 3500 micrémetros
7. 59.46%

86,4321 afios

1
1 A= -
9.x 5
0. x= \.'I'_.'I' Jx= -\'ra
21, x=3,x=-1
212 x=12
23_;:-;

2
24 x=-1,x=-2
25 x==1

26.x=12

27. x= —IE.L
2log2 -log 3

28. x=0,x=12

29, x= 20B7+ log3
2log7-logs

30.x=0

3.y=Inll-In13
32.x=2,x=1

33, x=1nd2

M. x=0

35, x-].n(l-\";)

36, x=Inv5

9. 138.62 afiog
10. 18321 habitantes
11. 3.5 horag
12, 2915 afios
13, T=64762°C
14, T=9484°C
15, #= 1339 min

| -

fa
Ia
|
I
1S

-

—

=i loa o
SRR

91,2, 3,45
43 85

w01,-5,2,-2.3
11.2,5,11,23, 47
P B T

2 2 2
gl d 4 8

3 3 3 3 3

1
M.27,-9,3,-1, -
3

5.-1,-1,-2,-6,-24
16. -2, 4, 16, 256, 65536
1 1
17.4,2,1, \-'_E' m
18.3,1,-1,1,-1

EJERCICIO 147

1. 48

2. 185

3 917
140

4. 126

3. \l"'} =1

6. 18

11
Toms
2

EERCICIO 148
1.Sies

2. MNoes
. Gies
4. Noes 10. ayy= 55

2
5. Sies 11.d|§=T‘;Ir

6. 5i es

450

§
32
:

8.21
9.7
1
i n(n+ ]
1
11.c=3
12.¢=1
13.¢=23
14..:=1,-E
13
13.43==3
14, gy = 454
15. @3 == 27
16. @y ==
17. a =
18.r==12

19.n=9

21 ay==128

22.4,==15

23.n=10

M.d|= '.-Ir



Solucidn a los ejercicios

25. 0= =12 27.0=1 29, a,= 855 19 6=2 23.5=5 27.4,=-L
[ 4 mt
G =1 = Xn-7 B s
2-6.#— lu 23-“'5—- 4 Mrn‘— 6 m.d:=4 14,#=3 23""= 2‘
EJERCICIO 149 Il,r=% 25.2=9
L §=176 6. 5;; = 450 11, 5= = ]
2 5=9 7.8n=0 12, n=12 n.-"='4‘ 36.d|=1
3 5=31 8. 5= 40600 13, 1= 10
n{n+1) EJERCICIO 154
4. =648 9.3=T 14. a=-9
31 ;
5. S,=-78 10. 5= n(n+ 1) 15. 6,= 2, 4,= 100 19,5371 5. 30388 bacterias
1,-1 d= 1.05)%
EJERCICIO 150 3,1, B 4= A5000(2,05)
g 1 2, 4096 células 7. 53398147
z'g‘i’g ok 3.3,5,7 8. 67392 bebés
A kil 4.6 cél .4 em’
3. §1375 bl Pidom
4, 9rollos
5. 18 filas Esercicio 155
EJERC 151 I.S‘E-E 11. § 57‘?'[’2.-1]
icio 15 = =
1 1 1 2059 ——
1. 27>, 34, 40—, 47, 53~ = =
= 2 : 2.8= 8 12. 5, =
1,&%,8,9%,11,12%,14,15% 3. 54= - 855 13.7=8
989527 1
B A S El LA 4.510= 2187 Wr=3
e I8 2767
R U SN, (R |5 SN | T e L 15.a,= 27
41—, 2-,3>,4=,5=,62,7> -Sis 1
PR A AR 8 .
5,-25,-2,-15-1,-05,0 6. 5yg= 524286 lﬁ-n.=a
5 411
6538 7.82= 1092 + 364 3 17.8,=-2
7. Promedio = 8.24 8.5,=31-312 13'r=§
1
EJERCICIO 152 9.3,,="; 1" 19.2=7
1. 8 afios
J . §=511-2*"2
2,98 de calificacién 10. 5 =35
3, Promedio =9
a +a EJERCICIO 156
4, io= u
2 1. 5461 tridngulos
5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas 2. 127 personas
6. & hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82 y 86 tejas 3.65761.7 ton.
4, 34316,76 partos
EERCICIO 153 5. 1.01 % por afio, 1104 millones
1. Sies 7. ag==81 13":"’:%
128 : EsErciCIO 157
2. Sies B.ag=—— 4. a3= o
2187 3
1.5=-4 6.r==
3. Noes 9. a;=-80 15. gy= n" 5
9 1
2_3:— 'l'|'_ -
4. Noes 10, a,= 16:0m 2 1 "3
128 nel 4
1 e 3.5=9 B §==cm’
5, Noes ll.:ﬂ.n!—ﬂ—m 17, ay= 27" i
' 4.5= T? 9. §= 2048 co?
6. Sies 11,a,=i- 18, ag= ayr'*
# 5,s=%

451



AIGEBRA

Esercicio 158 e, B £
= T s 3},,4-3-[] 4 5},)!—.4-[0 o
1.1,2,4,8,16 10.1,42,2,242 1 -4 8 7 -8 =6 00
2.42,2 11. 376 ga-agal ¥ 8 "] gy npe/t 6 -2
i e 5 -30 -17 8 -12 2
3.-6,-12,-24,- 48 12.-4:2 (38 1 7 oW o1
4.6,24, 96, 384, 1536 13,545 5 3 8 5 3 8
5-6!.6'\."3,13 14,12 5. A+ Bm % -2 10|,4-B= _% 8 -6
&6 45 B8 15.336 3, 3 19 3 3
o 3 "2 3 5 2
3 L=
7.-64,- 3,16, 8,-4,-2 16,832
3 a B o 1
8 (x=1) (e-1f' (x-1} viadi 000 5 2
Ta e "7 i A-A=|0 0 0|,44-3F=|-1 27 -16
[
9.4,2,2 22 000 i & 2
a 8 5 12
EJercicio 159 $ upl
5 4
1.$25937.4 11. 51
$25937 s;;;a_ il S & 4
2, $64390,28 2.{ 2
10% anual 4 S0
3,$49783.2 13. 14.86%
4,$43M6.6 14, 7% 6.{ a=Tb=2,cm2,d =5,y =-3,w=d
55133244 15. 11.1 afios 7.{n=-3w==10,x=3,y=6
6. 5188248 16, 9955 habitantes
7.51292.2 17. 3 afios 8. {vmd,wm-2,xm3 ymT,zm2
8.$87232 18, $655446,5
9, $8682.5 19. 3% EErcicio 163
10, $188542 20, §12244 5
5 7
Esercicio 160 l'ﬂ'['zl'm'[_g _7}
1. $55700.19 5.$156738.56 2. 48=[5 -5
2,$3652.26 6. 20% )
3.25% 7. 10 afios de vida il i -4
4 8% 3 Bd=| =5 O
| -6 1
-5 -5 -8
EJERCICIO 161 5. ABa| "3 '3},34.['4 '2]
N L -§ -8
La=2b==1 3.g=2,r=1,2=1, ;
2.x=-2,y=4,z=0 4.x=T,9=1,z=-2 6.48= 12 'T},m.[l 3}
| -5 2 8 13
EJERCICIO 162 ) P s
-1 25} 74 98
-6 2 00 00 7. AB=  Bdm(1 =1 =3 .A[Bc]-[ 1
1. A+ B A-FB A=A k2
"'[04}' '[uu}' '[uu} -1 7 7 5 3 0
4.4-33-[_3 1},14-03.["5 2} 1 3 15 15 wa
0z 0 4 8.4B=| 4 2|, 4(B-2C)=| 4 0|, 4(BC)=|8 -2
2.4+B=[-4 7 4],4-F=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0] 2 0 -2 2 2 0
44-38=[26 -21 -5],24-0F=[4 0 2] EERCIcio 164
-2 =7 6 -12 00 1. detd =122
3. A+8= 3 -6|,A-8=|-1 G|, A-A=|0 0 2. detB=§
- S 1 -10 00 3, detC=-50
20 -43 4 -14 4. decD= 43
44-3B=|-2 18 |,24-08=|2 0 5. detE= 122
5 -33 4 -6
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Solucidn a los ejercicios

coxo 16 I

] ExErCICIO 16T

-1
L= 1. (-1 y(x-5)

2.(x+ 1) y(2x+ 3)
3 (x+ Y Ix=2) y(x=12)
1|:_2 u] 4 (x+ L) y(x+ 3)

EY Ty
I

el LR
—
-9

1
—

5. (x+ 20 y(x-20)
6. (x4 1-Ny(x+2+ 3)
7. Residuo -72

b3
-]
L
[ ]
ka | La
b |
L]
|

act+|

ta b2
ba =
———

S.Reaiduo-%
6 2 9.&%0%
=12 3

4. D=

bad =3 |

"7

—

10. Residuo 12
11, Residuo 264
12, Residuo <240
13. k=2

1 14 k=3, k=-5

46
15, k=6, k= —
3

I= enitn -
-yt =k
I
e

5. Elal -

Bad | b=t O ]
b | == pa | b | -

m_ k= 4_}=_£

e -

L= o e - O — |

[ |

o
1

a3 = Lm

el

1 1

w fa iw

1
18 -3 1?..3(=4,.i.‘=—;—!

g i 18, Todos son raices
-14 -3 19. Todes son raices
20. Ninguno es raiz

11
. =...]_' -
x x 2

1
a2

6 Fla

..
[n | PN
1
ki o R T o T
1
Bl=
oo

—
-

. =10 4 6
m— 1 =11 =8
Lo 6 -8

1 .:r=2+:'..x=-§
1.G7 = 5

]
A= x=—
2 3

M x=2fx=-21

S-S5
1

Sl g2

] ]
Sle Sle Slw
{ | R R I L.

ka
] B3 B

25.1.‘=-i,z:=E
2 =1 =3 5
-2 6 18 26, fx)= 2 + &7 5x
-2 6 8 277 f) =2+ & = 9x- 36
28, f(x)= 3¢ —x + 48x— 16
2. f(x)= 82"+ 24" - 43x- 30
0. f@)= 2" - 57 - 137 + 133x- 260
. (@)= 62’ - 5+ Tf - Ba+ 1
&8 49 -19 1 B =37 5P -2
B W= =Fax+1
elicl ol koAl M@= =P -rmx-2
6 67 -W 3N -1 35, f()=2" -6+ Bx-3
-2 -38 14 =2 36. f(1)= 2" -4 + 162- 16
RS+ W-x-2
B a=-l,x=1,x=5
B ox=5x=4x=3
EJERCICIO 166 .g;,_,:lé_ﬁ_;_,:.;

8 H'=|-

| bR |t [

tnta ta ta 5| =
1
e tn @ S |
e — e e
]
=1

|E

Sl |
1

3
w|g | o=k

I

Rad | i O i N[ g |
—

L]
'Lnil"--'lo"ln-l Y-

x=m 5

g *=3 9 5.0 ym2 D W o S Y
ym=2 bm=10 1 2

= x=2 x==3 x=7,x=0

a=d x=] s=-4fx=4ix==-2x=3

2.{’""4 4.{p=-3 6 ym—1

n=l

E&s B

I=—E ,,.7L'=E A==l +fx==1={f

cml rm=12 3

&

1
E=E—fx=fx=—4 x=-3 x=—
2

453






Anexo: Ejercicios preliminares



AIGEBRA

Operaciones con numeros enteros:

. -12
3 1. 6-4 17. —
. 3
- 15
: 2, —8+6 18, —
& _-5
. -28
. . 347 19, —
: 3 3+ 9 1a
. 4, -5-7 20, —(=3)+(5) =-2-1) +(-4)+7
© 5 -2-5+6+4 21, (-2) + (+5)
: 6. -3-6-B4+5+4+7 22, -4-(6+8-2)
¢ 7. 8+6+3-5-9-2 23, 7—(5+3) = (-1-9+4)+(-8)
: 8 4+5-1+2-7-3 24, 5-(-4-3)-(7+2-1)
. 9, =2+6=-8=-12+10-3=7 25, 6-2A1-3-4)+(5-2+7)
10, 1-5+9-3+16-8+13 26, 13;]5
-3-12-5
11, 3(-2 27, ——
e 10
3046
12. (-5)-4 28.
&34 9+3
14-2
13, -6 29,
©) 2+4
B+5+7
14. (4)(3 30.
(4)(3N5) 6-3=7
2(5-7)+20
15, 2(-4X- P e el
H=AY=3) 3 5+3
16. 3-(-4) 3, 4-3)+32+4-1)
5(4)-6(3)
Descomposicion en factores primos los siguientes numeros:
AR - 40, 460
. 34 8 41, 125
352 42, 576
- 3650 43, 980
2 a7 72 44. 1000
. 38 120 45, 1120
+ 39, 15 46, 1800
: Determina el MCD de los siguientes nameros:
. 47. Byé6 53. 24,36y 42
3 48 9y 18 54. 20,35y 70
49. 12y24 55. 32,28y 72
50. 36y 18 56. 18,24, 72y 144
51. 6, 18y 48 57. 12,28, 44y 120
. 52 510y1s 58, 24,72, 84 y 180
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Determina el mcm de los siguientes numeros:
59,
60.
61.
62
63,
64.

6y3
9y6
12y 18
20y25
2,6y4
B, 9yl2

Efectia las siguientes operaciones con fracciones:

71

72,

73.

74,

75.

76.

77

78,

79.

B0,

81. 3

82.

83,

B4,

85,

86.

87.

BB

a 7
_+_
2 2

+

[ <1k th|da
+

da |t =1 th|oo
+

+

+
- =

6 1
1 11

| &
| &

—
(=

1

e da =1 o] =
=]

““_||_ + +
e ool = bt

.2
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S

68,

70.

91.

93,

95.

98, 2

100.

101

102

103.

104,

103,

106

7,14y21
3,10, 12
8,9, 12y 18
2,3,6y12
8, 12, 16 y 24
4,6,15y18

X ® ®

x
Wik oo|w oolthn -3|W

L= T T B S I N

b
| Ll
x
= o|w

L | La
x
ad

—
| —
*
]
e

e
oo

13 1

1
x
=]

1ad |
> |
=]

8
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AIGEBRA

R W
6 3

Efectua las siguientes operaciones:
117. 6

118. 4°

119. (-2)*
120. (-3)
121, =52

= (3
= )

124, /4

Racionaliza las siguientes expresiones:
1

133, E

134, %

o

1%.5%
6

137. 33'
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112,

113,

114.

115,

116.

125,

126.

127,

128,
129,

130.

131,

132

138.

139,

140.

141.

142,

+

G|+
oy | -

[=3
| =

+ +
L [ +

5=
+
IS

EEEEE

¥

e ]

T
- &J”tm

2|



Operaciones con n meros enteros: BB.E IUO.E
1.2 12. 20 23.-3 3 o
2,-2 13.-30 4.4 54_.1_‘2 m]_.'.
3.10 14.60 25.28 8 2
4.-12 15. 24 26. 4 852 10z 1
53 16.7 27.-2 4 g
6.-1 17. -4 38 3 5 117
86, — 103, —
7.1 18.-3 2.2 3 40
8.0 19.2 3.-5 17 39
.= 104, —
9.-16 20,13 3.2 . 6 0
10. 23 21.3 3.8 19
11,-6 22.-16 a4 109
Descomposicion en factores primos los siguientes 59.% 106.;%
n meros: ;
33 2x3 90, — IIJ‘.i‘.l—B
M 2x2x2
74 5
91. — 108. —
35.2x2x5 T 08 T
3.2x5x%5 ;
A2 uwIxInd 92_—? lIII‘\i'.g
3B 2x2xIxIXS 8 2
W IxINEXS 93, 2 10 >
40.2%2%5x23 12 2
42, 2%2%x2x2%x2xIx3Ix3 1z B
43 2 X2 KSR THT 95__H “2_§
M IxDxInFx5x5 3 5
45 2%2x2x2XINFHT 06, 132 132
4.1 x2HIMININIHS 2]
8 2
Determina el MCD de los siguientes n meros: 97 7 114, 5
47.2 3.6 1 4
= 115, —
48.9 5.5 8. T
49 12 55.4 9 5
99 — 116. =
50,18 56. 6 28 3
51.6 57.4
52.5 58,12 Efect a las siguientes operaciones:

Determina el mem de los siguientes n meros:

59. 6
60. 18
61. 36
62. 100
63,12
64.72

Efect

|
tn

72

73,

74,

g =8 V1o ulg

75,

—
b

76.

w8

65, 42
66. 60
67.72
68, 12
2. 48
0. 180

a las siguientes operaciones con fracciones:

8
.=
]

78.1

g
000 pa |-

oa

—
1

—

B
ba | taa

117, 36
118. 64
119. 16
120.- 27
121. =25
81
16
81
16

122,

123, -

Racionaliza las siguientes expresiones:

3

133,

'i—_
=31

134,

|

135, +

<
b3

w1

ba
P

136,

ta
el

o
o
in

137,

- |
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124.2
125.5
126. 9
127. 8
128. 2
129. 3
130.2
131.2
132. 3

el
ta

138,

&l

139,

'I':h'l

ot
[

140,

)

B3
o,
Ln]

141,

b

142, 47



Algebra es una rama fundamental de las matematicas, muchas veces incomprendida, pero
valorada por todas aquellas personas que han logrado modelar problemas de la vida cotidia-
na y darles solucion gracias a su dominio y comprension. Ademas, cualquiera que pretenda
iniciar estudios en cursos de mateméticas avanzadas, sin duda, necesita dominar Algebra
para tener éxito en su aprendizaje.

El libro tiene por objetivo convertirse en la referencia inmediata para entender y aprender lo
relacionado con el Algebra. Dividido en diecisiete capitulos, donde se encuentran temas como:

Conjuntos y logica.

Conceptos bésicos del Algebra.
Productos notables.
Factorizacidn.

Fracciones algebraicas.
Ecuaciones de primer y segundo grado con aplicaciones.
Funcidn lineal.

Sistemas de ecuaciones.
Potenciacidn.

Radicacion.

Numeros complejos
Desigualdades.

Logaritmos.

Progresiones.

Matrices y raices de una ecuacién.

® & & & & & & 8 &0 0 0 B2 P

Sin duda alguna, este material es una herramienta importanie para el profesor, ya que en-
contrard una ayuda invaluable para trabajar la parte practica con sus estudianies y reforzar
aquellos temas que se necesitan para poder iniciar cursos més avanzados como: Trigo-
nometria, Geometria analitica o el mismo Célculo.

Bajo el fundamento de que la persona que aprende Matematicas, piensa, analiza, razona
y, por tanto, actia con logica, el libro se presenta con un enfoque 100% practico. Es decir,
se aborda con sencillez la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran al
estudiante para resolver los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje consultando las
respectivas respuestas que se encuentran al final del libro. También encontrard una serie de
problemas de aplicacion, los cuales vinculan las matematicas a situaciones reales.

Por todo ello, Algebra es un libro de referencia obligada que no puede faltar en la biblioteca
personal de cualquier estudiante o profesor, ya que es una obra para el que aprende y para
el que ensena.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:

www.conamat.com

442 289-4

Prentice Hall
es una marca de

eQ000
PEARSON Visitenos en: H

et . [
: : www.pearsoneducacion.net g




